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Pour tout entier n € N*, on considere la fonction f,, définie par
VxeRy, folx)=x"+x-—1.

Pour tout entier n € N*, il existe un, et un seul, réel x € 10,4o0[ tel que
fn(xn) =0.
La suite (xn)n>1 est croissante et majorée.

Ecrire un code Python qui renvoie une valeur approchée de x, a € prés
obtenue par dichotomie. Conjecturer la limite de la suite (Xn )n>1.

Démontrer cette conjecture.

La fonction f,, est continue (polynomiale) sur l'intervalle I = ]0, +ool.
Elle est aussi dérivable et

Vx>0, flx)=mx"T14+1>1>0
donc la fonction f,, est strictement croissante sur I. Elle réalise donc une bijec-

tion de l'intervalle I = ]0, +-ool sur 'intervalle

] = lirr})f(x), Iim f(x)| =]-1,+o0[.

X—+00

Comme 0 € J, il existe un, et un seul, réel x,, € Itel que f(xn) =0.
Pour tout entiern > 1, on a

fu(1)=1>0="f,(xn).

Comme la fonction f;, est croissante, on en déduit que
vyneN, x,<l.
Comme 0 < x, < 1, alors
VneNs, 0<xM!<xl
et par conséquent
fror(xn) =X fx =T < x4 xn — 1 =Fr(xn) =0 =1 (Xnit)

Comme la fonction f;, 1 est croissante, on en déduit que

VneN,S xn<Xnii.

On a ainsi démontré que la suite (x )n>1 était (strictement) croissante et
majorée (par 1).
Le code est classique.

def dichotomie(n, eps):

def f(x):
return xx*n+x-1
a, b=20, 1
fa = f(a)
while b-a>eps:
c = (a+b)/2
fc = f(c)
if faxfc>0:
a, fa = c, fc
else:
b=c

return a, b

for n in range(1l, 101):
print(dichotomie(n, 0.001))

L’exécution de ce code suggere que la suite (x,,)n>1 converge vers 1.



Comme la suite (xy,) est croissante et majorée par 1, sa limite ¢ est elle
aussi inférieure a 1.
Supposons donc que ¢ < 1. Par croissance de la suite,

YnelN*, O0<xp<i™
ce qui prouve par encadrement que

. n_
et donc que
lim xp+xn—1=0+0—1=0
n—-+oo
puisque fr (xn) = 0 pour tout n > 1. On aboutit ainsi a £ = 1, ce qui contredit
I'hypothes de départ.
Il faut donc que ¢ = 1.



