RMS 134 [1477]

Pour tout entier n € N, on note v, le reste de la division euclidienne de n par 5.

Lasérie ) m +1 est convergente.

Pour tout entier n € IN*, on pose

n
Zkk+]

k=1

Exprimer Ssy, en fonction des nombres harmoniques
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En déduire la valeur de

g n+1

Par définition de la division euclidienne,
VneN, 0<ry<5.

Donc
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et, par comparaison avec une série de Riemann, la série est (absolument) con-
vergente.

Pour tout entier k € N et tout entier 0 < r < 4,
Tk =1 & JLeN, k=5{+r.

On peut donc décomposer S5, en somme de cing termes.
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La décomposmon en éléments simples
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permet de simplifier 1'expression.
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11 faut alors comparer la somme
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a l'intégrale
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La méthode usuelle (FAITES UNE FIGURE!) nous donne :
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et on déduit du théoreme d’encadrement que

lim Ss, ={n5.
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Comme la série converge, la suite (Sn)nen+ de ses sommes partielles
est convergente. Toute suite extraite d’une suite convergente est elle-méme
convergente et tend vers la méme limite. Par conséquent,
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Autrement dit,
+oo
TTL

————— ={nb5.
nmn+1) n

n=1

# En présentant les calculs de maniére un peu plus abstraite (c’est-a-dire en fai-
sant intervenir une somme double), on devrait pouvoir généraliser le résultat au cas
de la division euclidienne par un entier naturel p > 2 quelconque.



