RMS 134 [1543]

Soit (Xn)n>1, une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace
probabilisé (Q, A, P), indépendantes, de méme loi, a valeurs dans N. Pour tout
entier n > 1, on pose

Cn =#{Xq1,..., X0k

Pour tout entier n > 1, 'application C,, : QO — N est une variable
aléatoire d’espérance finie.
Démontrer que, pour tout n € N* et tout k € NN,

E(Cn) < k+12P(X; > k).

On suppose dorénavant que les variables aléatoires Xy sont d’espérance
finie.
Démontrer que

PXi 2k} = oA

k—+o0

En déduire que

II est clair que les valeurs de C,, sont comprises entre 1 (cas ol toutes
les variables aléatoires Xy prennent la méme valeur) et n (cas ou toutes les
variables aléatoires X; prennent des valeurs distinctes).

L’ensemble N™ est dénombrable (produit cartésien d’un nombre fini d’en-

sembles dénombrables) et

N" = |_| Ex

1<k<n

ol Ei est 'ensemble des n-uplets formés au moyen de k entiers naturels dis-
tincts.

Les ensembles Ey sont donc des ensembles dénombrables (ils sont conte-

nus dans un ensemble dénombrable et manifestement ils sont infinis) et, pour
toutentier 1 <k < n,

Cal@) =k &= T (in,.nrin) €Ey (Xi(@)yerny Xn (@) = (i1y..0yin).

Autrement dit,

ce qui prouve que

Vi<k<n, [Cn=KecAd

et donc que C;, est bien une variable aléatoire discrete sur (Q, A).
a  Comme Cy, est une variable aléatoire bornée, elle est d’espérance finie.

# Plus précisément, 1 < E(Cyn) < n, ce qui donne de l'intérét aux estimations

qui vont suivre.

Soit k € IN. De deux choses 'une :

et

— ou bien toutes les variables aléatoires X, ..., X;, sont strictement in-
férieures a k et dans ce cas, elles ne peuvent pas prendre plus de k
valeurs distinctes;

— ou bien l'une d’elles au moins est supérieure a k.

Autrement dit :

Q=X <Koty Xn < KU (X5 2K U--- U Xy = K)

X1 <K,..oyXn < K C [Cp < K.



Comme Cr, (w) < n pour tout w € Q, on en déduit que

Cn S KLix, <kyee X<kl T LG 200U 2K -
Comme l'espérance conserve les inégalités, on en déduit que
E(Ch) <kP([Xy <ky..., Xn <K)+nP([X; 2 KlU---U[Xn > K]).

Les variables aléatoires Xy sont de méme loi, donc

P(Xi 2K U UXn 2K) < ) P(Xi=k) =nP(X; >k

i=1
et finalement

E(Ch)<kxT+nxnP(X;>k)=k+n?P(X; >k).

# I n’y a plus de calcul de probabilité dans ce qui suit, c’est un résultat d’analyse.
Nous considérerons donc deux suites positives (Un )nen et (en)nen telles que

€k

vog<k<n, Ogun<k+n2k avec lim & =0.

k—+oo
et nous cherchons a en déduire que

. Un
Iim — =0.
n—+oco M

Fixons 0 <1 < 1 et posons ¢ = /M €10, 1[.
D’apres les hypotheses,

u k £

VnelN,Vo<k<n, 0<
n n k

et, comme 11 > 0, il existe un entier Ko € N tel que
Vk > Ko, 0<ex<e.
Par conséquent,

Un k €

Vn>Kp VKo <kn, 0< <E+ni' (%)

n
% Le principe du raisonnement qui va suivre est classique : c’est un passage a la

borne inférieure. Si
Vx € [a,b]l, g(n)<f(x)

alors
gn) < inf f(x).
x€[a,b]
La mise en ceuvre de ce raisonnement est (un peu) compliquée par le fait que, ici,
le majorant est une fonction de la variable entiere k et non pas une fonction de la
variable réelle x.

@ Une étude rapide montre que la fonction f définie par
Vx>0, f(x)=§+E
noox

atteint son minimum en xo = ny/e. Comme 0 < ¢ < 1,onany/e < n pour tout
n et la suite de terme général y, = ny/¢ tend vers +oo, donc il existe donc un
rang Nt € N tel que

vVn> Ny, Ko<k = Inve| <n.

# A défaut de pouvoir majorer par le minimum de la fonction f, on va majorer par
une valeur particuliere de f qui est assez proche du minimum de f.



On déduit donc de (x) que

vn > max{Ko,N7}, 0< oo f(ko) = el +n—=
n n va
1 1
< nved tn—— <~ 42V
n nye " n

Comme la suite de terme général '/, tend vers 0, il existe un rang N € IN tel
que
1

vT1>]\]2) ngﬂ

Finalement, en posant Ng = min{Ko, N1, Nz} € N,

Un

V1 > N, 0<
n

< 3n
et nous avons bien démontré que

. Un
Iim — =0.
n—+oco M



