RMS 134 [1522]

Soit f € €1 (R).

On suppose que
VxeR, f(x)+f'(x)=e ™

Démontrer que f tend vers 0 au voisinage de +oo.

Plus généralement, on suppose que
lim f(x) +f'(x) =0.

X—400

Démontrer que f tend vers 0 au voisinage de 4-oo.

La fonction f est une solution de 1’équation différentielle
VxeR, y'(x)+ylx)=e*
Les solutions de I’équation homogene sont de la forme
y(x) = Ae ™

et une solution particuliere est de la forme

X

Yo(x) = Bxe™
donc il existe deux réels A et B tels que
VxeR, f(x)=(A+Bx)e ™.
On en déduit (par croissances comparées) que

lim f(x) =0.

X—+00

% Un calcul rapide montre que B = 1, mais on n’a méme pas besoin de connaitre
la valeur de B pour conclure!

Puisque la fonction f est donnée, on peut définir une fonction auxiliaire
g en posant
Vx e R, g(x) = f'(x) + f(x).

Comme f est de classe %', la fonction g est bien continue sur R et, par hypo-
these, elle tend vers 0 au voisinage de +oco.
On peut alors voir la fonction f comme une solution de ’équation diffé-
rentielle suivante.
VxER, y'(x)+yx)=gx). ()

Les solutions de 1’équation homogene associée a () sont de la forme
y(x) = Ae .
On en déduit la solution générale de (*) en faisant varier la constante :

y(x) = A(x)e™ avec Al(x)e™ = g(x),

donc A est une primitive de [x — g(x)e*].
Comme la fonction f est une solution de 1’équation différentielle (), il
existe une constante K telle que

X
Vx€eR, f(x)=e ™ <K +J g(t)et dt).
0
La valeur de K importe peu, il reste a démontrer que

X
lim e_XJ' g(t)et dt =0.
X—+o0 0



#v Tout cela est particulierement astucieux et aussi classique qu’astucieux... Im-
possible de traiter cet exercice sans connaitre I'astuce !

@ Soit ¢ > 0. Comme la fonction g tend vers 0 au voisinage de 400, il existe
un seuil A > 0 tel que
Vx>A, ’g(t)’ <e.

Sur le segment [0, A], la fonction g est continue, donc elle est bornée : il existe
un réel M > 0 tel que

vxe0,Al, |g(t)] <M.

Pour toutx > A, larelation de Chasles et 1'inégalité triangulaire nous donnent :
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On en déduit alors que

Vx> A,

X
e*XJ g(t)et dt' <Mete ™ +¢.
0

Comme Me?.e ™ tend vers 0 lorsque x tend vers +oo, il existe un seuil A’ > 0
tel que
Vx> A/, 0< Met.e ¥ <e

et finalement

vV x > max{A,A’},

e*XJ g(t)et dt’ < 2,
0

ce qui prouve le résultat attendu.



