RMS 134 [1520]

Démontrer 'existence de I'intégrale
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et calculer sa valeur.
Pour tout entier n > 1 et tout t € I = [0, +o0[, on pose

(="

un(t) = 75

a [l est clair que chaque fonction u,, est intégrable sur I (continue sur l'in-
tervalle fermé I et O(1/:2) lorsque t tend vers +o0).

@ Il est tout aussi clair que la série de fonctions ) u,, converge simplement
sur l'intervalle ouvert Iy = ]0, +oo| car

VE>0, un(t) = o(%)

# La série )_un(0) est grossierement divergente !

¢ Lasomme S est donc définie sur I :
“+00
Vtely,  S{t)=) un(t).
n=1

Chaque fonction u,, est continue sur I et

1

Va>0,Vtela+ool, [un(t)]< T+n2a2

¢ [l s’agit de majorer une fonction monotone (décroissante) de t...

Le majoration est indépendant de t et c’est le terme général d'une série
convergente. Donc la série de fonctions )} u, converge normalement sur tout
intervalle [a, +ool[.

Comme les fonctions u,, sont continues, on en déduit que la somme S
est continue sur chaque intervalle [a, +oo[ et donc sur l'intervalle

I = LJ[a)+OOL

a>0

@ Pour tout t € I, la suite de terme général hu, (t)| tend vers 0 en décrois-
sant. Le Critére spécial des séries alternées permet donc de dominer le reste
de cette série :

+00
VneN viel, | Y uk(t)’ < Junir (0) %)

k=n-+1

et en particulier pourn =0:
vtely, [SMB)|=]|Ro(t)] < |wi(t)].

On a démontré que la fonction u; était intégrable sur Iy, donc la fonction S est
intégrable sur Iy (théoréme de comparaison).
Nous avons (enfin!) démontré 'existence de l'intégrale.



@ Décomposons la somme en somme partielle et reste : pour tout entier
n e N*,

+oo

+ R (t) dt

%
| |

e,
J b t) dt + J:OO Rn(t) dt

ZJ - dt+roo R, (t) dt

— 0
par linéarité de l'intégrale (les uy et le reste Ry, sont des fonctions intégrables
sur I comme on I’a démontré).

Pour tout t € Ip, la suite de terme général Ry, (t) tend vers O (puisque
c’est le reste d'une série convergente) et, d’apres (x),

1 1

>1,vtel, [Ra(t)|< < :
n>1vtel, |Ra()] T+ 4122 S 14+¢2

Le majorant est indépendant de n et, en tant que fonction de t, il est intégrable
sur Iy (fonction de référénce), donc la convergence est dominée et

+oo +oo
lim J Rn(t) dt = J lim R, (t)dt=0.

n—+oo 0 0 n—-+oo

Finalement, la série de terme général

+o0 +oo dt (_])k +o0 du
_(_1\k _
L w(t) dt = (=1) L 1+ k2t2 Kk JO 1+u?

converge (ce qui n’est pas surprenant) et

sidee tim S [ ul
L :n—lg-loo];JO Ui (t) dt:ik:] .
@ Le cours sur les séries entieres nous dit que
oo k+1
Vxel-1,1[, 1+x) :Z
k=1

Comme la série du second membre converge pour x = 1, on déduit du Théo-
réme d’Abel que

=—{n2

et donc que

J' oo ,_ —7n 2
0 2

# L'intégrale est donc négative. C'était prévisible | En effet, d’apres le Critére spé-
cial des séries alternées, le reste est du signe du premier terme négligé et en particulier,
la somme (= reste d’ordre 0) est du signe du premier terme. Donc

Vt>0, S(t)<0

et l'intégrale de S est donc négative.



