RMS 134 [1378]

Soit (Xn)n>1, une suite de variables aléatoires définies sur un espace probabilisé
(Q, A, P). On suppose que ces variables sont indépendantes et suivent toutes la
loi de Bernoulli de parametre O < p < 1. Calculer I'espérance et la variance de la
variable aléatoire

n
S, = ZXk+Xk:1.
k=1

a La fonction Sy, est bien une variable aléatoire en tant que somme d’un
nombre fini de variables aléatoires. Comme une variable aléatoire de Bernoulli
est une variable aléatoire d’espérance finie, la variable aléatoire Sy, est aussi un
variable aléatoire d’espérance finie et, par linéarité de 1'espérance,

n
= > E(X) +E(Xip1) ZZp 2np.
k=1

@ On peut aussi écrire

n+1

n_ZXk+ZXk_x1+Xn+1+ZXk

Comme les variables aléatoires X;. sont bornées, elles admettent toutes un mo-
ment d’ordre deux et comme elles sont indépendantes,

n

V(Sn) =V(X1)+ ) V(2Xi) + V(Xni1) = B(n—1) + 2 V(X)
k=2

= (4n—2)p(1 —p).

# La variance d'une somme de variables aléatoires indépendantes est égale a la
somme des variances. Lorsque les variables aléatoires ne sont pas indépendantes, la
formule se complique avec I'apparition des covariances qui ne sont plus nécessaire-
ment nulles :

V(Y] + -+ ZV Yi) +2 Z Cov(Yy, Ye).
k=1

T<k<t<n

Avec Yy = Xk + Xxr1 et Yo =Xe+ Xep1,0na
— Cov(Yy,Ye) = 0 pour k < £ —1dapres le lemme des coalitions (puisque
les paires d’indices {k,k + 1} et {£, £ + 1} sont alors disjointes);
— etpourk =0—1:

Cov(Yy, Y1) = Cov(Xy + X1, X1 + Xy 2)
= Cov(Xy, Xiy1 + Xi12)
+ V(Xi1) + Cov(Xy 1, Xicy2)
=V(Xir1)=p(1—p)

a nouveau par le lemme des coalitions.



