RMS 134 [1465]

Trouver la limite de la suite de terme général
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& Les termes de la somme dépendent de l'indice n, par conséquent Sy, n’est pas
la somme partielle d’une série.

#v  En réécrivant les termes de la somme, on fait apparaitre le motif ¥/, :

tan

: n :ta“(%' ( +1k/n))

qui doit faire penser aux sommes de Riemann :
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Mais la tangente complique la donne!
Pour 1 < k < n, le quotient -

o est compris entre O et V/n. Il est donc petit et
par conséquent
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ce qui suggere que
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Malheureusement, la relation (1) n’a pas vraiment de sens (I'entier k est-il fixé?
s’agit-il d'un équivalent uniforme en k?) et aucun théoreme du cours ne permet de
passer de cette relation de comparaison entre les termes a la relation analogue entre les
somimes.

@ Premiére méthode
La fonction tan est de classe ¢ sur le segment [0, /4] et

Vxel[0,74), tan’(x)=1+tan’x
tan”(x) = 2 tan x(1 + tan? x)
donc
VO0el0,7), O0<tan”(x) <2x1x(1+1%)=4.
D’apres 1'inégalité de Taylor-Lagrange, on a donc
2
Vx€0,74], [tanx—x|< 47 = 2x2.

Par conséquent,
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#v Pour majorer une somme, on peut parfois se contenter de multiplier le plus
grand terme par le nombre total de termes...

L’encadrement (2) prouve que

LI



On a reconnu plus haut une somme de Riemann et on a déja calculé sa limite,
donc:
Iim S, ={n2.
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@ Variante de la premiére méthode

#  On a travaillé sur le segment [0,7/4] de maniére assez arbitraire. Or les ar-
guments de la fonction tan sont tous compris entre 1/on et 1/n. Il serait donc plus
judicieux d’étudier tan au voisinage de O et plus précisément I'écart entre le graphe
de tan et sa tangente a l'origine...

On considere la fonction f = [x — tanx — x].
Pour tout entier n € N*, la fonction f est de classe €' sur le segment
[0) ]/ nl et

1
Vxel0,n], 0<f'(x)=tan®x < tan? o

D’apres I'inégalité des accroissements finis, la fonction f est donc lipschit-
zienne sur [0, 1/n] avec en particulier

1
Vx €0, ], [f(x)] = [f(x) —f(0)| < tan? <<
On a donc (inégalité triangulaire)
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et donc (somme de n termes, tous égaux)
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Comme plus haut, on en déduit que
lim S !
im S, — — =
n—+o0 = k+n

et on peut conclure de la méme maniere.

#a I est important de noter qu’on a utilisé ici un théoréme moins précis que dans
la premiere version (inégalité des accroissements finis, c’est-a-dire approximation au
premier ordre, vs inégalité de Taylor-Lagrange au second ordre), mais on s’en est servi
de facon plus judicieuse (en considérant un intervalle plus petit).

Cela explique pourquoi on a obtenu une meilleure approximation (le majorant
de (3) est un infiniment petit du second ordre alors que le majorant de (2) était un
infiniment petit du premier ordre).

@ Deuxiéme méthode
Pour n € N*, on considere la fonction f définie par

1

vteR f(t) =t .
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Il est clair que cette fonction est continue et décroissante. Une comparaison
classique entre somme et intégrale nous donne l'encadrement suivant.
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N* f —f(0 tan —— dt < S < tan —— dt 4
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D’une part,

f(n) —f(0) = tan L —tan l —0.
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D’autre part, le changement de variable t = nu nous donne

n -I 1 ‘I
L tan ——" dt = L gn(u)du avec gn(u)=ntan EYTRRE



Chaque fonction gy, est intégrable sur [0, 1] (fonction continue sur un segment)

et
1 1
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La suite de fonctions (gn)n>1 converge donc simplement sur [0, 1] vers une
fonction continue sur [0, 1] (et donc intégrable sur ce segment).
Par croissance de la fonction tan sur [0, /] C [0, 1],
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et d’apres I'inégalité des accroissements finis, la fonction tan est 2-lipschitzienne

sur [0, /4], donc
Vn>2, Ogtanlg
n
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si bien que la convergence est dominée :
Yn>z2, Vuel0,1], 0<gn(u)<2.

(Le majorant est indépendant du parametre n et, en tant que fonction de u, il
est intégrable sur le segment [0, 1].)
On déduit alors du théoreme de convergence dominée que
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lim J gn(u)duzj ﬂ:€r12
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et finalement, on déduit de (4) que

Iim S,,=¢(n2
n—+oo

par encadrement.



