RMS 134 [1659]

Soit f : Ry — R, une fonction de classe €. On suppose que f et ' sont
bornées.

Justifier 'existence des réels

Mo (f) = sup ]f(x)‘ et My(f) = sup ‘f”(x)|.
x€ER 4 xER 4+

Soit x € R.. En utilisant l'inégalité de Taylor-Lagrange, démontrer que

2Mo(f)  hM,(f
Vh>0, [f'(x)]< }‘1’()+ 22().

Justifier alors I'existence de

M, (f) = sup |f'(x)]
xeR

et démontrer que
M (f) < 2/ Mo (f)M2(f). *)

Pour tout € > 0, on définit une fonction f. : Ry — R en posant
VO<x<2, f(x)=2—2—%x)*" et Vx>2, fo(x)=2.

Démontrer que f, f_ et T/ sont bornées sur R .. Préciser les valeurs de Mo (fe),
de M (f¢) et de M, (f,).

En déduire que le facteur 2 est la meilleure constante possible dans
'inégalité (x).

Toute partie non vide et majorée de IR admet une borne supérieure réelle
(Axiome de la borne supérieure). Comme f et f” sont définies sur R, les
ensembles

{fx)], xe Ry} et {|f"(x)], x € Ry}

ne sont pas vides. Comme f et f”/ sont supposées bornées, ces deux ensembles
sont également majorés. Par conséquent, les deux réels My (f) et M, (f) sont
bien définis.

D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange,

VabeRs, ]f(b) —fla) — (b— a)f’(a)|

N
<
N

=

En particulier, poura =x € Ry etb=x+havech € R},

2
[f(x +h) — f(x) — hf'(x)| < h? M, ().
On en déduit par inégalité triangulaire que
hZ
[INF" ()] = If(x + h) — F(x)]| < - Ma(f)

et donc que
hZ
[hf’(x)] < > My (f) + [f(x + h) — f(x)]
hZ
< 2Mo(f) + > M (f)

(a nouveau par inégalité triangulaire). Comme h > 0, on en déduit que

2My (f) n hM,; (f) .

Vx>0, [F()]<— 5




Dans 'encadrement précédent, le majorant est indépendant de x. Cela
prouve que la dérivée f’ est bornée sur R et par conséquent que le réel M (f)
est bien défini (pour les raisons données plus haut).

Dans cet encadrement, le minorant est indépendant de h > 0, on peut
donc passer a la borne inférieure :

. 2Mo(f)  hM,(f)
> ! < .
Vx>0, |f (x)]\ﬁr;fo o + 3

Une étude (rapide!) des variations de la fonction

o= [h = 2Mo (f) n th(f)]

h 2

montre que

( 4My (f)

L] ) = 2V/Mo (ML (7).

ﬁr;fo e(h)=¢

Par conséquent, on a bien

Vx>0, [f'(x)] <2yMo(f)M(f).

Le majorant est indépendant de la variable x, on peut cette fois passer a la
borne supérieure et trouver :

M () < 2¢/Mo (M2 ().
Il est clair que f, est strictement croissante sur [0, 2]. Comme
fe(2) =2, fe(0)=2—-22"¢=2-42¢<-2
et que f,(x) = 2 pour tout x > 2, on en déduit que
My (fe) =4.25 —2.
@ Pourtout0<x<2,ona
fl(x)=(2+¢e)(2—x)""e.

Il est aussi clair que la dérivée f] est décroissante sur [0, 2] (et nulle sur ]2, +oo[!)
avec
fL0)=2""(2+¢), fl(2)=0.

Par conséquent,
M (fe) = 2.(2 4 ¢€).25.




@ Enfin, f/ est nulle sur |2, 400l et
Vxel0,2], f/(x)=—2+¢)(1+¢)(2—x)".
La dérivée seconde est donc négative et croissante sur [0, 2] :
f0)=—(2+¢e)(1+¢)25, f/(2)=0

d’ot1 finalement
My (fe) = (24 €)(1 + ¢€)2°.

# Un détail a ne pas perdre de vue : pour tout € > 0, la fonction f. est bien de
classe €% sur R,

En effet,

— elle est clairement de classe €? sur [0, 2[ et sur ]2, +oo[;

— elle tend vers 2 a gauche et a droite de x = 2 (donc le raccord est continu);

— sa dérivée tend vers O a gauche et a droite de x = 2 (donc le raccord est de
classe €1);

— sa dérivée seconde tend vers 0 a gauche et a droite de x = 2 (donc le raccord
est de classe €2).

En revanche, la fonction fo définie par

Vxel0,2], folx)=2—(2—%x)% et Vx>2, folx)=2

n'est pas de classe €2 : sa dérivée seconde est égale & —2 sur [0, 2[ et identiquement
nulle sur ]2, +ool.
Cette fonction ne peut donc pas servir de contre-exemple alors méme que

M (fo) = 24/ Mo (fo)M2(fo).

Raisonnons par 1’absurde en supposant qu’il existe un réel « < 2 tel que

M (f) <o
Mo (ML (f)

pour toute fonction f bornée et de dérivée seconde bornée.
En particulier, pour tout ¢ > 0, on a donc

M; (f¢) 2.(2+¢).2¢

VMo(fe)Ma(fe) /1428 = 2[(2+ ) (1 + €)2¢] s

En faisant tendre ¢ tend vers 0, on obtiendrait alors

2.2.1 4
JE—2211 V&

(puisque les inégalités larges sont conservées par passage a la limite), ce qui
est absurde puisqu’on a supposé que o < 2.
Le facteur 2 est donc optimal (minimal).
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