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On considere un espace euclidien (E, (-|-)) et un endomorphisme f de E tel que
Vx € E, Hf(x)” < ||

Soit x € Ker(f —1I) N Im(f —I). Démontrer qu’il existe un vecteur y € E
tel que

x = f(y) —y.
Exprimer f™(y) en fonction de x, y et n.

2w | Démontrer que
q

E =Ker(f —I) @ Im(f —1I).

Soit x € E. Pour tout entier p € N, on pose

‘I p
vp(x) = ——1 éfk(x).

Démontrer que la suite (vy, (x))p o converge et déterminer sa limite.

% L'hypothese sur les normes signifie que I'application linéaire f est continue et
que |[Iflll < 1. On en déduit par récurrence que

VueE, vYneN, |[fw)] < [l

et donc que |||[f™]]] < 1.

Comme x € Im(f —1I), il existe bieny € E tel que x = f(y) —y.
Comme de plus x € Ker(f —1I), alors f(x) = x, donc

VkeN* x=fx)=f(fly) —y) = " (y) — (y).

On en déduit que
n—1
VneNt, nox=) N (y)—fHy)=f(y) -y
k=0

et donc que

Vne N x:%~(f“(y)—y).

On en déduit en particulier que

[ @)+ 1wl _ 20yl

VneN x| <
n n

Cette propriété étant vraie pour tout entier n > 1, on en déduit par passage a
la limite que x = Og.
@ Nous venons de montrer que les deux sous-espaces vectoriels

Ker(f—1I) et Im(f—1I)

sont en somme directe. Comme E est un espace vectoriel de dimension finie et
que f est un endomorphisme de E, on déduit du théoréeme du rang que

dim E = dim Ker(f —I) + dim Im(f —I)

et donc que
E=Ker(f —I) @ Im(f —1).

Soit x € E. D’aprés la premiére question, il existe deux vecteurs

x1 € Ker(f —1) et x2 € Im(f—1)



tels que x = x7 +x2. Ona donc f(x1) = x; etil existe un vecteur y, € E tel que
x2 = f(y2) —y2. On vérifie par récurrence que

VkeN, ffx)=x5+x2) =x1 4+ (yy) — *(y2).

Par conséquent,

. 1
Vpe N, Vp(x) =X1 +P? . (fp“(yz)*yz).

On en déduit que, pour tout p € N*,

1
[[vp (x) = x| = ]mepH (y2) — 2|
1

< m(”fpﬂ (UZ)H + HUZH)
<yl
~ _p+] y 2

Par conséquent,
lim v, (x) =x3
p—+oo
ol x1 est le projeté de x sur Ker(f — I) parallelement a Im(f —I).
# Ce qui préceéde est vraie pour n'importe quel espace vectoriel normé de dimen-
sion finie, que la norme soit associée a un produit scalaire ou pas...

Complément

@ On a utilisé (deux fois!) plus haut que, pour tout vecteur x, € Im(f—1I),il
existait un vecteur y, € E tel que x, = f(y,) —y,. Bien entendu, un tel vecteur
Y, n’est pas unique!

fly2) —y2 = f(y3) —y; & y; —y2 € Ker(f-1)

Comme E est un espace euclidien,

1
E =Ker(f —1) & [Ker(f — )]+

et la projection orthogonale 7, sur [Ker(f —I)]* est bien définie.
Siy, € E vérifie f(y2) — y2 = x2, alors on pose y} = m2(y2) et on a donc

Y2 =Ys + [y2 —y3
——
eKer(f—1I)

ce qui prouve que f(y}) —y} = x,. Il existe donc un vecteur y} € [Ker(f—1)]+
tel que x, = f(y5) —y3.

# Apres avoir analysé la situation, nous passons a la synthese.

@ Considérons I'application linéaire
¢ : [Ker(f—I)]* — Im(f—1)

définie par

Vy € [Ker(f =D+, o(y) =fly) —v.
D’apres I’analyse qui précede, cette application linéaire est surjective. De plus,
cette application est injective :

yeKero & ye [Ker(f—D)]* nKer(f —1) = {Og}.

L’application ¢ est donc un isomorphisme de [Ker(f — I)]* sur Im(f —I).

@ Comme [Ker(f—1I)]* est un espace vectoriel de dimension finie, sa sphére
unité S est compacte (elle est fermée et bornée) et ’application linéaire ¢ est
continue. L'application numérique ||¢|| est donc bornée et atteint ses bornes
sur S.

Comme l'application linéaire ¢ est injective et que le vecteur nul n’ap-
partient pas a S, 'application ¢ ne s’annule pas sur S et I'application ||@|| ne
prend que des valeurs strictement positives sur S.



I1 existe donc deux réels strictement positifs « et 3 et deux vecteurs uni-
taires ym et ym de [Ker(f — )]+ tels que

Vyes, 0<a=|olyn)]<|e@)]<||eym)]=p.

# Les valeurs o et 3 sont respectivement le minimum et le maximum atteint par
I'application
loll : Ker(f—DI* = R

sur la sphere unité de [Ker(f — D+,
On en déduit (par linéarité de ¢ et homogénéité de la norme) que

Vy € [Ker(f =D, aflyll < [|o)|| < Byl

et donc (puisque @ est un isomorphisme) que
1 1 1
Vx € Im(f—1), EHX” < H(p (X)H < &HXH

a Notons 7, la projection sur Ker(f —I) parallelement a Im(f — I). On sait
que I —mest la projection sur Im(f—I) parallelement a Ker(f—I) et, comme E est
un espace vectoriel de dimension finie, on sait que ces deux endomorphismes
de E sont des applications linéaires continues.

On a démontré dans I'exercice que la suite d’applications linéaires (vn ) new
convergeait simplement sur E vers la projection 7.
@ On a démontré plus haut que

vp () = 7lx) + =g (P =D (07" o ([-m)(x)

pour tout x € E. On a donc

Vp =7I+L~(fp+1 —DNoe 'o(I—n)

p+1
et par conséquent
1 1 —1
VpeN, Hlvp—7rlll<1ﬁ~lllfp+ — Il fll@™ "X =]
1
< —— - (P + |11 1=
— CHFEP T+ 1) oI el
2 1
< — - = Il=dll.
p+1 «
Cela prouve que
lim [[v, —7ll| =0
p—+oo

ou, autrement dit, que la suite d’applications linéaires (vn)nen converge uni-
formément sur la spheére unité de E vers la projection 7.




