RMS 134 [1513]

On pose

/2
F(x) = J sin* t dt.
0

Démontrer que F est de classe € sur 1—1,+o0l.

2 | Démontrer que
q

YxeR,, Fxi2) =]

x+2

F(x)

et calculer (n + 1)F(n)F(n + 1) pour tout n € N.
En déduire un équivalent de F(x) lorsque x tend vers +oo.

Pour x € QO =]—1,+o0lett € I =]0,72], on pose

@(t,x) =sin™ t = exp(x {nsint).

@ (Régularité)
Pour tout t € I, il est clair que [x — @(t,x)] est de classe € sur Q (voir
I’expression exponentielle de ¢) et
k
vk e N* a—(p(t,x) = (tnsint)*@(x, t).
oxk
w  (Intégrabilité pour k = 0)
Pour tout x € Q, la fonction [t — @(t,x)] est continue sur 'intervalle I.
Pour x > 0, cette fonction tend vers 0 au voisinage de 0, donc elle est
prolongeable en une fonction continue sur le segment [0, 1] et donc intégrable
sur I.
Pour x = 1, cette fonction tend vers 1 au voisinage de 0 donc (méme
raisonnement) elle est intégrable sur I.
Pour —1 <x <0,

sin* t sinty\x
t,x) = -tX=(7> o~
(P( ’ ) tx t t—0

donc la fonction [t — @(t, x)] est bien intégrable au voisinage de t = 0 et donc
intégrable sur I.
@ (Intégrabilité pour k > 1)

% On doit savoir que {nsint ~ {nt lorsque t tend vers 0.

Pour tout x > —1 et tout k € IN¥,
“o
W(t,x) . (bnsint)® - t¥ ~ fn*t-t¥
et donc, pour tout -1 <y < x,
ko

Aok (t) X)

axk O(ty))

t—0

ce qui prouve l'intégrabilité sur 1.
@ (Domination)
Pour t € I, le facteur {nsint est strictement négatif, donc la fonction
[x — @(t,x)] est décroissante et positive. Par conséquent,

Va>-—1,Vxe€la,+ool, Vtel ‘(p(t,x)’ < ot a)

et, pour tout entier k > 1,

ak
Va>-—1,Vxe€la,+ool, Vel ‘%(t,x)‘ < |nsint/® - @(t, a).



On a trouvé un majorant indépendant du parametre x et intégrable sur 1.

# Le majorant trouvé dépend du parametre k, mais c’est sans importance.

On peut donc appliquer le Théoréme de dérivation sous le signe | : quel
que soit a > —1, la fonction F est de classe ¢ sur [a, +oo[ et

1ak(p
VkeNﬂVx}a,F“szj—&fmﬂdt
0

On en déduit que F est de classe € sur

Q= LJ [af+00[

a>—1

et que
L

VkeN* Vx>—1, F®(x) :J (Insint)* sin* t dt.
0

Soitx > 0.Onadoncx+2 > 2 > 0et, comme x et x + 2 sont positifs, on
peut intégrer par parties et

F(x+2) = J sin* t.sin” t dt
I

= J sin* t.(1 — cos? t) dt
I

= F(x) —J sin* t.cost x cost dt
I

sin* 1t /2 sin**' t ,
= F(x) — [ S X cost}o —&—L o x (—sint) dt
1
= F(X) — mF(X + 2),
ce qui nous donne bien
x+1
VxeRy, Flx+2)= X_|_2F(x).
@ En particulier,
n+1
VneN, Mm+2)Fm+1)Fn+2)=Mnm+2)F(n+ 1)mF(n)

=M+ 1FM)Fn+1)
ce qui prouve que la suite de terme général
M+1DFM)F(n+1)

est constante. Elle est donc égale a son premier terme :

VneN,(n+UHMHn+U:HMHU:§.
Comme 0 <sint < 1 pourtoutt € I,ona
YynelN,Vtel, 0<sin™ "t <sin™t

donc la suite de terme général F(n) est décroissante et positive. On en déduit
d’une part que

m+nﬂm2>m+nﬂmmn+n:§

et d’autre part que
nF(n)? < nF(n—1)F(n) =

N

Comme F(n) > 0, on en déduit que

7T 7T
> — <K < —
nzlosma ST sy



et donc que

F) eV on

# [l reste a passer de la variable entiere n a la variable réelle x. 1l suffit essentielle-
ment de savoir que
x—1< [x] <x<[x] <x+1,

ce qui donne en particulier

X X X
et <— <1

1< < < = <
x+1 7 [x]

x| = x—1

pour tout x > 1.

@ La fonction F est décroissante et positive (méme justification que pour la
suite de terme général F(n), cf ci-dessus), donc

VxeRy, F([x]) < F(x) < F(|x)).

D’apres ce qui précede,

ELE \/E@FW Pl

par produit et composition de limites. De méme,

\/gF([xU — 1
7T xX—+00

et nous pouvons maintenant conclure :

7T
F) oV 2



