RMS 134 [1516]

Pour tout n € N, on pose

/2
U, = (—1)“J cos™ x dx.
0

Justifier la convergence de la série )i, et calculer sa somme.

@ Pour tout n € N, la fonction [x — cos™ x| est continue sur le segment
[0, /2], donc l'intégrale est bien définie.
Comme 0 < cosx < 1 pour tout x € 10, 7>],

Vx€]0,7%], lim cos™x =0 (1)
n—-+oo
et
VneN,Vxelo,7], 0<cos™!x<cos™x <1 )
donc, en intégrant (2),
/2

vVneN, OSJ

cos™t T x dx < JO”/Z cos™ x dx
0

et, par convergence dominée [(1) et (2)],

lim |u,|=0.
n—-+oo

On peut donc appliquer le Critere spécial des séries alternées et en conclure
que la série alternée ) u, est convergente.

& L'étude classique des intégrales de Wallis montre que

7t

u _
| n| n—»eroo Zn

et donc que la série 3w n'est pas absolument convergente (par comparaison a une
série de Riemann).

Pour tout entier n € N, on pose

(—1)* cos* x.

M=

Vxel0,7], fn(x)=

k=0

Chaque fonction f,, est continue sur le segment [0, 77| et par conséquent inté-
grable.
Pour x € 10, 7], on reconnait une série géométrique :

1 — (—cosx)™*!
folx) = —COSX)T
n(x) 1+ cosx

ce qui justifie la convergence simple vers une fonction continue :

T 1
< = i - _
VOo<x< 2’ ngrfmfn(x) 14 cosx

mais aussi que la convergence est dominée :

n+1
1+ cos X < 2

anIN,VO<X< B .
1+ cosx 1+ cosx

) ’fn(x)| <

A

# Le majorant trouvé est indépendant du parametre n et intégrable sur 0, 7/]
(puiqu’il admet un prolongement continu sur le segment [0, 7/]).

On peut remarquer que la domination est vraie sur le segment [0, /2] puisque

fn(0) = 1 0u 0 selon la parité de n, mais pas la convergence simple : la suite de terme



général £,,(0) est divergente. C'est sans importance pour appliquer le Théoreme de
convergence dominée.

On en déduit que

/2 /2
lim J f(x) dx = J dx

n—+oo Jo o 1+cosx’

Par linéarité de l'intégrale,

7T/2 n
VneN, J fu(t)dt =)
0 k=0

donc on a démontré que

+o0o /2 dX
Uy = _.
Z K J 1+ cosx

@ [l reste a calculer l'intégrale. On pose pour cela

X
t:tani,
ce qui nous donne
1—t2 ¢ d 2dt
COSX = —— € X=-——-.
1+t2 1+1t2

Apres simplifications, il ne reste que

7T/2 1
J &ZJ' dt=1.
0 1+COSX 0

Donc



