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Soit n € IN*. Caractériser et dénombrer les éléments inversibles de 7./2™ 7.
Soient x € Z, un entier relatif impair, et n € N*. Donner deux algorithmes de calcul de I'inverse de
x modulo 2™ : §

— en utilisant la suite de terme général x?" dans Z/2"7;

— en résolvant successivement I'équation yyx =1 (mod 2K) pour 1 <k < n.

La classe de l'entier x est inversible modulo N = 2" si, et seulement si, x est premier a N,
c’est-a-dire si x est premier a 2 (car 2 est le seul diviseur premier de 2™), autrement dit si x est impair.
Par conséquent, x € Z/2"7Z est inversible si, et seulement si, il existe un entier 0 < k < 27T el
que
x=%(2k+1)
et le cardinal de (Z/2"Z)* est donc égal & 2"~ (= le nombre d’entiers impairs compris entre 0 et
2 —1).

# On retrouve ainsi une valeur de la fonction indicatrice d’Euler.
L'ensemble (Z/2"7)* est un groupe multiplicatif d’ordre 2"~ et par conséquent

Vx e (Z/2°7), ¥ =¢(1)

(puisque l'ordre d"un élément divise 1’ordre du groupe).

Cela signifie que l'ordre de x est un diviseur de 2™~ et donc que c’est un entier de la forme 2*.

Plus précisément, I'ordre de x est le plus petit entier £ > 1 tel que x* = €'(1), donc c’est le plus
petit entier de la forme 2* tel que x2° = %/(1).

On va donc calculer successivement les entiers 2% et les résidus py = x2° (mod 2™) jusqu’a ce
qu’on trouve px =1 (mod 2™).

def ordre(x, N):

Calcule |'ordre de x modulo N=2"n
nun
p, k, o=x, 0, 1
while (p!=1):
p = (p*xp)%N
k += 1
0 *= 2
return o

En calculant ainsi ’ordre de x, on aboutit a
T ex=x" =€)
ce qui prouve que l'inverse de x est égal a (somme géométrique)

k_ 2, ... k—1 k—1
X251 24228 T o 2o e 2K

En modifiant légerement l'algorithme précédent, on peut ainsi calculer l'inverse de x.

def inverse(x, N):
nnn

Calcule |"inverse de x modulo N=2"n
nun
puissance, inverse = x, 1
while (puissance!=1):
inverse = (inversexpuissance)%N
puissance = (puissancexpuissance)%N
return inverse
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Variante — Pour calculer 'inverse de x € (Z/2"7)*, on va résoudre I'équation
XYyn =1 (mod 2™)
en résolvant successivement les équations
Y1i<k<n, xyx=2 (mod 2¥).

@ On a vu que x, étant inversible modulo 2™, est la classe d"un entier impair. Par conséquent, x est
aussi inversible modulo 2* pour tout k € N* et chacune de ces équations admet une solution (et une
seule modulo 2%).

a Comme I'élément étudié x est (la classe d’)un entier impair, on a

x=1 (mod 2)

et par conséquent yo = 1 convient.
Supposons avoir trouvé un entier 0 < yx < 2* tel que

xyr =1 (mod 2%).

On cherche maintenant un entier 0 < yy1 < 28" tel que xyix+1 =1 (mod 25") : pour un tel entier
qx+1, il existe un entier qx1 tel que

XYt = 1+ Q1257 =1+ (2qp41)2"

donc
Y1 =1 (mod 2¥)

et par différence
X(Yrp1 —yx) =0 (mod 2%).

On a vu que x était inversible modulo 2% donc

Yk+1 =Yk (mod zk)

et comme 0 < yx < 2¥ et 0 < yry1 < 271, on en déduit qu’il n’y a que deux possibilités : ou bien
Yk+1 = Yk, ou bien Yy 1 = yx + 2¥. Il ne reste qu’a savoir choisir entre ces deux possibilités.

A chaque itération, on calcule my = 251 et pr = 2%, Six.yx # 1 (mod my), alors on sait que
X.(yx +px) =1 (mod my) et on pose alors Yyx+1 = Yk + Pk.

L’itération cesse lorsque my = N, c’est-a-dire pour k41 = n, et la valeur retournée est bien égale
a Yn, soit I'inverse de x modulo 2™ = N.

def inverse(x, N):
nnn

Calcule |'inverse de x modulo N=2"n
non
y, puissance =1, 2
while (puissance<N):

module = 2xpuissance

if ((xxy)%module != 1):

y += puissance

puissance = module

print(y)
return y

# Cet algorithme revient a décomposer 'inverse de x en base 2 (puisqu’on le décompose en une somme de
puissances de 2).
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Soit @, un isomorphisme du groupe G sur le groupe H. Démontrer que x est un générateur de G si,
et seulement si, @(x) est un générateur de H.

Démontrer qu'un sous-groupe d’un groupe monogene est lui-méme monogene.
Si x est un générateur de G, alors
G = {x* ke Z}.
Comme ¢ est un morphisme, alors
0.(G) = {o(x"), ke z} = {lp(x)]*, k € Z}
et comme @ est surjectif, alors
H=0.(G) = {lp(x)]*, k € Z}.

Donc H est engendré par ¢(x).
@ Réciproquement, si H est engendré par ¢(x), alors

H={lo(x)N* kez} - - {e(x"), k € Z}.

=
Soit g € G. Alors h = @(g) € H et la description précédente de H nous assure qu’il existe un
entier k € Z tel que

Comme ¢ : G — H est injectif, alors

ce qui prouve que

G C {x* kez}
et donc que x engendre G (I'inclusion réciproque est évidente puisque G est un groupe multiplicatif qui
contient x).

# Clest du cours!

On considére un groupe monogene :
G =(a)={d", ke 1z}

et un sous-groupe H C G.

L'application ¢ : Z — G définie par

VkeZ, ¢k)=a"
est un morphisme de groupes. L'image réciproque du sous-groupe H par ¢ :
I={keZ: ¢k)eH}={keZ: a*cH}
est donc un sous-groupe de (Z, +). On sait donc qu’il existe un entier ng € N tel que
I =noZ.
Comme ¢ : Z — G est surjectif, alors
VheH, Ikel, ¢k =d“=h.

» Sing =0, alors I = {0} et H ={1g}: dans ce cas (inintéressant au possible...), il est clair que H est

monogene, engendré par 1.
» Sing > 1, alors

H={aP™, peZ}= {(ano)p’ pe Z} = (a™)
et H est monogene.

2 ['ai pris le parti d’une démonstration abstraite (on n’a pas souvent I'occasion d’utiliser le théoréme sur
I'image réciproque d'un sous-groupe par un morphisme) en supposant connue la structure générale des sous-
groupes de (Z,+).

On aurait pu démontrer le théoreme de maniere plus terre a terre en imitant I'étude des sous-groupes de
(Zy+) — et donc sans supposer connue leur structure générale. L'étude des sous-groupes de (7,+) mérite
d’étre connue.
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| Soient n € N* ety € Gy, un cycle. Ecrirey comme un produit de transpositions.

# Une chose est de savoir comment le groupe symétrique S, est engendré (par les transpositions, par les
cycles...), autre chose est de savoir expliciter une factorisation d’une permutation o!

Soit 0 € G,.
@ Si o(n) =mn, alors on pose 07 = 0. Sinon, on considere la transposition
= (n on))
et on pose
01 =TpnoO0.

Dans les deux cas, on observe que
o1(n)=n.

@[] ne reste plus qu’a continuer le processus, en augmentant a chaque étape le nombre de points
fixés par la permutation.
a (HR) En supposant connue une permutation oy telle que

Vyn—k+1<ig<n, ox(i) =i,

— ou bien oy (n—k) = n—Xk, c’est-a-dire que oy fixe k4 1 points (tous les entiers compris entre
n et (n — k) inclus) et on pose directement oy 1 = ox;

— oubien ok (n — k) #n —k, donc o (n — k) < n —k (HR et injectivité de oy) et on pose alors
Ok+1 = Tn—k © Ok OU T est la transposition définie par :

Tk = (N—k ox(n—Xk).
Dans les deux cas, on dispose d'une permutation oy qui fixe (k + 1) points :
Vyn—(k+1)+1<i<n, ok 1(i) =1

a Le processus s’arréte avec la permutation 0,7 qui fixe (n — 1) points : les entiers 2, ..., n et qui
fixe par conséquent aussi 1 (puisque 1 < on—1(1) < 2).
En notant 7;,, ..., Ti,, les transpositions introduites dans ce processus (avec 0 < v < n), on a
donc
On_1=Id= (1, 0:--011,) 00

c’est-a-dire
0_71 =Ty, 0--- 0Ty,

et par conséquent
1 —1
O=T; 0--0T
:Ti] o...of'tir
puisqu’une transposition est son propre inverse (élément d’ordre deux).

# L'exercice [130—470] montre que toutes les transpositions de &, sont conjuguées. En particulier, pour
quels que soient les entiers i # j, les transpositions

i j) e (1)
sont conjuguées. En suivant au plus pres les explications du [130-470], on constate que
Vi#j, (1'. j)=(1 i)o(1 j)o(] i),

ce qui prouve que le groupe symétrique est aussi engendré par les transpositions de la forme (1 1).

# On rappelle la méthode pour factoriser en produit de cycles de supports deux a deux disjoints.
Les supports des différents cycles sont les orbites de la permutation o : chaque entier 1 < k < nappartient
a une, et a une seule, orbite sous I'action de o et la restriction de o a chacune de ces orbites est un cycle.
On commence par identifier 'orbite de 1, ce qui définit un premier cycle. On continue en identifier I'orbite
du plus petit entier qui n’appartient pas a I’orbite de 1, ce qui définit un second cycle. Etc.
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|| Soit n € N*. Déterminer les morphismes de (S, o) dans (C*, x).

# On connait un morphisme trivial de (Sy, o) dans (C*, x) : l'identité | Et aussi un morphisme beaucoup
moins trivial : la signature. Nous allons démontrer qu’il n’en existe pas d’autre.

On considere un morphisme de groupes
@ : (6n,0) = (€7 x).

@ Soit T, une transposition (ou 2-cycle). Comme T2 = Id et que ¢ est un morphisme de groupes,

on a donc 5

[@(T)]” = e(d) =1
et donc (1) = +1.
@ Nous allons maintenant vérifier que la valeur de ¢(7) est la méme pour toutes les transpositions.

Considérons quatre entiers i # j et k # £ compris entre 1 et nn et les transpositions
=0 j) e m=(k 0.
Comme i # j et k # {, il existe une permutation o € &,, telle que
ok)=1 et o)=j

et nous allons vérifier que

"E2=0“71 0Ty 0O0.

# La transformation

Tl—>0‘71oTo(Y

est la conjugaison par o et est I'analogue exact de la relation de similitude sur les matrices carrées

M = P~TMP.

1

11 est en particulier intéressant de comparer les points fixes par T et les points fixes par 6~ o To 0 — de méme

qu'il est intéressant de relier les vecteurs propres de M aux vecteurs propres de P~ MP.

Tout d’abord,
PN RN R SR
AR T N S
et d’autre part, pour tout x ¢ {k, £}, comme o est injective,
x = o(x) £ {i,j}
puis
T7 0 0(x) = o(x)
car o(x) ¢ {i,j} et donc finalement

o 'omoo(x)=0"

1

Too(x) =x.

Tout cela montre bien que 1, =0~ ' o1y 0 0.
@ Revenons au morphisme ¢ : puisque c’est un morphisme,

o(r2) = [p(0)] " x @(m) x [o(0)] = o(r1).
Ainsi, il n'y a que deux possibilités :
— ou bien ¢ (1) = 1 pour toute transposition T;
— ou bien ¢(t) = —1 pour toute transposition T.
@ Or le groupe symétrique &, est engendré par les transpositions : pour toute permutation o €
G, il existe un certain nombre p de transpositions Ty, ..., T, telles que

0=Tpo0---0Ty.

Comme ¢ est un morphisme, on en déduit que

P
e(0) =] elno).
k=1
Par conséquent,
— si @(T) = 1 pour toute transposition T, alors ¢ =1d;
— si @ (1) = —1 pour toute transposition T, alors ¢ est la signature.
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|| Soit G, un sous-groupe fini de GL, (C) tel que G N SL,(C) = {1,}. Démontrer que G est cyclique.

L’application det : GL,(C) — C* est un morphisme de groupes (multiplicatifs) et son noyau est, par
définition, le sous-groupe SL,(C) :

SL, (C) = {M € GL2(C) : detM = 1}
@ Par conséquent, I'image par det du sous-groupe fini G :
D = {detg, g€ G}

est un sous-groupe fini de (C*, x).
Comme G NSL,(C) = {I,}, la restriction du morphisme det a G est injective :

detg =1
{ geG & ge GNSL,(C)

donc #(D) = #(G).
@ Soitn € N*, I'ordre de G (et donc celui de D). Comme 'ordre d’un élément divise 1'ordre du

groupe,
Yge G, (detg)"=1

ce qui prouve que det g est une racine n-iéme de l'unité.
On a donc
D cUn et  #D)=#U,)=n

ce qui prouve que D = TU,,.
@ En particulier, il existe gg € G tel que
detgo = (n = 2™/
et par conséquent
U, = {det(g§), 0 <k <n}.

On a justifié que le morphisme det : G — D = U, était injectif et comme il est surjectif par
construction, on en déduit que
G ={g5,0 < k <n}=(go).

# On aurait pu conclure plus vite : ayant établi que det était un isomorphisme de groupes de (G, x) sur
(Un, %), on savait que G était cyclique (tout groupe isomorphe a un groupe cyclique est lui-méme cyclique).
On aurait également pu invoquer le premier résultat du [468] : comme det est un isomorphisme de G sur
Un, alors go est un générateur de G si, et seulement si, det go est un générateur de Un,.
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Calcul de la somme
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Soit B, un espace vectoriel réel de dimension finie. On considere deux endomorphismes f et g de E, en
supposant que f est inversible et que le rang de g est égal a 1. Démontrer que f + g est inversible si, et
seulement si, tr(go f~1) # —1.

Comme f est inversible,
f+g=Ffo(l+gof )

et comme GL(E) est un groupe pour o, on en déduit que (f + g) est inversible si, et seulement si,
(I4-g o f~1) est inversible.
@ Or
(T4gof ) =(gof )= (1) 1

donc (f + g) est inversible si, et seulement si, (—1) n’est pas une valeur propre de (g o f~').

. Comme le rang de g est égal a 1 et que f~! est inversible, le rang de g o f~! est aussi égal a 1. Par
conséquent, gof~! admet 0 comme valeur propre de multiplicité au moins égale a (n—1) (Théoreme
du rang) et la valeur propre restante est donc égale a tr(g o f~') (= la somme des valeurs propres
comptées avec multiplicité).

Ainsi (f + g) est inversible si, et seulement si, tr(g o f~1) # —1.
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Soient n € IN* et IK, un corps. On considére une application non constante
f:Ma(K)— K

telle que
vV A,B € M, (K), f(AB) = f(A).f(B).

Démontrer que M € I, (KK) est inversible si, et seulement si, f(M) # 0.

# L'application f vérifie une propriété de type morphisme de groupes mais ce n’est pas un morphisme de
groupes ! L'ensemble de départ : I, (K) est un groupe additif, certes | mais ce n’est pas un groupe multiplica-

t.

L'idée générale pour résoudre un tel exercice consiste i choisir les matrices A et B de maniere variée pour
exploiter au mieux les propriétés de My (K).

# AvecA =1,,0na
VB eMm,(K), f(B)="F(L,)f(B).

Comme f n’est pas constante, il existe au moins une matrice B telle que f(B) # 0, donc
f(In) = 1.
« Sila matrice M est inversible, alors
fIMFM™) = f(MM ™) = £(I,) = 1,
ce qui prouve d'une part que f(M) # 0 et d’autre part que
VM e GL,(K), fM")=[fM)] "

@ Avec A =0,,0na
VB e My (K), f(0n)f(B)="(0n).

Comme la fonction f n’est pas constante, il existe au moins une matrice B telle que f(B) # 1 = f(I,.),
donc
f(0n,) = 0.

@ Considérons la matrice de rang r de référence :
Jr = Diag(lh On—r) € M, (K).
1l s’agit d"un projecteur : J2 = J, donc
[F(J:)1% = £(r)

et par conséquent
V1<T‘§ﬂ., f(JT):O ou f(]r):]

@ Toute matrice M, de rang r est équivalente a cette matrice J, : il existe deux matrices inversibles
P et Q telles que
Jr = Qi1 M. P

et par conséquent (f(P) # 0 et f(Q) # 0 car P et Q sont inversibles)

f(J,) = ff((g)) FM,).

Cela prouve que f(J,) = 0 si, et seulement si, f(M,) = 0 pour foute matrice M, de rang r.
@ On sait donc que f(J,) = f(I,) = 1 et que

Y1<k<n, f(J,)e{0;1}.

Considérons donc
p=min{I <r<n: f(J,) =1}
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(Il s’agit d'une partie non vide de N — elle contient au moins r = n — donc I’existence du minimum
est donc assurée.)
Par définition, f(J,) = 1 et, comme la matrice

Ji, = Diag(0n—p, Io)
est aussi une matrice de rang p, alors f(J,) # 0. On en déduit que
f(JoJ4) = FJo)E(J4) # 0.

Or le rang de la matrice
]P]é = Diag(oﬂ—pv Lp—n, On—p)

estégal a 2p —netsip < mn,alors
2p—m=p—(n—p)<p.
Par définition de p, on a f(M,) = 0 pour toute matrice M, de rang r < p et donc en particulier
f(JoJp) = 0.
II faut donc que p = n, ce qui signifie que
Vi<r<n, f(J;) =0

et par conséquent que
f(M) =0

pour toute matrice non inversible M.
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|| Quelles sont les matrices de My, (C) qui sont égales a leur comatrice?

Je note Com(A), la comatrice de A € M, (R).
» On sait que, quelle que soit la matrice A € M, (R),

Com(A)T.A = (detA).IL,.
Par conséquent, si Com(A) = A, alors

AT.A=Com(A)T.A = (detA).L,.

M

# Pour bien comprendre la suite, il vaut mieux remarquer que AT.A est une matrice symétrique réelle,

qu’elle est positive au sens oil
VXeEM(R), X".AT.AX>0

puisque XT.AT.AX = ||AX]*.
De plus, Ker AT.A = Ker A :
— siAX=0,alors AT AX=AT.0=0;
— réciproquement, si AT.AX =0, alors

|AX[|* =XT.AT.AX =0

et donc AX = 0 (puisqu’une norme sépare les points).

> Sila matrice A n’est pas inversible, alors (1) devient :
ATA=0n.
Par conséquent, pour toute matrice colonne X € M, 1 (R),
JAX[? = (AX)T.(AX) =XT.AT.AX =0

donc
vXeM1(R), AX=0

et A est donc la matrice nulle.
a Réciproquement : si A = Oy, alors Com(A) =0, = A.
> Sila matrice A est inversible, alors

AT.A = (detA).IL,.

@

Pour tout vecteur colonne X non nul, la colonne AX est aussi différente de la colonne nulle (puisque

A est inversible), donc
0 < |AX]* = XT.(AT.A)X = (detA).|[X|*

donc
detA > 0.
En posant
o =VdetA >0,
on obtient alors
1\ /1
—A —Al =1
o o
et donc que
1
———=A € Ox(R).
VvdetA (R)
En particulier, il faut donc que
detA .
(detA)n/2

# Si A € My (R), alors det(AA) = A™ det A.

®)

)

©)

Pour n = 2, la propriété (5) n’apporte aucune contrainte particuliére, mais pour n > 3, il faut

que det A =1 et on déduit alors de (2) que A € SO, (R).
. Réciproquement :
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— sin = 2, alors toute matrice de la forme

ol « > 0 et R € SO, (IR) vérifie bien

1
A’1:E~RT et detA = o?detR = «?

(puisque det R = T) et par conséquent

.
Com(A) = [detA. A~ "]T = ocz.(;RT> = aR=A.

— Sin > 3, alors toute matrice A € SO,,(IR) vérifie
Com(A) = [detA. AT =1.(AT)T = A.

Conclusion générale.
Les matrices A € M, (R) égales a leur comatrice sont
— la matrice nulle;
— les matrices de rotation
— et aussi, mais seulement pour n = 2, les matrices de la forme

« cos® —sinB
sin® cosO

ot >0et—mt< O
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|| Soient A et B, deux matrices de M, (R) telles que (AB)™ = 0,,. Démontrer que (BA)™ = On.

Si (AB)™ =0, alors
(BA)"*! =B(AB)"A =0

donc BA est nilpotente.
Or l'indice de nilpotence d’une matrice N € 9i,, (IK) est inférieur a n, donc (BA)™ = 0.

#y La majoration de 'indice de nilpotence doit étre connue!

On peut en donner diverses justifications plus ou moins savantes.

@ En considérant une matrice nilpotente N € 9, (IK) comme une matrice complexe, on sait qu’une telle
matrice est trigonalisable et que son unique valeur propre est nulle.

La matrice N est donc semblable a une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont nuls.
Par conséquent, la matrice N* est semblable @ une matrice triangulaire dont les coefficients t; j sont nuls
pour j < i+ k (dessiner la matrice!) et en particulier N™ est la matrice nulle.

@ Variante : Le polynome minimal est de la forme X et il divise le polynome caractéristique (Théoréme
de Cayley-Hamilton). Or le degré du polyndme caractéristique est égal a n, donc d < m et par conséquent
N™ =0.

@ Autre variante : cf exercice 130-1194.
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Soient E, un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K et f, un endomorphisme de E tel que 2 soit
un projecteur.

Démontrer que f est trigonalisable.
Démontrer que f est diagonalisable si, et seulement si, rg(f) = rg(f?).

Par hypothese, f* = f2, donc
X' —xX2=X*(X=1)(X+1)

est un polyndme annulateur de f.

Comme I’endomorphisme f admet un polyndéme annulateur scindé, il est trigonalisable.
On sait que X?(X—1)(X + 1) est un polyndme annulateur, produit de trois facteurs deux a deux
premiers entre eux. D’apres le théoreme de décomposition des noyaux,

E = Ker 2 @ Ker(f — Id) @ Ker(f + 1d). (6)

» Pour tout endomorphisme f, on sait que Ker f C Ker 2.
Sirgf = rg f2, alors dim Ker f = dim Ker f? (Théoréme du rang) et par conséquent Ker f = Ker {2
(inclusion et égalité des dimensions).
On en déduit que
E = Ker f @ Ker(f —1d) ® Ker(f +1d)

et donc que f est diagonalisable.

» Supposons que f soit diagonalisable. Le polyndme minimal de f est alors scindé a racines simples
et il divise X?(X — 1)(X + 1), donc il divise aussi X(X — 1)(X + 1).

Par conséquent, X(X — 1)(X + 1) est annulateur. Comme ce polyndme est le produit de trois fac-
teurs deux a deux premiers entre eux, on peut appliquer le théoréme de décomposition des noyaux
et en déduire que

E = Ker f @ Ker(f —1Id) ® Ker(f +1d). ?)

Comme E est de dimension finie, on en déduit de (6) et de (7) que

dim E = dim Ker f 4+ dim Ker(f — Id) + dim Ker(f + Id)
= dim Ker f? + dim Ker(f — Id) + dim Ker(f + Id)

et donc que dim Ker f = dim Ker f2. D’apres le Théoréme du rang,

rgf = rgfz.

# L'endomorphisme f est diagonalisable si, et seulement si, il admet un polynéme annulateur scindé a ra-
cines simples.
Comme X2(X — 1)(X + 1) est annulateur, on en déduit que f est diagonalisable si, et seulement si, le
polynome
XX=1)(X+T1)

est annulateur de f.
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Déterminer les matrices M € M3 (R) telles que AM = MA.

Déterminer les sous-espaces vectoriels de R> qui sont stables par A.

Bien entendu, les deux sous-espaces {0} et R sont stables par A (quelle que soit la matrice A).
Mais encore?
La matrice A est diagonale par blocs :

. 1 1
A =Diag(B,1) avec B = (_3 _2>

donc il y a une droite et un plan stable évidents :
R-(0,0,1) et [z=0l.

Mais encore?
@ Une droite D = R - u dirigée par le vecteur u # 0 est stable par A si, et seulement si, le vecteur
u est un vecteur propre de A.

Le polyndme caractéristique de B est égal a X?> +X+1, donc le polyndme caractéristique de A est
égala (X —1)(X? + X +1). Comme A admet 1 pour seule valeur propre réelle, la seule droite propre
est la droite R - (0,0, 1). Il n’y a donc pas d’autre droite stable par A que la droite déja trouvée.

@ Dans R3, un plan est en fait un hyperplan, donc représenté par une équation :

P=I[CT.X=0l.
Ce plan est stable par la matrice A si, et seulement si,
VXeR?, CT.X=0= C'.(AX)=0.
Cela signifie que le noyau de la forme linéaire (non nulle, puisque dim P = 2)
X CT.X]
est contenu dans le noyau de la forme linéaire (peut-étre nulle)
(X CT.AX]
et donc qu'il existe x € IR tel que

VvXeR3} CTAX=«-CTX

#o Si les deux formes linéaires sont non nulles, alors leurs noyaux sont de méme dimension (des hyperplans
de R3) et donc égaux. Dans ce cas, le scalaire o est non nul.

Si la forme linéaire [X — CT.A.X] est nulle, le scalaire o est nul.
Le vecteur X étant quelconque, on en déduit que

JaxeR, CTA=a-CT

c’est-a-dire que C est un vecteur propre de A ".
@ Lamatrice AT admet 1 pour seule valeur propre réelle et le sous-espace propre associé est dirigé
par (0,0, 1), donc la matrice A admet un, et un seul, plan stable : il s’agit du plan d’équation

0-x+0-y+1-z=0=[z=0.

En conclusion, il existe exactement quatre sous-espaces stables par A.

Comme les matrices A et M commutent, on sait que tout sous-espace propre de A est stable par
M. Par conséquent, le vecteur (0,0, 1) est un vecteur propre de M donc la matrice M est de la forme

0
M = 0
e f =«
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En comparant

AM = et MA = y
e T % e—3f e—2f «x

on obtient e = f = 0, donc la matrice M est diagonale par blocs :
a b 0
M={[c d 0
0 0 %

avec bien entendu

# Je ne vois pas comment démontrer que M est diagonale par blocs comme A sans poser quelques calculs...

Pour trouver les valeurs possibles des réels a, b, c et d, on peut continuer le calcul matriciel, c’est simple
et assez rapide.

Mais on peut aussi réduire les calculs au strict minimum en remarquant que I"endomorphisme de P induit
par restriction de A est un endomorphisme cyclique (dans une base bien choisie, il est représenté par une
matrice compagnon et, de ce fait, les matrices qui commutent a cet endomorphisme sont les polyndmes en cet
endomorphisme).

@ Prenons un vecteur quelconque dans le plan P = [z = 0] qui est stable par A, par exemple

1
X=10
0
et calculons son image par A :
1
AX=1|-3
0

Ces deux vecteurs sont linéairement indépendants, appartiennent tous deux au plan P (le premier
par choix, le second par stabilité de P) et forment donc une base du plan P.
Comme le plan P est stable par M, le vecteur MX appartient a P et il existe donc deux réels x et
B tels que
MX =o-X+p-AX.

Comme M et A commutent, on en déduit que
M(AX) =A(MX) =a-AX+B-A(AX) = (- I3+ B - A)(AX).

Ainsi, les endomorphismes M et (« - I3 + 3 - A) coincident sur une base du plan P = Vect(X, AX) et
donc sur le plan P.

# Cela revient a conclure que les matrices qui commutent a B sont exactement les polyndmes en B (pour
une matrice de M, (R), la dimension de la sous-algebre R[B] est inférieure i 2 et les polyndmes en B sont en
fait les fonctions affines de B).

a Bref : les matrices M qui commutent a A sont les matrices de la forme
Diag(al; + $B,v)

et forment donc un espace vectoriel de dimension 3 (les trois réels o, 3 et y pouvant étre arbitraire-
ment choisis).
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Soient E, un espace vectoriel complexe de dimension finie (non nulle) et u, v, deux endomorphismes de E.
Démontrer que u et v admettent un vecteur propre commun dans chacun des trois cas suivants.

uov=20
uove C-u
uov € Vect(u,v)

# On considere ici un espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle. Sur un tel espace, un endo-
morphisme admet toujours un polyndéme annulateur scindé (polynéme minimal ou caractéristique par exemple)
et par conséquent, il admet nécessairement au moins un vecteur propre.

Cette remarque est fondamentale, elle sert de nombreuses fois dans cet exercice.

Considérons un vecteur propre xo € E pour 'endomorphisme v : il existe un scalaire u € R tel
que

v(xo) = 1 xo.
On sait alors que

u(v(xe)) =0.

@ Sip # 0, le probleme est réglé! En effet, dans ce cas, le vecteur v(xo) n’est pas nul (ni le scalaire
w, ni le vecteur xo ne sont nuls), donc v(x) est un vecteur propre de u associé a la valeur propre
A =0 et, par linéarité de v,

v(v(x0)) =v(p-x0) = p-v(xo)
donc v(x¢) est aussi un vecteur propre de v associé a la valeur propre p.
a- Fort bien, mais si p = 0? Dans ce cas, v(xo) = 0 n’est pas un vecteur propre!

» Siv est 'endomorphisme nul, alors on considére un vecteur propre x; de u et comme
v(ix1) =0=0-x

ce vecteur x; est bien un vecteur propre de v aussi.

» Supposons que v ne soit pas I’endomorphisme nul. Dans ce cas, Imv est un espace vectoriel com-
plexe de dimension finie non nulle qui est stable par v.

11 existe donc un vecteur propre yo = v(z9) € Imv pour I'endomorphisme de Imv induit par
restriction de v. C’est bien entendu un vecteur propre pour v!

Et comme u(yo) = (uwov)(zo) =0, on en déduit que yo est un vecteur non nul du noyau de u,
c’est donc un vecteur propre de u (associé a la valeur propre 0).

Le vecteur yo est donc un vecteur propre commun a u et a v.

On suppose ici qu’il existe un scalaire a € C tel que
uov=a-u

Autrement dit, par linéarité de u,
uo(v—a-Id) =0.

D’apres la question précédente, les endomorphismes u et v — a Id admettent un vecteur propre com-
mun. Comme les vecteurs propres de v — ald sont aussi des vecteurs propres de v :

(v—ald)(xo) =A-x0 & v(xg) = (A+a)-xo

on en déduit que u et v admettent un vecteur propre commun.
On suppose enfin qu’il existe deux scalaires a et b dans C tels que

uov=a-u+b-v.
Par linéarité de u et de v, on en déduit que

(u—bld)o(v—ald) = abld.
~————— ——

Up Va

On distingue alors trois cas.
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» Si ab # 0, alors les endomorphismes uy, et v, sont inversibles et, a un facteur pres, réciproques
I'un de l'autre. En particulier, ces deux endomorphismes commutent et il en va donc de méme pour
uetv.

Les valeurs propres de uy, (et donc aussi celles de v,) sont différentes de 0. Si x¢ est un vecteur
propre de uy, associé a A, alors x est un vecteur propre de v, associé a ab/y :

Up(x0) =A-x0 = (ab)-xo =va(A-x0) =A-v(xo)
ab
= Valxo) = 5= %o.

Cela prouve (par symétrie) qu'un vecteur xo est un vecteur propre de uy, si, et seulement si, c’est un
vecteur propre de vq.

On en déduit comme plus haut que x¢ est un vecteur propre de u si, et seulement si, xo est un
vecteur propre de v.

Et comme E est un espace vectoriel complexe de dimension finie non nulle, u et v admettent au
moins un vecteur propre en commun.

» Siab =0, on doit distinguer deux sous-cas :
> Sib=0,alorsuov=a-uetonest ramené au cas précédent.

> Sia = 0,alors up, ov = 0 et on est cette fois ramené au premier cas : il existe au moins un
vecteur propre commun a up et a v et comme u et up ont les mémes vecteurs propres, on en déduit
qu’il existe au moins un vecteur propre commun a wetav.
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Soit f, un endomorphisme non identiquement nul de R3 tel que
VxeR, f3(x)+f(x)=0.

Démontrer qu'il existe une base de R> dans laquelle la matrice de f est

00 O

0 0 -1

01 0

Que dire d'un endomorphisme f de R™ tel que f> + f =07

Le polynéme X3 + X = X(X + 1) est un polyndme annulateur. Les facteurs X et X* + 1 sont
premiers entre eux, on peut donc appliquer le Théoreme de décomposition des noyaux :

E = Kerf @ Ker(f*> +1)

et on sait que les deux sous-espaces sont stables par f (en tant que noyaux de polyndémes en f).
@ On notera fy et 3, les endomorphismes de Ker f et Ker(f? +1) respectivement induits par res-
triction de f a ces deux sous-espaces vectoriels.

Par définition, fo est 'endomorphisme nul et f; admet X? + 1 pour polyndme annulateur.

w Si Ker(f? 4 1) = {0}, alors f = wg : c’est impossible par hypothese.

Si dim Ker(f? + 1) = 1, alors Ker(f? + I) serait une droite stable par f et elle serait donc dirigée
par un vecteur propre de f et donc de f5.

Comme le polynome X2 4 1, annulateur de f;, n’a pas de racine réelle, I'endomorphisme f; n’a
pas de valeur propre et il n’existe donc pas de vecteur propre de f, dans le sous-espace Ker(f? +1) :
contradiction!

Par conséquent, dim Ker(f? +1) > 2 et donc

dimKer f = dim E — dimKer(f? + 1) < 1.

@ Comme dim E = 3 est impaire, le degré du polyndme caractéristique de f est impair (égal a 3)
et comme il s’agit d’un polyndme a coefficients réels, on en déduit qu’il admet au moins une racine
réelle (Théoréme des valeurs intermédiaires).

L’endomorphisme f admet donc au moins une valeur propre. On sait que toutes les valeurs
propres de f sont des racines du polyndome annulateur X(X2+ 1), donc la seule valeur propre possible
est 0.

Par conséquent, Sp(f) = {0} et dim Ker f > 1.

@ En conclusion, dim Ker f = 1 et dim Ker(f2 +1) = 2.

» Choisissons un vecteur non nul e; € kerf. Un tel choix est possible puisque dimKer f = 1 et ce
vecteur est un vecteur directeur du sous-espace Ker f.

Choisissons ensuite un vecteur non nul e, € Ker(f? + I). Un tel choix est possible puisque
dim Ker(f? +1) = 2. On a déja démontré que ce vecteur e, n’était pas un vecteur propre de f, donc le
vecteur f(e;) n’est pas colinéaire a e,. Mais comme Ker(f2 + 1) est stable par f, le vecteur ez = f(e2)
appartient encore a Ker(f? +I).

La famille (ez, e3) est donc une famille libre de deux vecteurs dans le plan Ker(f2 +1) : c’est donc
une base de Ker(f2 +1).

Par concaténation de bases, la famille (e, ez, e3) est une base de E.

De plus, f(e1) =0 (car e; € Kerf), f(ez) = e3 (par construction de e3) et

fles) = f*(e2) = —ez

car e; € Ker(f? + 1) et, en restriction a ce sous-espace, l'application linéaire f + I est identiquement
nulle.
La matrice de f relative a une telle base est donc

00 O
0 0 —1
01 0
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En dimension n, on a encore
E = Ker f & Ker(f> +1).
Nous allons démontrer par récurrence (sur la dimension) qu’il existe des plans vectoriels
P1,P2,..., Py
tous stables par f et tels que
Ker(f> +1) = @Pj.
j=1

@w Comme f # wg, le sous-espace F = Ker(f? +1) nest pas réduit au vecteur nul. Le raisonnement
fait au
a montre que F contient alors un plan

P1 = Vect(e, ez).
@ On suppose connue une famille de plans
Py = Vect(er, e2),...,Px = Vect(ezi_1, €2x)
stables par f et tels que
F & é P; CF.
j=1

Si Fy =T, alors la propriété est établie pour r = k et dim F = 2k.
Sinon, on peut choisir un vecteur
eyt € F\ Ty

et ce vecteur est nécessairement différent de Og.
@ Comme F est stable par f, le vecteur

etz = flears1)

appartient encore a F. On a vu plus haut que le sous-espace F ne contenait aucun vecteur propre de
f. Par conséquent, les vecteurs ey 1 et ez 2 = f(ezx41) ne sont pas colinéaires et le sous-espace

P41 = Vect(ezk41, €242)

est un plan contenu dans F.
@ Ce plan Py est stable par f : tout d’abord f(ezx41) = e2x4+2 € Pk41 par construction et

flears2) = f2(e2kr1) = —€2k11 € Py

puisque X? + 1 est un polynéme annulateur de f restreint a F.

a Considérons un vecteur x € Py1 N Fy. Alors f(x) € Pxi1 N Fy (une intersection de sous-espaces
vectoriels stables par f est encore stable par f) et comme il n'y a pas de vecteurs propres dans F (et
donc dans Fy), alors

— ou bien x = Og,

— ou bien (x, f (x)) est une famille libre de deux vecteurs dans le plan Py 1.
Dans le second cas, on aurait une base de Py 1 constituée de vecteurs de Fy et par conséquent Py 4
serait contenu dans Fy, ce qui est faux par hypothese.

Par conséquent, x = Og et on a démontré que Py et Fy étaient en somme directe.

@ Comme F est un sous-espace de dimension finie, il est impossible de trouver une suite infinie de
plans Py tels que

k
Vk>1, PPcF
j=1

Il existe donc un entier v > 1 (car f # w) tel que

b

j=1
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et en particulier dim F = 2r est paire.
a S5i dimE est paire, il est donc possible que dimKerf = 0. C’est le cas en particulier pour les
matrices diagonales par blocs de la forme

Diag(B,B,...,B) avec B:(? _01>

@ Sidim E est impaire, en complétant la famille (eq, ey,...,e2r—1, €2:) avec des vecteurs de Ker f
pour obtenir une base de E, on a démontré que f pouvait étre représenté par la matrice diagonale par
blocs.

Diag(On—2r,B,...,B).
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Soient E, un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2 et u, un endomorphisme de E. On suppose que
les seuls sous-espaces vectoriels stables par w sont {Og } et E. Démontrer que n = 2.

Supposons que u admette une valeur propre (réelle). Dans ce cas, il existerait aussi un vecteur propre
x (non nul...) et la droite R - x serait stable par u.
D’apres 1’énoncé, seuls {0} et E sont stables par u avec dimE > 2.
Par conséquent, le spectre (réel) de u est vide et u n’admet aucun vecteur propre.
@ Considérons le polyndme minimal de u et factorisons-le en produit de polynomes irréductibles

unitaires :
,

P=T]rre
k=1

Les facteurs Py étant des polyndmes irréductibles deux a deux distincts, les facteurs P."* sont deux
a deux premiers entre eux. D’apres le Théoreme de décomposition des noyaux,

T
E= @ Ker P (u).
k=1

Pour tout indice 1 < k < 71, le sous-espace Ker Py (u) est stable par u, distinct de {0} (puisque Py est
un diviseur du polyndme minimal) et

Ker Py (u) C Ker P (u)

puisque my > 1.
@ D’apreés I'hypothése de 1’énoncé,

Vi<k<r, KerPg(u)=E.

Mais comme les sous-espaces vectoriels Ker P,’"* (1) sont en somme directe, on doit en conclure que
T =1etque KerPy(u) =E.

Le polynéme minimal de u est donc irréductible : P = Py.

a Dans R[X], les polyndmes irréductibles sont d"une part les polyndmes de degré 1 et d’autre part
les polynomes de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.

Les racines (réelles) du polyn6me minimal sont les valeurs propres de u et on a constaté pour
commencer que u n’avait pas de valeurs propres. Par conséquent, son polynéme minimal est un
irréductible de degré 2.

: Notons X? + aX+b,le polynéme minimal de u et considérons un vecteur xo # Ok.

Si les vecteurs x et u(xo) étaient colinéaires, alors X serait un vecteur propre de u : il n’en existe

pas, on I’a déja vu! Par conséquent, la famille (xo,u(xo)) est libre et le sous-espace

F = Vect(xo, u(xo))

est un plan.
Comme u? + au + b = we, alors

u(u(xo)) =—b-xo —a-u(xe) € F

et par suite, le plan F est stable par u.
Or on a supposé que E était le seul sous-espace distinct de {0} qui soit stable par u. Donc E = F
est bien un plan vectoriel.
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Soit M € M, (R). Démontrer que M = —MT si, et seulement si,
VXeR™ X' .MX=0.

# On rappelle la supréme astuce des espaces euclidiens : quelle que soit la matrice carrée M, quelles que
soient les matrices colonnes X et Y, le produit X T .M.Y est une matrice symétrique (une seule ligne, une seule
colonne!) et par conséquent

XT.MY=(TX".M.Y)=Y".MT.X.

@ Si la matrice M est antisymétrique, alors
VXM (R), X'.MX = XTMTX=X".(—M)".X =—XT.M.X
(* = astuce supréme) et par conséquent
VX e M 1(R), X .MX=0.

@ Réciproquement, si
VX €M, 1(R), X' .MX=0

alors
VXY e M 1(R), (X+Y)".M.X+Y)=0

et donc, en développant ce double produit matriciel,
0=X"MX+Y MX+X".MY+Y . MY=Y"MX+X".MY
=X"M+M"NY

(* = nouvelle application de l'astuce supréme).
Comme la colonne X est quelconque, on en déduit que

VYEMu1(R), (M+MTY=0
et comme la colonne Y est quelconque elle aussi, on en déduit que

M+MT =0,.
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|| Démontrer que le rang d’une matrice antisymétrique est pair.

On munit R™ de sa structure euclidienne canonique et on va traiter la matrice M comme un endo-
morphisme de R™ : quitte & identifier le vecteur x € R™ a la colonne X qui le représente dans la
base canonique (orthonormée!) de R™, on identifie la colonne MX au vecteur Mx, image de x par

I'endomorphisme de R™ canoniquement associé a la matrice M.

2 (Toutes ces précautions pour légitimer les abus de notation qui vont suivre et qui, en fait, n’abusent
personne.)

@ Soient x € KerM ety € ImM : il existe xg € R™ tel que y = Mxo et comme M est antisymé-
trique,
(ylx) = (Mxo|x) = (Mxo)"x =xg.(-Mx) = — (x]0) =0.

On en déduit que les deux sous-espaces Ker M et Im M sont orthogonaux. D’apres le théoréme du
rang,

1
R™ =KerM @ Im M.

Cette décomposition en somme directe orthogonale est d’autant plus intéressante que les deux sous-
espaces sont stables par M.

@ En concaténant une base orthonormée %, de Ker M et une base orthonormée %4; de Im M,
on obtient donc une base orthonormée % de R™ et en notant Q, la matrice de passage de la base
canonique a la base %, on obtient donc une matrice orthogonale (changement de base orthonormée)
telle que

Oh r O
M/ — 71M — T.M. — n—r n—r,r
Q 'MQ = Q".M.Q (Omr o )

(formule du changement de base et décomposition en somme directe de sous-espaces stables).
@ La matrice M représente, dans la base orthonormée %; de Im M, I'endomorphisme v induit
par restriction de M au sous-espace stable Im M.

Du fait que M est antisymétrique, on déduit que le produit Q ".M.Q est aussi antisymétrique et
par conséquent la matrice M; € 91, (R) est elle aussi une matrice antisymétrique.

Siv(x) = 0, alors x appartient a la fois a Im M (= espace sur lequel v est défini) et a Ker M (un
vecteur du noyau de v est, par définition, un vecteur du noyau de M). Or Ker M et Im M sont en
somme directe, donc x = 0 et par conséquent v est inversible (Théoréeme du rang, appliqué a un
endomorphisme de Im M, espace de dimension finie). La matrice M est donc inversible.

Comme M; € M. (IR) est antisymétrique et inversible, on a donc

0 # detM; = det(M{ ) = det(—M;) = (—1)" det My,

ce qui prouve que 'entier r est pair. Or, par construction, r = dimIm M, donc r =rg M.
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Soient Ay, ..., Ay dans S (R). Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une
matrice A € Sy (R) telle que
v1<ig<p, A;eR[AL

Quelle que soit la matrice A € My, (K), la sous-algebre K[A] est commutative.
Par conséquent, s’il existe une matrice A € S, (R) telle que

v1<i<yp, A; € K[A],
alors les matrices A; commutent deux a deux :
V1 <l,] gp, AiAj :A)'Ai.

a Réciproquement, chaque A; est une matrice symétrique réelle, donc (Théoreme spectral) chaque
matrice A; est diagonalisable :

V1<i<p, IPi € 04(R), P;'A{Pi=D; € Dn(R).

(On note ici Dy, (R) le sous-espace des matrices diagonales réelles.)
Si, de plus, les matrices A; commutent deux a deux, alors les matrices A; sont co-diagonalisables :

3JPeO,(R), V1<i<p, P 'A{P=A eD,.(R).

# Autrement dit, la méme matrice de passage P convient pour toutes les matrices Ay !

Nous allons démontrer cette propriété par récurrence sur le nombre de matrices et, pour des raisons de
commodité, nous allons raisonner sur des endomorphismes symétriques plutét que sur des matrices symé-
trigues réelles.

Le point clé de la démonstration qui suit est le suivant : si deux endomorphismes f et g commutent, alors
tout sous-espace propre de f est stable par g.

INITIALISATION.— Comme f; est un endomorphisme symétrique, il existe une base orthonormée
%1 de E telle que Matg, (f1) soit diagonale (Théoreme spectral).

HYPOTHESE DE RECURRENCE.— On suppose que, pour un certain entier p > 1, pour tout espace
euclidien E, pour toute famille (fy, ..., f,) d’endomorphismes symétriques de E qui commutent deux
a deuy, il existe une base orthonormée %, (E) de E telle que la matrice

Matz, () (fx)

soit diagonale pour tout 1 < k < p.
Ce n’est pas une hypothese de récurrence qui s'improvise...

HEREDITE.— On consideére une famille de (p + 1) endomorphismes symétriques

(f1)--->fp»fp+1)

d’un espace euclidien E et on suppose que ces endomorphismes commutent deux a deux.
@ D’apres le Théoreme spectral, I'endomorphisme f,, ;1 est diagonalisable et ses sous-espaces
propres sont deux a deux orthogonaux :

1

E= & Eh.a

)\Esp[prrl )

Comme f}, | 1 commute a chaque endomorphisme fy, chaque sous-espace propre Eé 41 eststable
par fi et 'endomorphisme de Ei‘, 41 induit par restriction de fy est un endomorphisme symétrique :

YA€ESp(fp1), VI<k<p, freS(EN,).

# Comme Ei‘, 1 est le sous-espace propre de f,, 1 associé a A, il est aussi stable par f,, 1 et 'endomorphisme
de Eg 1 induit par restriction de f, 1 est un endomorphisme symétrique particulierement simple : c’est une
homothétie!

fg 11 =[x A
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Quels que soient 1 < j, k < p, comme fj et fi commutent, alors
VxeE, (fjofi)(x)=(fkofj)(x)
et comme Eg 1 est stable par fj et par fy, alors
Vxe E{;H» (f;‘ ofp)(x) = (fr o f])‘)(x)

@ On peut donc appliquer I'’hypothese de récurrence a I'espace euclidien Eg 41 et aux endomor-

phismes f}, ..., f}. Il existe donc une base orthonormée %, ; de E}, ; telle que la matrice

Matg | (%)

soit diagonale pour tout 1 <k < p.
Comme fé 41 est ’'homothétie de rapport A, on en déduit que la matrice

Matgn  (F541) =2l

est aussi une matrice diagonale.
@ Comme les sous-espaces propres Eg 41 sont deux a deux orthogonaux et que leur somme est

égale a E, en concaténant les familles orthonormées 33{3‘ 41 on obtient une base orthonormée %, 1 de
E.
Pour tout 1 < k < p + 1, la matrice de fy relative a la base %, 11 est alors diagonale par blocs :

Matg, ,, (fr) = Diag(zmat@ . (), A € Sp(fp+1))

puisque chaque sous-espace Eé 41 est stable par fy.
Et comme chaque bloc diagonal est lui-méme une matrice diagonale, on en déduit que chaque
matrice Matz, , (fi) est diagonale.
CQFD!
@ D’apres ce qui précede, il existe donc une matrice P € O, (R) telle que

V1 < k < P, Pi]AkP = Diag(}\kJ yoo. ,)\k,n)-
On pose alors
A = PDiag(1,2,...,n)P"!

de telle sorte que
P~'AP = Diag(1,2,...,n).

Comme les réels 1, 2, ..., n sont deux a deux distincts, on déduit de la théorie de Lagrange que,
pour tout 1 < k < p, il existe un polynéme interpolateur Ly tel que

V1 éign, Lk(i):}\k,i-

On a alors
PTAP =L (PTTAP) = P L (A)P

et par conséquent
Ak = Lk(A) S IR[A]

» En conclusion : si Ay, ..., A, sont des matrices symétriques réelles, alors il existe une matrice
symétrique réelle A telle que
V1i<k<p, Axe€R[A]

si, et seulement si, les matrices Ay commutent deux a deux.

# Complément culturel
Si E est un espace de dimension finie, on peut généraliser le résultat précédent.
On considere une famille quelconque (f;)ic1 d’endomorphismes qui commutent deux a deux :

vVijel f‘lofj:fjofi.
Comme E est un espace de dimension finie, alors L(E) est un espace de dimension finie et

V = Vect(fi, 1 € 1)



rms130-529

est aussi un espace de dimension finie (en tant que sous-espace de L(E)).
D’apres le Théoréme de la base incompléte (version base extraite), il existe une famille finie

(fin---)fir)

d’endomorphismes qui soit une base de V.
On peut alors appliquer le résultat précédent a cette famille finie d’endomorphismes : il existe une base

B =(e1y...,en)

de E qui est constituée de vecteurs propres communs aux endomorphismes fy,, ..., fi, :

VI<i<n VI<k<r, fi(e)=2Ay,- e

Or tout endomorphisme f; est une combinaison linéaire des endomorphismes fi,, ..., fi, :

T
fi = E o fiy
k=1

et les vecteurs de 98 sont donc des vecteurs propres de f; :

T T
vi<i<n, filg) =Y axfi(e) = (Z ckak,j) .
k=1 k=1

11 existe donc une base de vecteurs propres commune a tous les endomorphismes f;.
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Soit E, I'espace des fonctions de classe ¢ de [0, 1] dans R.

On pose

Démontrer que N est une norme sur E et comparer cette norme a ||-|| .
Meéme question pour Uapplication N’ définie par

vV feE, N(f) = [f(O)| + [[f]| oo -

1
VfeE, N’(f):|f(0)|—|—J /()] dt.
0

Comme f est de classe €', sa dérivée f’ est continue sur le segment [0, 1], donc elle est bornée
sur ce segment. Par conséquent, N est bien une application de E dans R ;.

> Il est clair que N est positivement homogene :
VAER, VfeE, N(Af) = ALN(f).

> Comme |- et ||-]|, sont des normes, 'application N vérifie bien I'inégalité triangulaire :
Vf,gcE, N(f + g) < N(f) + N(g).

> Il reste a vérifier que N sépare les points. On considére donc une fonction f € E telle que
N(f) = 0. Dans ce cas, on a |f(0)| = 0 et [|f’[| . = 0 et donc

f0)=0 et Vtel0,1], f'(t)=0

(puisque ||-||,, est une norme). La fonction f est donc constante sur l'intervalle [0, 1] et donc identique-
ment nulle.
. Comme f est de classe €', on déduit du Théoreme fondamental que

vxelo,1], f(x)=fF(0)+ Jx f/(t) dt.
0

D’apres l'inégalité triangulaire,
Vxel0,1], [f(x)] < |f(0)] +J [£/(0)] dt < [F(0)] + (1= 0) - [[f'[| oo = N(f).
0

Le majorant trouvé est indépendant de x, on peut donc passer au sup et en déduire que
VIEE, [l <N(.

La norme uniforme |||, est donc dominée par la norme N.
> Réciproquement, considérons les fonctions

fn = [t — sin7nt] .

Pour tout n € N¥, il est clair que ||f| ., = 1 et que N(f,,) = n7. Par conséquent, la norme N n’est
pas dominée par la norme uniforme et ces deux normes ne sont pas équivalentes.

La fonction [f'[ est continue sur le segment [0, 1], donc N est bien une application de E dans
R,.

Cette fois encore, '’homogénéité et I'inégalité triangulaire sont évidemment vérifiées.

Si enfin N’(f) = 0, alors f(0) = 0 et f’ est identiquement nulle (puisque |f’| est une fonction
continue et positive dont 1'intégrale est nulle), donc f est bien la fonction nulle (méme raisonnement
que plus haut).

Donc N’ est aussi une norme sur E.

@ Les calculs précédents ont montré que, pour tout f € E,

vxe o, it < [fo)] + | (o] de <N
0
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et donc que
[1flloe < N'(f).
. Avec les mémes fonctions f,,,
1
N'(fn) = J nm| sinnrt| dt

0
n7t
= J |sinu| du (u = nt)
0
s
= nJ sinudu = 2n. (-périodicité)
0

Méme conséquence : les normes ||-|| et N’ ne sont pas équivalentes.
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Soit C, une partie convexe d’un espace vectoriel normé.
Démontrer que I'adhérence de C est un fermé.
Démontrer que 'intérieur de C est convexe.

Soient a et b, deux points adhérents a C : il existe deux suites (xn)nen €t (Yn)nen d’éléments
de C telles que

a= lim x, et b= lim y,.
n—-+oo n—-+oo

Pour tout t € [0, 1],
(1—t)a+tb= lim (1 —t)xn + tyn.

n—-+oo

Pour tout n € NN, le point (1 — t)xn + tyn appartient a C (puisque C est convexe) et par conséquent
le point (1 —t)a + tb appartient & 'adhérence de C pour tout t € [0, 1] (en tant que limite d"une suite
de points de C).
On a ainsi démontré que 'adhérence C de C était convexe.
Contrairement a la question précédente, il faut impérativement traiter cet exerice en s’appuyant
sur une figure.
@ Soient a et b, deux points de I'intérieur de C : il existe donc un réel r > 0 tel que

B(a,r) c C et B(b,r)CC.

# A priori, on a un rayon 1 > 0 pour a et un rayon r > 0 pour b. Nous avons choisi v = min{ry, 2} > 0
en remarquant que
B(a,r) € B(a,r1) et B(b,r) C B(b,r2).

Pour t € [0, 1], on pose
zi =(1—t)a+tbeC

et on considere un point w € E tel que
lw—z¢]| <.

Nous allons montrer que w € C et donc que B(z¢,r) C C, ce qui prouvera que C est aussi un
voisinage de z; et donc que z; appartient bien a l'intérieur de C.
On pose u = w — z¢ de telle sorte que w = z¢ +u.Ona

[(a+uw)—a]|=lul<r et [[(b+w)—b]=ul<r
donc (a +u) € B(a,r) c Cet (b+u) € B(b,r) C C. Mais

w=(z¢+uw) =[(1T—t)a+tb] + [(T —t)u+ tu]
=1T—t)(a+u)+tib+u)eC

(en tant que combinaison convexe de deux points de C).

On a ainsi démontré que B(z¢, ) C C, ce qui signifie que C est un voisinage de z.. Autrement dit,
on a démontré que z; appartenait a l'intérieur de C pour tout t € [0, 1], ce qui prouve que l'intérieur
de C est convexe.
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Démontrer que le groupe orthogonal O, (R) est une partie compacte de M, (R).
Déterminer les composantes connexes par arcs de O (R).

# Dans un espace vectoriel normé de dimension finie
K9, M, (K), KalX]...

les parties compactes sont exactement les parties fermées et bornées.
Pour démontrer qu'une partie K est compacte,
— Dans un premier temps, on vérifie qu’elle est fermée (le plus souvent en tant qu’image réciproque
d’une partie fermée bien connue par une application continue);
— Dans un second temps, on vérifie qu’elle est bornée. Pour cela, il suffit de vérifier que les coordonnées
des éléments de K relatives a une base quelconque sont majorées en valeur absolue par une constante.

# Si % = (er,...,eq) est une base de E, alors il existe d formes linéaires
* *
ely...,e5

sur E, appelées formes linéaires coordonnées, qui donnent la décomposition de tous les vecteurs de E dans Ia

base A :
d

Vx €E, x:Zei(x)-ek.
k=1

(Les e} (x) ne sont qu’une écriture savante des coordonnées xy du vecteur x dans la base 98.) On doit savoir
que
Xl = max [ef(x)]

est une norme sur E.

Utiliser cette norme sur €, c’est en fait raisonner coordonnée par coordonnée dans la base 2.

Comme E est un espace de dimension finie, toutes les normes sur & sont équivalentes entre elles et en
particulier, elles sont toutes équivalentes a ||-|| .

Ainsi, une suite (xn)nen de vecteurs de E converge vers le vecteur { pour cette norme si, et seulement
si, pour tout 1 < k < d, la k-iéme coordonnée du vecteur x,, converge vers la k-ieme coordoonée du vecteur £
lorsque n tend vers +oo.

Le groupe orthogonal O, (R) est une partie de I, (R), espace vectoriel de dimension finie,
définie par
On(R)=M".M = L,].

C’est donc I'image réciproque du fermé {I,,} C 9. (R) (fermé car singleton) par I’application conti-
nue
M= MT.M],

donc O, (R) est un fermé de 9, (R).

# Les applications [M — M] =1d et [M +— M| sont continues (en tant qu’applications linéaires sur un
espace de dimension finie), donc leur produit est continu.

@ D’autre part, les colonnes de M € O, (IR) sont des vecteurs unitaires (et deux a deux orthogo-
naux, mais cette remarque est hors sujet), donc

VM:(mi)j)EOn(]R),V1 éi,jgn, Imi)j|<1.
# Les my ; sont ici les coordonnées de M relatives i la base canonique

(Eij)i<ijgn

de M, (R).
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Par conséquent, O, (IR) est contenu dans la boule unité fermée de M, (R) pour la norme ||-|| -
a En tant que partie fermée et bornée d'un espace vectoriel de dimension finie, le groupe orthogo-
nal est un compact.
L'application det : 9, (R) — IR est continue (en tant qu’application polynomiale) et I'image
de O, (R) est{—1, +1}.

Si O (R) était connexe par arcs, alors I'image de O, (IR) par une application continue de 9t (R)
dans R serait un intervalle (Théoréme des valeurs intermédiaires). Comme {—1, +1} n’est pas un
intervalle, le groupe O, (R) n’est pas connexe par arcs et possede donc au moins deux composantes
connexes.

@ Soient A et B, deux matrices orthosemblables : il existe une matrice orthogonale Q telle que
QT.A.Q =B.

Si A est dans la méme composante connexe de O (R) qu’une matrice C, alors il existe une

application continue
f:[0,1] = On(R)

telle que f(0) = A et f(1) = C.
Comme l'application [M — Q".M.Q] est linéaire sur M, (IR), espace vectoriel de dimension
finie, elle est continue et, par composition de fonctions continues, I'application

g : [0,1] = On(R)

définie par
Vtel[0o,1], g(t)=QT.f(t).Q

est continue. Comme g(0) = QT.A.Q = Bet g(1) = Q".C.Q, on en déduit que les matrices B et
Q".C.Q sont dans la méme composante connexe de O, (R).

#v Pour que g soit bien une application a valeurs dans O (R) (et pas dans GLy (R)), il faut que la matrice
de passage Q soit orthogonale et pas seulement inversible.
En effet, si Q est orthogonale, alors QT .f(t).Q = Q~'f(t)Q est bien une matrice orthogonale (en tant
que produit de matrices orthogonales).
Mais si Q est inversible sans étre orthogonale, alors rien ne prouve que la matrice Q' f(t)Q soit ortho-
gonale :
[Q'fHQTQ QI =Q .1 (Q)".Q " f(1).Q.

:In?

D’un point de vue géométrique, il s’agit d’assurer ici un changement de base orthonormée et pas un simple
changement de base.

@ Soit A, une matrice de rotation, c’est-a-dire une matrice orthogonale dont le déterminant est égal
al.
> On doit connaitre la forme réduite d’une rotation : il existe une matrice orthogonale Q, deux
entiers p et q et q réels
0<01,02,...,04 <7

tels que
Q'".A.Q = Diag(J,...,1,R(61),...,R(04))
P
avec

cos® —sin0
vo<osm R(e):<sine cosG)'

@ Pour toutt € [0, 1], on pose

g(t) = Diag(J,..., ,R[(1 = 1)81],...,R[(1 = 1)84]) € SO (R).
P

On a clairement g(0) = QT.A.Q et g(1) = I,,. De plus la fonction g est continue (puisque les n?
coefficients de la matrice sont des fonctions continues de t).

Par conséquent, I'application f = [t — Q.g(t).Q "] est une application continue (composée d’ap-
plications continues) de [0, 1] dans SO, (R) telle que f(0) = A et f(1) = I,,.

Cela montre que le sous-groupe SO, (R) des rotations est connexe par arcs.
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> Notons Oy (R), 'ensemble des matrices orthogonales dont le déterminant est égal a —1. En
particulier, la matrice
Ao = Diag(1,...,1,—1)

appartient a O (R).
# Attention a ne pas se laisser emporter par son élan : O;, (IR) n’est pas stable par produit, donc ce n’est pas

un sous-groupe !

> Si A € O (R), alors il existe une matrice orthogonale Q, deux entiers p et q, et q réels
0<01,...,0g <

tels que
Q'.A.Q = Diag(1,...,1,R(61),...,R(84),—1).

Pour les raisons avancées précédemment, 1’application

f— [t»—)QDiag(],...,],R[(] —1)04],...,R[(1 —t)Gq],—1)}
P

est une application continue de [0, 1] dans O, (R) telle que f(0) = A et

f(1) = Diag(l,...,1,1,...,1,—1) = A,.
P 2q

Par conséquent, toutes les matrices A € O (R) sont dans la méme composante connexe que la
matrice Ay, ce qui prouve que O;; (R) est aussi connexe par arcs.

@ En conclusion, le groupe orthogonal compte exactement deux composantes connexes : SO (R)
et O (R).
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On considere deux suites (Ax)xen et (By)wen de matrices de 9, (IR) qui convergent respectivement vers
les matrices A et B.

On suppose que, pour tout k € IN, les matrices Ay et By sont semblables. Les matrices A et B
sont-elles semblables ?

Méme question en supposant cette fois que les matrices A et B sont orthosemblables ?

Par hypothese, pour tout entier k € N, il existe une matrice inversible Py telle que
Ay Pr = PyBx.

#o Cette maniere, peu habituelle, d’écrire la propriété de similitude va nous affranchir des questions relatives
a la continuité de la fonction [P — P~1].

On sait que (Ax)xen et (Bx)ken convergent respectivement vers A et B. Si la suite (Pyx)xen
converge elle aussi vers une matrice P et que cette matrice P est encore inversible, alors on a AP = PB
(par continuité de la multiplication matricielle, opération bilinéaire sur un espace de dimension finie),
donc les matrices A et B sont bien semblables.

# Mais le groupe GL, (K) des matrices inversibles est un ouvert, pas un fermé, donc il se pourrait que la
suite (Py)xen convergedt vers une matrice P non inversible. Et il se pourrait aussi que la suite (Py)xen ne
fiit méme pas convergente...

w Pour tout k € N*, on pose

0 1 0 0
Ak:(o ]/k) et Bk:(o 1/k>.

Pour tout k € N*, ces deux matrices sont semblables : la matrice Ay est triangulaire, elle admet
n = 2 valeurs propres distinctes, donc elle est semblable a la matrice diagonale By.

Les deux suites (Ax)ken et (Bi)ken convergent pour la norme |||, (et donc pour toutes les
normes sur M1, (IK)), respectivement vers

0 1
A<0 O) et B=0,.

La matrice A est nilpotente d’indice 2 et la matrice B est diagonale, donc A et B ne sont pas sem-
blables.

# Une matrice de passage qui mene de Ay a By est, par exemple, la matrice

1 1
P=(o 11)-

La suite (Py)xen converge mais sa limite n'est pas inversible...
Une autre matrice de passage possible est

1 k
Qk=<o 1)

et cette fois, la suite (Qy )xen est divergente (car pas bornée).

On suppose ici que toutes les matrices de passage appartiennent au groupe orthogonal O (R).
Comme le groupe O (IR) est compact, il existe une suite extraite (P (j))jen qui converge vers une
matrice P € O, (IR).

En tant que suites extraites de suites convergentes, les deux suites (A, (j))jen et (By(j))jen
convergent vers A et B respectivement.

Comme la multiplication matricielle est une opération continue et que

VieN, Agi)Poi) =Poi)Boin

on en déduit par passage a la limite que
AP =PB

et comme P est une matrice orthogonale, on en déduit que les limites A et B sont encore orthogona-
lement semblables.
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Soit (E, ||-||), un espace vectoriel normé réel. On considére un compact X (non vide) de E et une application
f 1 K — Ktelle que

Vx#y, ) =fy)| < lx—vyll

Démontrer que 'application f admet un unique point fixe, qu’on notera w.
On considere une suite (xn)nen d'éléments de K telle que

vVneN, Xnt1 = f(xn).

Démontrer que la suite (Xn )neN CONverge vers w.

# Le vecteur w € K est un point fixe de f si, et seulement si, f(w) = w, c’est-a-dire ||f(w) — w|| = 0.
Comme
Vx €K, ||f(x)fo >0,

on peut voir les points fixes de f comme les points de K oit ||f(x) — x|| atteint la plus petite valeur possible.
Vous avez dit minimum ?
@ Pour tout x € K, on pose
g(x) = f(x) —x.

En tant que différence de deux fonctions lipschitziennes, la fonction g est lipschitzienne.
En tant que fonction continue sur le compact K # &, elle atteint un minimum : il existe zo € K
tel que
vxek, [[f00—x| > [[fzo) - zo]-

@ Commef : K— K,alorsz; = f(zp) € Ketz1 #+ z0, alors
[f(z1) — f(zo)|| < llz1 — 2ol
c’est-a-dire
[#(2) = 21 < [[fz0) — zo]| = min 1) —x].

Comme z; € K, c’est une contradiction manifeste et par suite z; = zo : le point z¢ est donc un point
fixe.
a Sizg ety étaient deux points fixes distincts, alors
llzo — yol| = [|f(z0) — f(yo) || (points fixes)
< [|zo = yo| (car zo # Yo)

ce qui est & nouveau contradictoire.
L'application f admet donc un unique point fixe dans K.

#o L'hypothese de compacité est nécessaire. La fonction sin : 10, 1[ — 10, 1[ vérifie les hypotheses de I'énoncé
mais n’a pas de point fixe dans l'intervalle considéré.
Comme f : K — K, la suite (xn )nen est constituée de points de K.

#» Bien que K soit compact, une suite d’éléments de K n’a aucune raison de converge...
En revanche, une suite qui prend ses valeurs dans un compact et n’a qu’une seule valeur d’adhérence est
convergente.

@ Sil'un des xy, est égal au point fixe w, alors la suite est stationnaire : a partir d’un certain rang,
tous les termes sont égaux a w.
@ On suppose donc que les x,, sont tous distincts de w. Par conséquent, pour toutn € N,

VnelN, 0<|xn—wl :Hf(xn)*f(w)H < [[xn — wl.
Une suite décroissante et positive converge vers une limite © > 0:

lim ||x, —w]| = 6.
n—-+oo
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@ Comme les x,, appartiennent tous au compact K, on peut en extraire une suite convergente
(Xn, Jxen qui converge vers £ € K. On en déduit que

(—w| = li —w| =0
= wll = tm_[xn, =l

mais aussi que
[f(0) = f(w)]| = lim |[[f(xn,) — f(w)]|

k—+o0
(par continuité de f) et donc que
[f(0) — w]|| = Jim Xn,+1 — w| = 6.

Ainsi,
= wl| = [[f(0) — f(w)|
ce qui prouve que { = w (puisque 1'inégalité n’est pas stricte).
@ On vient ainsi de démontrer que w était la seule valeur d’adhérence de la suite (xn )nen. Or une
suite a valeurs dans une partie compacte qui n’a qu'une seule valeur d’adhérence est convergente, donc
la suite (xn )nen est convergente.
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Soit f : [0,1] — IR, une fonction continue telle que f(0) = 0. Pour tout entier n € IN*, on pose
n
k ./ k
= 5f()

Démontrer que la suite (un )nen converge vers 0.
On suppose que f est dérivable en 0. Que dire de la suite (Un)nen ?

On sait que f(0) = 0 et que f est continue en 0. Par conséquent, pour tout € > 0, il existe & > 0
tel que
Vielo,al, [f(t)]=|f(t)—0|<e.

Considérons un entier n assez grand pour que 0 < 1/, < o. Pour tout entier 1 <k <n,ona
0<*¥/m< <

et par conséquent

Par inégalité triangulaire,
lun| <
Comme n(n + 1)/(2n?) tend vers 1/5, cette quantité est inférieure a 1 pour tout entier n assez grand.

En résumé, pour tout € > 0, il existe un rang ny € IN tel que

vn = mn, [un| =hun =0 <e.

#v Je précise : on doit choisir ng € N assez grand pour que

n+1
< t - <.
oc et que o

Sl=

Si la fonction f est dérivable en 0, alors

f(t) = f(0) +tf'(0) + o(t) = tf'(0) +t- O(t)

ot 0 est une fonction de limite nulle en t = 0.
Fixons & > 0. Comme plus haut, il existe un réel o« > 0 tel que

Vo<t<a [0(t)<e.

On choisit encore n assez grand pour que 0 < /4 < «, de telle sorte que
k
vi<ksn, |o(5)<e
n

puisque

On a donc
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Or on sait que

= 2 = nn+1)2n+1)

donc, pour tout entier n assez grand,

£/(0) .n(n—H)(Zn—H) <
n3 6 =

‘nun —

(une suite qui tend vers /3 est inférieure a 1 a partir d'un certain rang).
On vient ainsi de démontrer que

£0) (n+D2n+1)
6 n2

f'(0)
3

nu, = +o(1) = +o(1)

et donc que

= E0 (D,

n

Deux manieres de résumer, selon la fonction f :
— Sif’(0) # 0, alors

— mais si f/(0) = 0, alors
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Soit f : [0,1] — R, une application dérivable. On suppose que
Vxe[0,1], (f(x), f'(x)) # (0,0).

Démontrer que 'ensemble des zéros de f est fini.

Soit q : [0,1] — R, une fonction continue. On considére une fonction f € € 2([0, 1), non
identiquement nulle, qui vérifie I'équation différentielle

Vxe [O)]]) U//(X)-f—q(x)y(x) =0.

Démontrer que f n’a qu’un nombre fini de zéros.

On raisonne par 1’absurde, en supposant qu’il existe une infinité (x,, Jnen de zéros distincts dans
[0, 1] pour la fonction f.
D’apres le Théoréme de Bolzano-Weierstrass, on peut extraire une suite (x4, (x))ken qui converge
vers { € [0, 1] et qui vérifie aussi
VkeN, f(X(p(k)) =0.

#2 On peut aussi se permettre un peu de pédanterie et présenter (0, 1] comme une partie compacte de R.

@ Comme les x () sont deux a deux distincts, seul I'un d’entre eux peut étre égal a la limite { et,
a partir d'un certain rang, tous les x4, (i) sont distincts de £.
. Par continuité de f,
f(€) = lim f(xe)) =0.

k—+o0

Par dérivabilité de f (nouvelle application du Théoréme de composition des limites) :
f(x) —f(£)

f —f(£
#(0) = tim IO _ y Te0) ZHO
x— x—4{ k—+o00 X (k) — {

On a donc f(£) = f'(£) = 0. Mais par hypothese, I'équation

(f(X), f/(X)) = (Oa 0)

n’a pas de solution. Donc la fonction f n'admet qu'un nombre FINI de zéros sur [0, 1].

La fonction F = (f,f') : [0, 1] — IR? est une solution de I'équation différentielle linéaire homo-
gene canonique

vxel0,1], Y'(x)=Ax)Y(x) avec Alx) = <—q0(x) (1)) :

Comme q : [0,1] — IR est continue, alors A : [0, 1] — 2, (IR) est continue et le Théoreme de Cauchy-
Lipschitz s’applique : pour toute condition initiale (xo, (yo,vo)) € [0, 1] x R?, I'équation canonique
admet une, et une seule solution Y telle que Y(xo) = (yo, vo)-

En particulier, s'il existe xo € [0, 1] tel que Y(xo) = (0,0), alors Y est I'unique solution associée
a la condition initiale (xo, (0, O)). Comme la fonction identiquement nulle est une solution évidente
associée a cette condition initiale, on en déduit que Y(x) = (0,0) pour tout x € [0, 1].

Comme f n’est pas identiquement nulle, la fonction F n’est pas identiquement nulle et, par
contraposée,

Vx e [0,1], F(x) = (f(x), f'(x)) # (0,0).

D’apres la question précédente, la fonction f n’a qu'un nombre fini de zéros sur le segment [0, 1].



rms130-574

Soient a et b, deux réels strictement positifs. Existence et calcul de 'intégrale

+oo ,—at —bt
e —e
J e e g
0 t
Avec 0 < a < b, la fonction f définie par
efat _ efbt
vt>0, f(t)= "

est continue sur I =]0, +ool.
Elle tend vers (b — a) au voisinage de 0, donc elle est intégrable au voisinage de 0.
Lorsque t tend vers +oo,

f(t) ~ =o(e Y

et comme a > 0, on en déduit que f est aussi intégrable au voisinage de +oo.
La fonction f est donc intégrable sur ]0, +ool.

# Le piege arrive immédiatement : aucune des deux fonctions

efat efbt
t— et t—
t t

n’est intégrable au voisinage de 0 et il est donc impossible d'invoquer la linéarité de l'intégrale! L'expression

+oo ,—at “+oo ,—Dbt
e e
J dt fJ dt
0 t 0 t

est une forme indéterminée en co — co...

@ Considérons ¢ > 0. Les fonctions considérées ici sont intégrables sur le sous-intervalle [e, 00|
donc, par linéarité de l'intégrale,

+oo +oo ,—at “+oo ,—Dbt
J f(t)dt:J ¢ dt—J et dt.

€ € t €

On effectue alors les changements de variable affine u = at (premiére intégrale) et u = bt (deuxiéme

intégrale)
+o0o +o0 e U +o0o e U

€ ae be

La relation de Chasles nous donne alors

+o0 be e U
J f(t) dt:J — du.

€

Par convexité de la fonction exp, on sait que

Yu >0, — <

En intégrant cet encadrement, on obtient que

b +oo b
Ve >0, Ena—l—(b—a)sg f(t)dtgﬂna

€

et par conséquent
+o0

“+o0 b
J f(t)dt = limJ f(t) dt = In —.
e—0 a

0 €

# On pourrait étre tenté de conclure en appliquant le théoreme d’intégration des relations de comparaison
mais je ne vois pas comment m’en sortir : pour résoudre les formes indéterminées qui apparaissent, il faudrait
démontrer une variante du théoreme, ce qui serait infiniment plus long que les calculs précédents.
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On pose

0 tv1+1t

Justifier I'existence de 1 et de S, puis exprimer 1 en fonction de S.

+o0 +oo
L P S A
n=0

La fonction f définie par
_n(T+1)

/T +t

est évidemment continue sur l'intervalle I = ]0, +ocol.
Elle tend vers 1 au voisinage de 0 (équivalent bien connu) et

vt>0, f(t)

f(1) nt 1
totoo 1372 ° (t5/4)
donc f est bien intégrable sur 1.
@ Lasérie ) ﬁ est évidemment convergente!

a ['application ¢ définie par
1

VI+t

réalise une bijection de classe ¢! de I sur ]0, 1[. Cette bijection est décroissante.
11 est clair que

Vt>0, ot)=

-1 —@2(1)
vt>0, "t) = =
L N B TE I Rl W e
et que
1—@*(t)
t= 5
@2 (t)
de telle sorte que
(1+t) —2moe(t) 2(y) —2¢'(t)
WIrt - ¥ ey
Inop(t) / /
= 'm'@ ( )*9(‘0(’5)) @'(t)
oll on a posé
nu
Vo<u<l, g(u):4~]_u2.

D’apres le Théoréeme de changement de variable, la fonction g est intégrable sur ]0, 1] et

J+oo f(t) dt = JO g(u) du.

0 1

# Attention a 'ordre des bornes, notre changement de variable est décroissant !

Donc
+oo 1 +oo
J f(t) dt:4j Z—quﬂnudu.
0 0 k=0
Les fonctions hy(u) = —u?* fnu sont continues et positives sur ]0, 1[; elles sont évidemment inté-

grables et en intégrant par parties, on trouve que

1
1

— 2k = — -

L u " fnudu PSR

La série de fonctions }_ hy est donc une série de fonctions intégrables qui converge simplement sur
10, 1{ vers une fonction intégrable sur |0, 1] et comme la série de terme général positif

1
3 NLCIEN
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est convergente, on peut intégrer terme a terme :

J+oo +o0 1

dt = —_—.
. f(t) dt 4];)(2k+1)2

# Ceux qui connaissant ((2) et les astuces associées en déduiront que I'intégrale est égale a /5.
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Donner le domaine de définition de la somme

et étudier la continuité de la fonction S.

Déterminer les limites de S au voisinage de 0 et au voisinage de +oo. Donner, si possible, un
équivalent de S(x).

Pour tout n € N*, on pose
VxeR, un(x)=e V™,

@ Pour toutx >0,ona
1
Voa>0, u,(x) = o( )

n—>_+oo n«
puisque n%u,(x) = exp(—y/nx + afnn). Par comparaison avec les séries de Riemann, la série
> un(x) est donc absolument convergente.
Pour tout x < 0, la série }_ u,(x) est grossieérement divergente.
La somme

+oo
S(x)=) e V™
n=1

est donc définie si, et seulement si, x > 0.

& ]l est important de bien comprendre le sens des croissances comparées ici : on peut facilement comparer
> un(x) a une série de Riemann (avec un exposant o arbitrairement grand) mais il est impossible de conclure
en comparant cette série a une série géométrique : comme

Un (x

Vo<q<l, =exp(—ninq—v/nx)
—_—————

—+o0

on a seulement q™ = o(un (x))...

a Pour toutn > 1, la fonction u,, est décroissante et positive :
vVO0<x<uy, 0 <un(y) <up(x). (*)

Par conséquent,
Va>0,Vxela,+ool, VneN*, 0<uy(x)<un(a).

Comme le majorant est indépendant de x et que la série } ., (a) est convergente (puisque a > 0), on
vient de prouver que la série de fonctions }_ u,, converge normalement sur tout intervalle [a, +o0l.

Comme les fonctions u,, sont continues sur ]0, +co[ on en déduit que la somme S est continue
sur ]0, +ool.

# Ici, il n’est pas nécessaire de recourir au théoreme de convergence normale pour justifier que la somme S
est continue.
@ En effet, pour tout 1 > 1, la fonction wuy, est de classe & et

V0 < a<x, [ul (x)] = Ve V™ < Ve Ve
On peut alors déduire de I"inégalité des accroissements finis que
Vo<a<xy, [un(x)—un(y)] < Ve Ve x —yl.

On vérifie sans peine (comparaison avec une série de Riemann) que la série

Z Vne Ve
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est convergente. En sommant les encadrements précédents, on montre que

“+oo
v x,y € [a,+oo[, |S(x) fS(y)’ < [Z ﬁ,e\/ﬁ.a} x—vyl
n=1

ce qui signifie que S est lipschitzienne sur tout intervalle [a, 4ool.
@ On peut remarquer que la constante de Lipschitz trouvée

+o00
Kq = Z Yn.e Ve
n=1

est une fonction croissante de a et que Ko = 400 (0sons cet abus de notation!), ce qui nous indique que S
n’est sans doute pas lipschitzienne sur 'intervalle ouvert ]0, 4-ool (soit a cause d’une asymptote verticale, soit
a cause d'une tangente verticale en x = 0, il est trop tot pour décider).

En sommant les encadrements (x), on obtient
V0 <x<uy, 0 < S(y) < S(x).

La somme S est donc strictement décroissante sur 0, +ool.

#o [l serait aussi possible d’appliquer le théoréme de dérivation terme a terme pour démontrer que S est
dérivable et constater que sa dérivée est négative sur 10, +-ool. Mais ce serait bien plus long a justifier !

La somme S tend donc vers une limite finie au voisinage de 40 et vers une limite, finie ou infinie,
au voisinage droit de 0.

a La série de fonctions converge normalement sur 'intervalle [1, +oo], qui est un voisinage de +oo.
On peut donc passer a la limite terme a terme, ce qui montre que S(x) tend vers 0 au voisinage de
+00. (On calculera un équivalent plus bas.)

En revanche, il est impossible de passer a la limite terme a terme au voisinage de 0 puisque la
série des limites )~ u,, (0") est divergente.

% Jusqu'ici, on a exploité la monotonie des fonctions
[x — un(x)].
Nous allons maintenant exploiter la monotonie des suites
M — un(x)]

pour comparer la somme S(x) a des intégrales.

: Fixons x > 0 et considérons la fonction
f= {t — e*X\/{}

qui est évidemment continue et décroissante sur [0, +oo[. Cette fonction f est aussi intégrable sur
[0, +o0[ (puisque f(t) = o(1/2) au voisinage de +o0).
a [’application

P = {tHX\/{}

est évidemment une bijection de classe ¢! de I = ]0, +oo[ sur I. On remarque alors (en factorisant

par @’(t)) que 5
—x X ’

Yuel gu)= Xiz.u.e_u.
D’apres le Théoréme de changement de variable, la fonction g est intégrable sur I (ce qu’on savait
déja!) et
+o00 +o0
f(t) dt = J g(u) du
vax

= iz (1 ++vax) -exp(—V/ax). (IPP)
X

Vazo, J

a
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@ On fait une figure pour constater que
+o0 +o0
—1 +J f(t) dt < S(x) < J f(t) dt
0
c’est-a-dire (avec a = 0)
2
Vx>0, X—f1 <S(x) € —.
Cet encadrement nous dit que

S(x)

X:O Xf2
et en particulier que S(x) tend vers 400 au voisinage droit de 0.
@ Comme on sait que la somme S est positive sur [0, +oo], cet encadrement nous dit aussi que

0, 5., 9()

et confirme en particulier que S(x) tend vers 0 au voisinage de +oo.

@ Une étude plus fine doit étre menée au voisinage de +oo. Ce qui suit est assez représentatif de la situation
générale : dans une somme d’exponentielles, c’est le plus gros terme qui donne I'équivalent.

@ Pourtoutx >0,ona

+o0
S(x)=e ™+ Z eV
n=2
et comme précédemment (avec a = 1 cette fois)

+oo “+oo
o<Ze—X\/ﬁ<J rde= 200D o

n=2
Cet encadrement nous donne

“+oo 2
Z e XV o Zlex o o(e ™)
n=2

X—4o00 X

et finalement
Sx)=e *4ole*)~e *

lorsque x tend vers +oo.
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Soit u : Ry — IR, une fonction continue et intégrable sur R.. On considére une solution f de I'équation
différentielle

VxeRy, y’"(x)+ (1+ux)yx)=0
et on pose

vYxeRy, g(x)="~f(x)+ J'X sin(x — t)u(t)f(t) dt.
0

Former une équation différentielle linéaire vérifiée par g.
Démontrer qu'il existe ¢ > 0 tel que

X

VxeRy, [f(¥)]< x—i—J [u(t)f(t)| dt.
0

Démontrer que la fonction f est bornée.

On commence par un peu de trigonométrie pour y voir plus clair :

X X

costu(t)f(t) dt — cosxj sintu(t)f(t) dt.

g(x) ="f(x)+ sinxJ
0

0

Comme les fonctions
[t — costu(t)f(t)] et [t~ sintu(t)f(t)]

sont continues, on peut appliquer le Théoréme fondamental et en déduire que g est de classe ¢! avec

X X

cos tu(t)f(t) dt+ sinxJ sin tu(t)f(t) dt

g'(x) =f'(x)+ COSXJ
0

0

(en dérivant les deux produits, il apparait deux termes qui se compensent exactement). Le Théoréme
fondamental, toujours lui, nous dit alors que g est en fait de classe ¢ avec

X X

cos tu(t)f(t) dt + COSXJ sintu(t)f(t) dt

g’ (x) =f"(x) fsinxJ
0

0
+ (cos? x + sin? x)u(x)f(x).
Or, par hypothese,
donc
Vx>0, g"(x)=—g(x).

Comme g est une solution de "équation différentielle y” +y = 0 (équation du pendule harmo-
nique), on en déduit que g est bornée : il existe ¢ € R tel que

Vx>0, ‘g(x)’ <c.
Par définition de g et par inégalité triangulaire,
Vx>0, |f(x)| = ‘g(x) —J sin(x — t)u(t)f(t) dt
0
<|gx)| + J | sin(x — tu(t)f(t)| dt
0

<c+JﬂuﬁHﬁ”dt
0

Nous allons maintenant démontrer I'inégalité de GRONWALL.
@ Pour tout x > 0, on pose

0 0

D(x) = [c +J [w(t)] [f(t)] dt} - exp (J [u(t)] dt).
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D’apres le Théoréme fondamental, la fonction @ est de classe ¢! et

®TX)—hMXH~PHXH—c—iﬁhdﬂlﬁhﬂdq~exP<—L]uth{>

Le premier et le dernier facteur sont évidemment positifs; le second facteur est négatif (d’apres ce
qui précede); par conséquent, la fonction @ est décroissante sur R et en particulier

Vx>0, Ox)<D0)=c

On déduit alors de la question précédente que

0

Vx>0, |f(x)| <c- exp(rlu(t)l dt>.

Or la fonction u est supposée intégrable sur IR, donc la fonction croissante
X
[x — J [u(t) dt]
0
est bornée et comme exp est continue sur R, on en déduit que la fonction f est bien bornée.
# Cette démonstration est tres astucieuse : comment peut-on penser a étudier cette fonction auxiliaire @ si

on ne connait pas la démonstration ?

@ Reprenons l'encadrement établi a la question précédente et multiplions par |u(x)| pour obtenir
une inéquation différentielle :
rx

Vx>0, [ulx)lf(x)] < cu(x)]+ fu(x)| . u(t)[If(t)] dt.

Cette relation nous suggere d’étudier la fonction

W—PHKmmmmaﬂ

qui est de classe €' avec
Par conséquent,

oll m est une fonction telle que
Vx>0, m(x)<c-lux).

# Cest assez astucieux, j'en conviens! Une inéquation différentielle est en fait une équation différentielle
pour laquelle le second membre n’est pas vraiment connu : on connait seulement un majorant du second
membre...

On sait résoudre les équations différentielles linéaires du premier ordre : il existe une fonction
dérivable K telle que
Vx>0, Y(x)=K(x)- expV(x)
ot1 V est une primitive de [u], par exemple :

Vx>0, V(x)= Jxlu(t)l dt.
0

Comme ¥(0) =0, on a K(0) = 0 et la méthode de variation de la constante nous dit que
Vx>0, K'(x)=m(x)-exp[-V(x)].

On en déduit que

Vx>0, Y(x)=expV(x) 'J'X exp[—V(t)] - m(t) dt
0

<expV(x) - JX exp[—V(t)] - ¢ [u(t)] dt.
0



rms130-600 3

Comme la fonction u est intégrable sur R, la primitive V est bornée sur R et le produit exp[—V/(t)]-
[u(t)| est intégrable sur R (produit d"une fonction bornée par une fonction intégrable).
On en déduit que ¥ est majorée et d’apres la deuxiéme question,

Vx>0, [fix)l<c+W¥(x)

donc la fonction f est bien bornée sur R, .
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Soit q : R4+ — IR, une fonction continue et intégrable sur R.. On considére I'équation différentielle
Vx Ry, y"(x)+qx)yx) =0. ®)

On suppose que f est une solution bornée de (E). Démontrer que sa dérivée ' tend vers 0 au
voisinage de +oo.

Démontrer que (E) admet des solutions non bornées.

Si f est une solution bornée de (E), alors f”/ = —qf est intégrable sur R (produit d'une fonction
intégrable q par une fonction continue et bornée f). Or, comme f’ est de classe ¢ T

X
VxeRy, f'(x) :f’(O)+J f7(t) dt
0
et par conséquent, la dérivée f’ tend vers une limite finie au voisinage de +oc.
Si f’ tend vers une limite { # 0, alors on déduit du Théoréme fondamental

Vx e Ry, f(x) :f(O)—i—JXf’(t) dt
0

que f(x) tend vers +oo (si { > 0) ou vers —oo (si £ < 0) lorsque x tend vers +oo.

# En revanche, si f' tend vers 0 au voisinage de +oo, I'intégrale est une forme indéterminée lorsque x tend
vers +oo (cf les fonctions [t — t%]).

Comme f est supposée bornée, on en déduit que la dérivée f’ tend vers 0 au voisinage de +oo.

Une fonction y € €?(R,,R) est solution de (E) si, et seulement si, la fonction Y = (y,y’) €
€ T(R,R?) est solution de I'équation réduite

VxeR,, Y(x)=AK)Y(x) avec A(x)= <_q°(x) g) . ®)
Comme q : R; — IR est continue, alors A : R, — M, (R) est continue, donc 1'équation réduite
est une équation différentielle linéaire homogene du premier ordre a coefficients continus et on peut
appliquer le Théoréme de Cauchy-Lipschitz.

a L'ensemble des solutions de (R) est donc un plan vectoriel et on peut donc considérer une base
(F, G) de ce plan. D’apres la réduction de (E), il existe deux solutions f et g de (E) telles que F = (f, f’)
etG=(g,9').

Si toutes les solutions de (E) étaient bornées, alors f et g seraient bornées et, d’apres la premiere
question, leurs dérivées f’ et g’ tendraient vers 0 au voisinage de +-oc0. Par conséquent, le wronskien

=f(x)g'(x) — f'(x)g(x)

tendrait vers 0 au voisinage de +oo alors que
vVxeRy, W(x) #0

puisque (F, G) est une base de 1'espace des solutions de (R).
D’apres le cours, tous les wronskiens de (R) vérifient I'équation différentielle

VxeRy, y'(x)=[trAx)]y(x)

et comme, ici, tr A(x) = 0 pour tout x € R, on en déduit que les wronskiens sont constants.

Une fonction constante non nulle ne peut tendre vers 0 au voisinage de 400, donc il est impos-
sible que toutes les solutions de (E) soient bornées.

11 existe donc au moins une solution de (E) qui n’est pas bornée au voisinage de +oo.

# [l est intéressant de comparer ce résultat a I'équation du pendule harmonique : si la fonction q est stricte-
ment positive et constante, alors toutes les solutions de (E) sont bornées mais la fonction q n’est pas intégrable
au voisinage de +oo.
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Soient X et Y, deux variables aléatoires réelles indépendantes. On suppose qu'il existe une fonction
f : R — Rtelle que Y = f(X). Que dire de Y ?

Soit E C IR, le support de la loi de X, c’est-a-dire ’ensemble (fini ou dénombrable, puisque E est une
variable aléatoire discrete) des réels x pour lesquels

# Le support de la loi de X est I'ensemble des valeurs qui sont vraiment prises par la variable X. On peut
considérer une variable de loi géométrique comme une variable aléatoire a valeurs dans IN mais son support est
IN*. De méme, on peut considérer une variable aléatoire de loi binomiale Z8(n, p) comme une variable aléatoire
a valeurs dans 7 mais son support est [0, n].

Pour tout w € Q,on a

et par conséquent
Vxek Xw)=x = Y(w)="~F(x).

Autrement dit,

et donc
Vxek X=xIn[Yy=~f(x)]=I[X=x].

@ On en déduit que
VxeE, PX=xY=f(x))=PX=x)

et par hypothése d’indépendance
VxeE, PX=x)P(Y=f(x))=P(X=x).
Or P(X =x) > 0 pour tout x € E (par définition méme du support), donc

VxeE, P(Y=f(x)=1.

# Six n'est pas dans le support de la loi de X, alors on ne peut pas simplifier par P(X = x) (division par
zéro).

a Cette propriété signifie deux choses :
— la variable aléatoire Y n’est ni variable, ni aléatoire : elle est presque stirement constante (loi
de Dirac);
— la fonction f prend la méme valeur (= la valeur de Y) en chaque point du support de la loi de
X.

# Cette conclusion n’est pas extraordinaire car I'hypothese de départ était paradoxale : il est tout de méme
étonnant de supposer que X et Y soient indépendantes alors que Y = f(X) est déterminée par X.
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Soit (Xn)n>1, une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace (Q, A, P), a valeurs dans N,
qui suivent toutes la méme loi. Pour tout entier n > 1, on note Ry (w), le cardinal de I'ensemble aléatoire

{Xx(w), T <k <n}.
1.| Démontrer que
q

En déduire que E(Ry,) = o(n) lorsque n tend vers +oo.

On suppose quie les Xy, sont des variables d’espérance finie. Démontrer que E(Ry,) = o(y/n) lorsque
n tend vers +oo0.

#v On cherche ici a estimer le nombre de valeurs distinctes d'un échantillon. La démarche qui suit est “clas-
sique” en calcul des probabilités, mais elle me semble assez ardue a justifier dans le cadre du programme.
On notera qu’on ne fait aucune hypothese sur la loi de I'échantillon — il n’est par exemple pas utile de
supposer que les Xy sont indépendantes.

VaeN, ERp)<a+nP(X;>a).

Comme Xj, ..., X;, sont des variables aléatoires, alors, Pour tout k € IN, on pose

VweQ, Yic(w) = Likerx; (w),.no X (@)}

Les Yy sont des applications de Q) dans {0, 1} et
Vi=1=[JXi=K € A,
i=1

donc les Yy sont bien des variables aléatoires sur (Q, A, P).

# Que les variables aléatoires Xy soient, ou non, indépendantes, les variables Y\ n’ont a peu prés aucune
chance d’étre indépendantes.

@ La variable aléatoire Yy prend la valeur 1 si, et seulement si, 'entier k est une valeur prise par
I'une (au moins) des variables aléatoires de 1’échantillon (X, ..., Xy,).
Le nombre R,, de valeurs distinctes prises par 1’échantillon est donc la somme de ces variables
aléatoires de Bernoulli.

+00
Vwe, Ruy(w)=) Yi(w).
k=0

# Comme I'échantillon compte n variables, il y a au plus n valeurs prises pour chaque w et il est donc clair
que cette série de variables aléatoires converge simplement sur Q.

@ On peut en déduire que R,, est bien une variable aléatoire sur (Q, .A). Pour tout r € N*, on note
E,, I'ensemble des parties de N dont le cardinal est égal a r. Puisqu’il existe une surjection canonique
de N" sur E, et que N est dénombrable, 'ensemble E, est dénombrable et comme les Yy sont des
variables aléatoires, alors

R=r= || Kh[Yki:”)ﬂ< N m:m)}eA,

K1y ke bEEL B N1 ke{k1,..o ke }

# Sion pense en termes de fonction de répartition, il y a une maniere plus simple de vérifier que Ry, est
une variable aléatoire. En effet,

VreN, R<t= (] [ XeeHeA
FEE, keN*

Comme [R =1] = R < Metque R =1 =R < r]N[R < v—1]¢ pour tout v > 2, on en déduit que
[R =1] € Apour tout r € N*.
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@ Pour tout k € N,
E(Yy) = P(k € {X1,...,Xn})

(espérance d’une variable aléatoire de Bernoulli) et comme

alors

puisque les variables aléatoires Xj, ..., X;, ont toutes méme loi.

La famille ([X1 = k])k o st un systéme complet d’évenements, donc la série >  P(X; = k)
converge (propriété de o-additivité). Par comparaison de série de terme général positif, la série
> E(Yx) est donc convergente.

@ On sait que 1 < Ry (w) < n pour tout w € Q. En tant que variable aléatoire bornée, Ry, est une
variable aléatoire d’espérance finie. On admet que

+o00 +oo
E(Rn) =) EMJ =) P(ke{Xi,...,Xn}).
k=0 k=0

#y Le Théoréme de convergence croissante nous assure que : si une série de variables aléatoires positives
converge presque stirement sur Q, alors 'espérance de la somme est égale i la somme des espérances (que cette
espérance soit, ou non, finie).

D’apreés la relation de Chasles, pour tout a € N,

a—1 +o0 a—1 +o00
E(Rn) =) E(Yi)+ ) E(V) <) 14+) nP(Xy=k)=a+nP(X; > a)
k=0 k=a k=0 k=a
Soit ¢ > 0.
Comme

Iim P(X;y>a)=0

a—-+oo

par continuité décroissante, il existe ag > 0 tel que

0<P(Xys2a)<

N[ o

Comme 20/, tend vers 0, il existe aussi un rang no tel que

a €
¥n>mn, 0<— <o,
n 2
D’apres la premiere question,
E(R
Vn>mny 0< (Rn) <e
n

ce qui prouve que E(R,,) = o(n) lorsque n tend vers +oco.

# Cette démonstration est dans le cours : c’est ainsi qu’on démontre que le théoréme de sommation des
relations de comparaison avec o.

Si X est une variable aléatoire d’espérance finie a valeurs dans N, alors la série ) nP(X =n)
est convergente. En particulier, pour tout N > 1,

+oo +o0o
Y} PX=n)>N) PX=n)=NP(X>N)>0
n=N n=N

et comme le reste d'une série convergente tend vers 0, on en déduit que

Jim P00 <o),
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@ Soit ¢ > 0. D’apres ce qui précede, il existe un rang n, tel que

¥n>mno, ¥a>0, 0<E(Rn)<a+%.

En étudiant les variations de ne
[a — a4+ ?]

sur ]0,+oo[, on constate que le minimum est atteint pour a = /ne et que ce minimum est égal a
2y/ne. On en déduit donc que
VYn>mne, O0<E(R,) <2vne

et donc que E(R;,) = o(y/n) lorsque n tend vers +oo.

# Cette démonstration est classique : elle permet de déduire I'inégalité de Tchernov de I'inégalité de Markov.
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Soient E, un espace vectoriel normé et A, une partie ouverte de E. Démontrer que
U= [ Be(a,1)
acA

est un ouvert.
NB : B¢(a,r) désigne la boule fermée de centre a et de rayon .

Soit xp € U. Il existe donc un point ag € A tel que

||Xo — (10” <1

# ]| faut faire une figure ! Deux cas doivent étre distingués : ou bien ||xo — aol| < 1; ou bien ||xo — aol| = 1.

@ Si|xp — agl]| =1 <1, alors

[Ix—xoll < 57 € I~ aoll < 1) c
car
I~ aoll < lhe = xoll + xo — aoll < 5 +r=13" <.
Cela prouve en particulier que U est un voisinage de xo.
@ Supposons maintenant que
[xo — aoll = 1. (8)

Comme A est un ouvert et que ap € A, alors A est un voisinage de ay et il existe donc un réel p > 0
tel que la boule ouverte

[[Ix — aoll < p] )
soit contenue dans A. On consideére alors le point by défini par
b():(lo—l-g-()(o—ao). (10)
Comme 0
oo —aoll =3 <o, (11)
on déduit de (9) que by € A. Par conséquent, la boule fermée
[x —boll <1 (12)
est contenue dans U. En outre, par (10),
oo — xo|| = H(] 2) (a0 XO)H -2, (13)
Considérons alors la boule fermée définie par
p
= —_ < - .
Bo = [Ix—xoll < 2] (14)

Par inégalité triangulaire, pour tout x € By,
P
[ = Dol < lx =xoll +[lxo = bol| < T—7 <T.

On a démontré qu’il existait by € A tel que
[lx —xol| < #/a] C [Ilx—bo| <1] Cc UL

Dans ce second cas, U est aussi un voisinage de xo.
@ En conclusion, U est un ouvert de E en tant que voisinage de chacun de ses points.
# Variante — Quelle que soit la nature de la partie A, la partie
V= U [Ix — a<1]
acA

est une partie ouverte de E, en tant qu’union (infinie) de parties ouvertes : on doit savoir que chaque boule
ouverte est une partie ouverte.



rms130-685

Soit E = €'(10,11,R). On consideére une application @ continue et positive sur [0, 1] et telle que

1
J et)dt=1
0

et on pose
1
VfeE, N(f):]f(0)|+J /(1) dt,
0

1 1
No(f) = J f(t)p(t) dt‘+J /()] dt.

0 0

Démontrer que N et N, sont des normes équivalentes sur E.

Comme f et ¢ sont de classe €', les fonctions |f'| et f - @ sont continues sur le segment [0, 1]. Les deux
intégrales sont donc bien définies, donc N et N, sont deux applications de E dans R..
11 est clair que ces deux applications sont positivement homogenes et vérifient I'inégalité trian-
gulaire.
@ SiN(f) =0, alors f(0) =0et

1
J |/(t)| dt = 0.
0

Comme |f'| est une fonction continue et positive dont l'intégrale sur [0, 1] est nulle, cette fonction
est identiquement nulle. Par conséquent, la fonction f est constante sur l'intervalle [0, 1]. Comme
f(0) =0, la fonction f est identiquement nulle.

@ SiNg(f) =0, alors f est constante sur [0, 1] (selon le raisonnement précédent) et

#£0

donc f(0) = 0 et la fonction constante f est donc identiquement nulle.
Bref : N et N, sont bien deux normes sur E.
@ D’apres le Théoreme fondamental (puisque f est de classe €''),

Vxelo,1, f(x)=f0)+ r £/ (t) dt.
0

Par inégalité triangulaire,

1
[f(x)| < [f(0)] +J [f(1)] dt < [f(0)] +J [f/(t)| dt = N(f).
0 \2,—/0 0

X

Par passage au sup, 1l NG
fll o < N(f).

Par inégalité triangulaire,
1

1
J f(t)e(t) dt‘ < J [f(t)] - |@(t)] dt

0 0

et comme
Vtelo, 1, [f(t)]-[et)| < [Iflly - et

on déduit de la positivité de 'intégrale que

1 1
j (B o) dt’ <J lo(t)] dt - ],
0 0
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puis que
1 1
vV fcE, Ny () gJ |<p(t)|dt-||f|\oo+J |f/(t)| dt
0 0

1
< (J lo(t)] dt+1> -N(f).
0

La norme N, est donc dominée par la norme N.

# C'est seulement dans la réciproque qui suit qu’on va vraiment utiliser les propriétés des densités de
probabilité : jusqu’ici, on a seulement utilisé que ¢ était continue par morceaux sur [0, 1].

a Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle atteint un minimum f(m) et un maximum f(M)
et donc
vtelo,1], f(m)<f(t) < f(M).

Comme ¢ est positive, on en déduit que
vte 0,1, fime(t) < f(t)e(t) <f(M)e(t)

et en intégrant cet encadrement sur [0, 1] :

On a donc prouvé que

Or I'image de l'intervalle [0, 1] par I'application continue f est un intervalle et I'image d"un compact
(ici, le segment [0, 1]) est un compact, donc

Par conséquent, il existe xo € [0, 1] tel que

1
L f(D)o(t) dt = f(xo).

@ Un coup d’astuce taupinale, un coup d’inégalité triangulaire :
[F(0)] < |F(0) — f(x0)| + [f(x0)-

D’apres le Théoreme fondamental et I'inégalité triangulaire pour les intégrales,

X0 X0 1
100) i) = || f’(t)dt‘gL Fofdes [ ) a

On en déduit enfin que
1 1
[£(0)] <J [f/(t)| dt + H f(t)p(t) dt’ =N (f).
0 0
Par conséquent,
VfeE, N(f)<2Ng(f)

et les deux normes sont équivalentes.
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Soient (E, ||-||), un espace vectoriel normé; A, une partie non vide de E et k, un réel strictement positif. On
considere une application f : A — R qu’on suppose k-lipschitzienne et on pose

Vx€E gx)= ylg/f\{kllx—yll + f(y)}.

Démontrer que g est bien définie et qu’on peut prolonger f par g sur E.
Démontrer que g est k-lipschitzienne.

Considérons x ¢ A et fixons xo € A (arbitrairement). Comme f est k-lipschitzienne,
[f(xo0) — f(y)| < Klxo — vl
et donc, pour touty € A,
Kllx =yl + fly) > klx =yl + [f(xo) — klIxo —yl[]
> Kk(Ix —yll = [Ixo —yll) + f(x0)
2 k[x —xol| + f(xo). (inég. triang.)

Comme le minorant est indépendant dey € A, on en déduit que 'ensemble

{klx =yl +fly), y € A}

est non vide (puisque A # @) et minoré. Cet ensemble possede donc une borne inférieure et 1’appli-
cation g est donc bien définie sur A°.

@ Considérons maintenant x € A. En reprenant le calcul précédent avec xo = x (possible car x € A
et xo € A avait été choisi arbitrairement), on obtient

Vyek, kix—yl[+f(y) = kix—x| +f(x) =f(x).

Par conséquent,
VxeA, g(x)= {Jrleig{kllx—yll +f(y), ye A} =f(x)

ce qui signifie que g est bien un prolongement de f & E tout entier.
Soient x1, x> dans E.

Par inégalité triangulaire,
VyeA, klxi—yll+fy) <klxi —xafl +kllx2 —yl[ + f(y).
La borne inférieure étant un minorant, on en déduit que
VyeA, ga) <klxi—xzf +klx2 —yll +f(y)

c’est-a-dire
VyeA, gxi)—klx1—xzf <klxa2—yll +fly).

Le minorant est indépendant de y € A, on peut donc passer a la borne inférieure :
glx1) —klx1 —x2| < Jrel/f\{kﬂxz —yll +f(y)} = g(x2).

On a ainsi démontré que
Vxi,x2 € B, glx1) —gl(x2) < k[x1 —x2]|.
Par symétrie, on en déduit que
Vxi,x2 €E, glx2) —g(x1) <kllxz —x1]| = [Jx1 —x2]|
et donc que g est k-lipschitzienne :

YV x1,x2 € E, ‘g(xz)—g(xﬂ] < kfjx1 — x2]|-

#v En cours, cette démonstration a servi a prouver que l'application [x — d(x, A)] est 1-lipschitzienne pour
toute partie non vide de E.
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Pour toute fonction f € €°([0,1],R), on pose
1

Vxelo, 1], T(f)(x) :J f(xt) éntdt.
0

On suppose que E = €°([0,1],R) est muni de la norme uniforme :

VgeE  |gll, = sup |g(x)|.
x€[0,1]

Démontrer que T est un endomorphisme continu de E.
On suppose que F = € ([0, 11, R) est muni de la norme :

N(f) = [£(0)] + ]| -

2.a. | Démontrer que la restriction T : (F,N) — (E, ||-||,) est continue.
2.b. | Démontrer que T(f) € F pour tout f € F et calculer [T(f)]’(0).

Pour tout t € I =10, 1] et tout x € O = [0, 1], on pose
©(x,t) = f(xt) Int.
Régularité — Pour tout t € I, il est clair que

0,11 — [0,1] — R
x — xt — f(xt){nt

est une fonction continue sur Q.
Intégrabilité — Pour tout x € Q, il est clair que la fonction [t — @(x, t)] est continue sur l'intervalle 1.
La fonction f est continue sur le segment [0, 1], donc elle est bornée sur cet intervalle. On en
déduit que
o(x,t) = Ont)
t—0

et donc que [t — @(x,1)] est intégrable sur I = [0, 1[.
Domination — Pour tout x € Q et tout t € I, il est clair que

’(p(x,t)| = ‘f(xt) ﬂnt‘ <[] o - et

Le majorant est indépendant de x € Q et intégrable sur I =10, 1] de fagon claire.
D’apres le Théoreme de continuité, la fonction T(f) est bien continue sur Q = [0, 1].
@ La linéarité de T est claire, donc T est un endomorphisme de E.
@ En intégrant I'inégalité de domination,

1
VxeQ, [TH)] <, J lent] dt = ||f]] .
0

Le majorant est indépendant de x € (), donc on peut passer a la borne supérieure :
VieE [T < Iflle-
Cela prouve bien que
T (B o) = (B [l+floo)
est continue.

& Si f est constante, alors ||T(f)|, = ||f|l, donc 1 est la constante de Lipschitz optimale pour T (alias la
norme d’application linéaire continue).

On admet ici que N est effectivement une norme sur F (exercice classique).
D’apres le Théoreme fondamental,
x

vxelo,1], f(x) :f(0)+J f/(t) dt.
0
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Par inégalité triangulaire,

vx €01, [f(x)]| <|f(0)] +JX /], dt < N(f).
0 ~——

>0
Par passage au sup, on en déduit que
VieF |[fll, < N(f)
et d’apres la premiere question
VEER T < Ifl <N
ce qui prouve que T est aussi une application linéaire continue de (F,N) dans (E, ||-|| )

Régularité — Pour tout t € 1, il est clair que [x — @(x, t)] est de classe ¢! sur Q et

a—(p(x, t) = f'(xt).t{nt.
ox

Intégrabilité — Pour tout x € Q, on a déja démontré que la fonction
[t = @(x,t)]

était intégrable sur 1.
11 est clair que la fonction

{t — %(X’ t)]

est continue sur I. La fonction f’ est continue sur le segment [0, 1], donc elle est bornée sur cet inter-

valle et 3
VxeQ vVtel, ‘(p(x,t)
ox
Comme la fonction [t — t{nt] est intégrable sur |0, 1] (continue avec une limite finie au voisinage de

0), on en déduit que, pour tout x € Q,
0
[t - ‘p(x,t)]

<[]l - ltntl.

ox

est intégrable sur I.
Domination — La domination a déja été prouvée : on a explicité un majorant indépendant de x € Q
et intégrable sur I =0, 1]!
D’apres le Théoreme de dérivation, la fonction T(f) est bien de classe € sur Q et
1
VxeQ, [T(H)]'(x) :J f/(xt) téntdt.
0

a En particulier,

En intégrant par parties, on obtient

1 2 1
t T 1 —1

donc [T(f)]"(0) = ~f'(0)j.

# La fonction {n est de classe ¢ sur 10, 1], mais pas sur [0,1]. Pour bien faire, il faudrait intégrer par
parties sur (o, 1] et faire ensuite (seulement ensuite!) tendre o vers O en justifiant clairement la convergence
de chaque terme.
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Soit M : R — 9tn (R), une application dérivable.
Démontrer que 'application f : R — 9, (R) définie par

VxeR, f(x)=M(x)".M(x)

est dérivable sur R et donner 'expression de f'(x).

Soit A : R — o/, (R), une application continue a valeurs dans I'espace des matrices
antisymétriques et M : R — 9, (R), une application de classe €' telle que

VxeR, M’(x) = A(x)M(x).

On suppose que M(0) € SOy, (R). Démontrer que

Vxe€R, M(x) € SO, (R).
Dire que I'application M : R — 9t (R)

VxeR, M(x)=(my;(x),

shjsn
est dérivable signifie que, quels que soient 1 < i,j < n, I'application
myj R—-R

est dérivable. Dans ce cas,
M'(x) = (mi;(x)),

i’j X )jgn.

# Quel que soit I'espace vectoriel E de dimension finie, si on connait une base #8 = (e1,...,eq) de £, une
application f a valeurs dans E est définie par ses composantes relatives a la base % :

d
f(x) =) filx) - ex
k=1

qui sont des fonctions a valeurs scalaires et la fonction f est continue (resp. dérivable, resp. de classe €’*) si, et
seulement si, ses d composantes f1, ..., fq sont continues (resp. dérivables, resp. de classe €*).

a L'application f est alors définie par

1<i,j<n

VxeR, f(x)= (Z My, i (%) My (X))
k=1

Comme chacune de ses n? composantes est dérivable, I'application f est dérivable et sa dérivée est

donnée par la formule de Leibniz :

VxeR, f'(x)=M(x)".M(x)+M(x)".M'(x).

# On aurait pu aussi remarquer que 'application

O M (R) x My (R) — My (R)
(P,Q)—PT.Q

était bilinéaire et par conséquent de classe € (puisque M, (R) est un espace vectoriel de dimension finie).
D’apres le cours de calcul différentiel,

¥ (Po, Qo,H, K) € M (R)*,  d(Po, Qo) (H,K) = HT.Qo + Py K
et on conclut avec le Théoreme de composition des applications différentiables en remarquant que 'application

[x — (M(x), M(X))]
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est dérivable, de dérivée
[x = (M'(x),M'(x))] .

Comme M'(x) = A(x).M(x), alors

puisque la matrice A(x) est antisymétrique.
@ On déduit alors de la question précédente que

VxeR, f'(x)=—-M(x)".A(x).M(x)+M(x)".A(x).M(x) =0.

Par conséquent, 1’application f est constante sur R (qui est un intervalle), égale a

On a ainsi démontré que M(x) était orthogonale pour tout x € IR.
. Comme M : R — 9, (R) est continue (et méme de classe ¢"') et que det : 9, (R) — R est
continue (en tant que fonction polynomiale des coefficients), ’application

detM : R— R

est continue.
Comme M(x) est orthogonale pour tout x € R, on sait que

Vx €eR, detM(x)==1.

Or R est un intervalle et 'image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle (Théoréeme
des valeurs intermédiaires), donc la fonction det M est constante.
Comme M(0) est une matrice de rotation, det M(0) = 1 et par conséquent, det M(x) = 1 pour
toutx € R.
@ On a ainsi démontré que
VxeR, M(x) € SO, (R).
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Soit A € M, (R). Résoudre dans M, (R) I"équation

XT +X =tr(X).A.
Le membre de gauche est une matrice symétrique, la matrice du membre de droite est quelconque :
nous allons certainement nous simplifier la tiche en nous souvenant que
Mn(R) = Sn(R) & Zn(R).
Quelle que soit la matrice X € 9, (R), il existe un unique couple (S, T) tel que
X=S+T, ST=S, T =-T
On a alors
XT+X=25 et trX=trS

et '’équation devient
2S=trS-A.

On en déduit en particulier que
2trS=trS - trA.

@ Premier cas : si trS = 0, 'équation devient 2S = 0, c’est-a-dire S = 0 et donc X = T, la matrice
antisymétrique T étant quelconque et la matrice A n’apparaissant plus dans I'équation!

@ Deuxieme cas :sitrS # 0, alors il faut que tr A = 2.

SitrA # 2,1'équation n’a pas de solution.

Sitr A = 2, I'équation devient

trA-S=1rS ‘A,
~~
#0

donc il faut aussi que A soit symétrique.
Réciproquement, si tr A = 2 et si A est symétrique, alors on pose

X=aA+T
ol « est réel et T antisymétrique. On en déduit que
trX=atrA+0=2x

et que
XT+X=20A =trX.A,

donc X est bien solution.

» En conclusion, les solutions de 1’équation sont
— d’une part les matrices antisymétriques;
— d’autre part, mais seulement si A est symétrique et si tr A = 2, les matrices de la forme

X=a0A+T

ol « est un réel quelconque et T, une matrice antisymétrique.
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Soient E, un espace vectoriel sur K et f, un endomorphisme de E.

Pour tout endomorphisme g € L(E) tel que f o g = g o f, les sous-espaces vectoriels Ker f et Im f
sont stables par g.

Soit p € L(E), un projecteur. Démontrer que p et f commutent si, et seulement si, Imp et Ker p
sont stables par f.

On suppose que f et g commutent.
@ Soity € Imf. Il existe donc x € E tel quey = f(x) et

g(y) = (gof)(x) = (fog)(x) = f(g(x)) € Imf,

donc Im f est stable par g.
@ Soit x € Kerf : on a donc f(x) = 0 et par linéarité de g, on a g(f(x)) = 0. Comme f et g
commutent, on a aussi f (g(x)) =0, cest-a-dire g(x) € Ker f, donc Ker f est stable par g.

# Clest du cours!
Si f et p commutent, alors Im p et Ker p sont stables par f (d’apres la question précédente).

a Réciproquement, supposons que Im p et Ker p soient stables par f.
On sait que E = Imp @ Kerp et que

VxeE, x=px)+(x—pK). (*)
M~ ———
elmp €Ker p

En appliquant (x) a f(x) au lieu de x, on obtient que

f(x) = (pof)(x) + [f(x) — (p o F)(x)].

Par linéarité de f et du fait que Im p et Ker p sont stables par f, on en déduit que

f(x) = (fop)(x) + [f(x) — (fop)(x)] .
~——
clmp cKer p

Or E = Imp & Kerp, donc la décomposition du vecteur f(x) est unique : par identification, on a donc
Vx€EE, (pof)x)=(fop)x)

donc p et f commutent.

#v ]l ne suffit pas de savoir que Imp et Ker p sont supplémentaires dans E, il faut aussi connaitre et utiliser
la décomposition (x).
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Soit N € My, (R), une matrice nilpotente.
Démontrer que la matrice
In+ N+ NV
est inversible et calculer son inverse.
Démontrer que la matrice
In + 2N +3N2 + - 4 nN!

est inversible et calculer son inverse.

Toute matrice nilpotente est trigonalisable (son polyndme minimal, de la forme X9, est scindé)
et donc semblable a une matrice triangulaire dont les coefficients diagonaux sont tous nuls. Par consé-
quent, les deux matrices

Apn=I +N+... 4 N!

et
Bpn=1I,+2N+ - nN"!

sont semblables aux matrices triangulaires
L+ T4 +T " et I, +2T+3T> 4 4 nT™!

dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1 et donc tous différents de 0 : ces deux matrices
sont donc inversibles.

#> Pour calculer leurs inverses, inspirons-nous des séries entieres : pour |x| < 1,
—+o00
1
E X" =
1—x
n=0
et l'inverse de cette somme est égal a (1 —x); de méme,

+o0
Z ! = 1
— (1—x)2

et l'inverse de cette somme est égal a (1 — x)2.

@ Comme N € M, (R) est nilpotente, alors N™ = 0,, (penser & Cayley-Hamilton!) et
(In=N)In+N+- +N" ) =L, —=N" =1,

(somme télescopique), ce qui prouve que A, est bien inversible et que son inverse est égal a (I, —N).

De plus,

n—1 n n—1
N - (Z(k+1)Nk) =) KNF=N+> kN*
k=0 k=1 k=2
n—1 n+1 n—1
NZ. (Z(k+1)Nk) =) kNF=) kN¥
k=0 k=2 k=2

donc

n—1
(In — N)2By = (I, — 2N + N?) <Z (k+ 1)Nk)
k=0

n—1
- <In+2N + Z(k+1)Nk)
k=2

n—1 n—1
—Z(N +> ka> + ) KNk
k=2 k=2

=1,

ce qui prouve que l'inverse de By, est égal a (I, — N)2.
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Soit f € L(R?), I'endomorphisme canoniquement associé i la matrice

T 1 11

1.0 01
A=11 0 0 1

T 1 11
Donner une base de I'image et une base du noyau de f.
Démontrer que I'image de f est stable par f.

On note g, I'endomorphisme de Im f induit par f. Donner la matrice de g dans une base de Im f.
Déterminer les éléments propres de g.

En déduire les éléments propres de f.
L'image de f est engendrée par les colonnes de A, doncrg f =2 et
Im f = Vect((1,1,1,1),(1,0,0,1)).

D’apres le théoreme du rang, dimKerf = 2 et comme deux relations de liaison entre les colonnes
sautent aux yeux, on en déduit que

Ker f = Vect((1,0,0,—1), (0,1,—1,0)).

Quel que soit 'endomorphisme f, I'image de f est TOUJOURS stable par f! (Et le calcul pour le
prouver est immédiat!)

Prenons pour base de Im f les deux vecteurs donnés ci-dessus :
B = ((1)]) 1) 1)) (1)0)0) 1))
On vérifie que

f(])1s1»1) = (4)232»4) =2 (1)])])1)+2' (1)0)()»1)
f(])o)())]) = (2)2)2>2) =2 (])])1)])+0' (1)0)0)])

et on en déduit que la matrice de g dans la base % est

M:@ g)

# A priori, la matrice trouvée dépend de la base choisie ! Mais c’est sans importance pour la suite.

Le polynome caractéristique de M est égal a X — 2X — 4.
Les valeurs propres de la matrice M sont donc

1+5

et, quelle que soit la valeur propre A de M, il est clair que les vecteurs du noyau de

(M—ALy) = (2;7‘ _ﬁ)

sont proportionnels au vecteur (non nul!)
A
2

o (3) = (775 =)

d’apres le polynéme caractéristique de M.

. De plus,
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# Les vecteurs propres de la matrice M nous donnent des vecteurs propres de g (et donc de f) par leurs
coordonnées relatives a la base 9 que nous avons choisie plus haut.
Plus précisément, un vecteur propre de f associé a la valeur propre A = 1 + /5 est donné par

A-(1,1,1,1) +2-(1,0,0,1) = (A + 2, A, A, A + 2).

En conclusion, 'endomorphisme f est diagonalisable (sa matrice est symétrique réelle...);
— le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 est Ker f, dont on a donné une base plus

haut;
— le sous-espace propre associé a la valeur propre 1+ /5 est la droite dirigée par le vecteur
(1+V5) - (1,1,1,1) +2-(1,0,0,1)

— et le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 — /5 est la droite dirigée par le vecteur

(1=v5)-(1,1,1,1) +2-(1,0,0,1).
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|| Deux matrices de 93 (IR) ayant (X — 1)(X — 2)? sont-elles semblables ?

Soit A € M3(R), une matrice dont le polynéme caractéristique est égal a
(X—=1)(X—=2)2.

Comme ce polynodme est scindé, la matrice A est trigonalisable et semblable a une matrice de la forme

2
T=1{0
0

SN o

b
c
1

Toutes ces matrices ont méme rang (3), méme déterminant (4), méme spectre ({11, 2,}), méme trace
(5)... Sont-elles pour autant semblables ?

@ Le polyndme minimal de A (qui est aussi celui de T) est un diviseur unitaire du polyndme carac-
téristique, qui possede les mémes racines que celui-ci. Par conséquent, il n’y a que deux possibilités :

— sip = (X —1)(X—2), alors le polyndme minimal est scindé a racines simples, donc A est

diagonalisable;

— sip = (X—1)(X —2)?, alors le polyndéme minimal est scindé mais avec une racine double,

donc A n’est pas diagonalisable.

En discutant sur les parametres a, b et ¢, nous allons voir que ces deux cas sont compatibles
avec le polyndme caractéristique donné — et donc que toutes les matrices A considérées ne sont pas
semblables.

@ Tout d’abord, quels que soient les coefficients a, b et c, le rang de la matrice

1 a b
T*I3: 0 1 C
0 0 0

est égal a 2, donc
dimKer(A —13) = 1.

Au contraire, le rang de la matrice

0 a b
T-2I3=(0 0 ¢
0 0 -1

est égal a 1 pour a = 0 et égal a 2 pour a # 0.
Par conséquent,
— ou bien a = 0 et dans ce cas

dimKer(A — I3) + dimKer(A — 2I3) = 3 = dim R?

et la matrice A est diagonalisable;
— ou bien a # 0 et dans ce cas

dimKer(A — I3) + dimKer(A — 2I3) = 2 < dim R?

et la matrice A n’est pas diagonalisable.
Conclusion : Les matrices

200 21 0
Ao=10 2 0 et A7=10 2 0
0 0 1 0 0 1

ne sont pas semblables (puisque Ay est diagonalisable alors que A; n’est pas diagonalisable). Elles
ont méme polyndme caractéristique :
(X=1)(X~-2)?

mais pas le méme polyndme minimal.



rms130-784

L'endomorphisme @ : My (R) — M, (R) défini par
VM e My (R), oM)=M+MT
est-il diagonalisable ?

# Attention a ne pas mélanger ¢, I'endomorphisme de 9t (R) étudié ici, avec les matrices @(M) qui sont
toutes diagonalisables (puisqu’elles sont toutes symétriques et réelles).

@ On doit savoir que la transposition
T=[M—MT]
est une symétrie sur M, (R). Elle est donc diagonalisable et
Mn(R) = Sn(R) ® An(R)

ot 'espace Sy, (R) des matrices symétriques est le sous-espace propre associé a +1 et I'espace A (R)
des matrices antisymétriques, le sous-espace propre associé a —1.
Cela étant rappelé, on constate que
¢ =Id +T,

donc ¢ est diagonalisable, Sy, (IR) est le sous-espace propre associé a 2 et A, (R), le sous-espace
propre associé a 0 (alias le noyau de ).

#> Bien entendu, il est possible de traiter cet exercice par le calcul... Mais si cela ne pose pas de réelle difficulté,
il faut bien veiller a ne pas diviser par zéro!
Concretement : Si M + MT =AM, alors
— ou bien A #£ 0 et dans ce cas

1
M = X(M+ M") e Sy (R)
et donc
®(M) =2M
doitA=2;
— ou bien A = 0 et dans ce cas
M+MT =0

donc M est antisymétrique.
11 ne reste plus qu’a compter les dimensions pour conclure.
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Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de I'endomorphisme de 9, (C) défini par

VM €My (C), ®M)=tr(M)-I, + M.

Soit M € 9, (C), un vecteur propre de ¢ associé a la valeur propre A. Cette matrice M est non nulle
et vérifie
tr(M)I,, + M =AM
soit
A—1M =tr(M).I,,.
@ Deux cas se présentent :

— oubien A =1 et dans ce cas, il faut que tr(M) =0;
— oubien A # 1 et dans ce cas

In ()
doncM € C - I,.
# Cest le passage un peu surprenant de l'exercice : négliger le calcul de A pour lire la relation (%) sous la

forme M = (...) - L.

@ Sous-espace propre associé a A =1
L'ensemble H = [tr(M) = 0] est un hyperplan de M., (C) (en tant que noyau d'une forme linéaire
non identiquement nulle) et
VMeH, @®M)=M.

Donc 1 est valeur propre de O et
Ker(® — 1) = [tr(M) =0].

: L’autre sous-espace propre
11 est clair que
O(l,) = (n+ 1,

donc (n+ 1) est valeur propre de ® et le sous-espace propre associé a cette valeur propre est la droite
vectorielle C - 1,,.

# La premiere partie de I'étude (analyse) nous a montré que les sous-espaces propres de @ étaient contenus
dans des sous-espaces vectoriels clairement identifiés. Il ne nous restait donc plus qu’a étudier les inclusions
réciproques pour pouvoir conclure.

@ Conclusion
Comme n > 1 (!!!), 'endomorphisme @ possede exactement deux valeurs propres distinctes :
1, associée a I'hyperplan H et (n + 1), associée a la droite C - I,,.
Comme la somme des dimensions des sous-espaces propres est égale a la dimension de 'espace :

dimH+dimC - I, = [dimM, (C) — 1]+ 1 =dim M, (C)
(et peu nous importe que cette dimension soit égale a n2...), 'endomorphisme @ est diagonalisable.
# On peut donc calculer facilement la trace et le déterminant de O :
ro=m?>—1x1+n+1)=nn+1)
det® = 1"~ x m+1)"'=m+1).
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On considere la matrice

4 -6 0
A=[3 5 o emm).
3 6 5

Diagonaliser A. En déduire une expression de A™ pour n € N.

Soient (Un)nen, (Vn)nen e (Wn)nen, trois suites réelles telles que

YneN, upir =—4u, + 6vy,
Vi1 =3un + 5vy,
Wnoy1 = 3up + 6v, + 5w,

On pose alors

VneN,  Xo=(un va wa)'

2.a. | Exprimer X1 en fonction de A et de Xo.
2.b.

En déduire une expression de un, vy, et wy_en fonction de ug, vo et wo.

# La forme particuliere de la matrice A se préte a des calculs bourrins : la troisieme colonne nous montre
que 5 est valeur propre et nous pousse a calculer le polyndme caractéristique en développant par la derniére
colonne.

Dans ces conditions, le cofacteur de (X — 5) est le polyndme caractéristique de la sous-matrice

5 5)
3 5
dont il suffit de calculer la trace et le déterminant.
Le polynéme caractéristique de A est égal a
(X=5)(X* =X —=2) = (X=5)(X—=2)(X+1).

# La factorisation du polyndme caractéristique peut se finir de téte : la somme des racines du facteur de degré
2 est égale a 1 et leur produit a —2, donc ces racines sont 2 et —1...

@ ]l est clair que le sous-espace propre associé a 5 est la droite vectorielle dirigée par

0
Ez=1(0
1
Comme
-6 —6 0
A=-2I3=1| 3 3 0},
3 6 3

le sous-espace propre associé a 2 est la droite vectorielle dirigée par

1
—1
1

De méme, comme
-3 -6 0
A+Ilz3=1 3 6 0],
3 6 6
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le sous-espace propre associé a —1 est la droite vectorielle dirigée par

()

En posant

on obtient donc une matrice inversible (puisque les trois droites propres sont en somme directe) telle
que
Q 'AQ = Diag(5,2,—1)

(d’apres la Formule du changement de base).
@ On en déduit que
¥neN, A"™=QDiag(5",2" (-1)")Q .

Comme la matrice Q est assez sympathique, on se lance dans le calcul de I'inverse :

2 1 0 1 1 0 1 0 0
-1 -1 0 0 -1 0 0 1 0
Q 0 0 1 0 0 1 0 0 1 I3
<13>“‘ o -1 1|71 =1 1T 21 _<Q—‘>
0 1 0 -1 1 0 -1 -2 0
10 0 1.0 0 11 0

T2 1
Q'=|-1 -2 0].
T 1 0

Apres quelques calculs un peu lassants, on trouve finalement

0 0O -1 -2 0 2 2 0
AT=5"10 0 O|+2™| 1 2 0)4+(-1"—-1 =1 ©
1 2 1 -1 -2 0 0o 0 0

| S

Ps P2 P

pour toutn € IN.

#v La connaissance tres précise du Théoreme de décomposition des noyaux et de la théorie des polynomes
interpolateurs de Lagrange nous permet d’éviter les calculs fastidieux !
Les facteurs (X —5), (X — 2) et (X + 1) sont deux a deux premiers entre eux, donc les polyndmes
(X=2)(X+1), (X=5)(X+1) et (X—5)(X—2) sont globalement premiers entre eux (Théoréme de décomposition
des noyaux) et il existe donc trois polynomes Us, U, et U_; tels que

Us.(X=2)(X+ 1)+ Uz.(X=5)(X+ 1)+ U_1.(X=5)(X=2) =1

(oui, c’est Bézout!).
Les polyndmes interpolateurs de Lagrange associés aux scalaires 5, 2 et —1 sont, comme on sait :

(X—=2)(X+1) (X=5)(X+1) (X —5)(X—2)
5-2)5+1)" (2=52+1) (=1=5)(=1-2)

La somme de ces trois polynémes prend la valeur 1 lorsqu’on substitue 5, 2 et —1 a X (a chaque fois, un terme
est égal a 1 et les deux autres sont nuls). Comme cette somme est un polynéme de degré inférieur a 2, on en
déduit que

(X=2)X+1) (X=5)(X+1) (X=5)(X-2)

18 - 9 - 18 =1

(C’était notre programme La résolution de 1’équation de Bézout sans larmes.)
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En revenant a la démonstration du Théoreme de décomposition des noyaux, on en déduit que les matrices
obtenues en substituant A a X :

1 1 A-23 A+l
Ps=—(A—2I3)(A+I3) =~ > >

18 2 3 3 (15)
—1 5; —A A+1
Pr= 5 (A-SL)A+1y) = 5 =5, (16)
-1 1 53—A A-2I;
P4 —ﬁ-(/\ 5I3)(A —2I2) = 2 T3 T3 (17)

sont les projecteurs spectraux associés aux valeurs propres de A et par conséquent
VneN, A"=5%-Ps+2"-Py+(=-1)"-P_4.

Attention a ne surtout pas développer les expressions des projecteurs spectraux en fonction de A : c’est
seulement sous la forme ci-dessus qu’ils sont simples a calculer puisque

3 2 0
5133—/\: PR
1 -2 0
A-ay (220
=11 o),
12 01
122 0
A%IS: 1 2 0
12 2

En résumé, on a remplacé les six produits matriciels

Q Diag(1,0,0)Q"", QDiag(0,1,0)Q"", QDiag(0,0,1)Q""
et le calcul préalable de Q' par les trois produits matriciels

(A—=2I3)(A+13), (A—=5I3)(A+13), (A—>5I3)(A—-2I).

Ca vaut vraiment le coup d’étudier les détails de la théorie!

Il est clair que

et donc que

On en déduit que

VnelN, u,=-2"(uy+2vp)+2.(—1)"(uo + vo),
i = 2" (o + 2vo) — (=1)" (uo +vo),
wn = 5™ (up 4+ 2vo +wo) — 2™ (up + 2vp).

YneN, Xpii =AXn

VneN, X,=A"X,.
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Soient A et B, deux parties non vides de R%. On pose

A+B={a+b, (a,b) € AxB}.

On suppose que A est une partie ouverte. Démontrer que A + B est une partie ouverte.

On suppose que A et B sont des parties fermées. L'ensemble A + B est-il nécessairement une partie
fermée?

Comme la partie A est ouverte, c’est un voisinage de chacun de ses points et donc, pour tout
a € A, il existe un rayon r(a) > 0 tel que la boule ouverte V, de centre a et de rayon r(a) soit
contenue dans A.

Par conséquent, pour tout (a,b) € A x B,

(a,b) € Va+b={x+b,x€ Vs} CA+B.

On en déduit que

A+B= |J (Va+b).
(a,b)EAXB

Or V, + b est I'image de la boule ouverte V, par la translation [x — x + b], c’est-a-dire I'image réci-
proque de l'ouvert V, par la translation réciproque [x — x — b], donc V4 + b est un ouvert.

On a ainsi démontré que A + B était un ouvert (en tant qu'union de parties ouvertes).
Considérons une suite convergente (U, )necn d’éléments de A + B, de limite £ : pour toutn € N,
il existe une suite (an)nen d’éléments de A et une suite (b )nen d’éléments de B telles que u,, =
an + by

En tant que suite convergente, la suite (un )nen est bornée. En revanche, rien ne nous assure que
les suites (an )nen et (bn)nen soient bornées!

& ]I faut toujours penser aux formes indéterminées !

Supposons néanmoins que la suite (an)nen Soit bornée. Dans ce cas, la suite (bn)nen est bornée elle
aussi (différence de deux suites bornées) et comme R? est un espace de dimension finie, le Théoreme de Bolzano-
Weierstrass nous assure qu’il existe une suite extraite (a1 )en qui converge vers Ly et, comme A est fermée,
lo € A

La suite (W (k) )ken converge vers { (suite extraite d’une suite convergente).

En tant que différence de deux suites convergentes, la suite (b, (k) )ken converge aussi vers by = € — g
et, comme B est fermée, ly, € B. Onadonc =1L, + ¢, € A+ B.

Mais voila : rien ne nous prouve que la suite (an)nen soit bornée!

Considérons les ensembles
A=Kx=20Nkxy=1 e B=x=0nNkxy<-1].

L’ensemble A est 'image réciproque du fermé [0, +oo[ x [1,4o00[ par l'application continue ® =
[(x,y) — (x,xy)]. De méme, I'ensemble B est I'image réciproque du fermé [0, +oo[ x ] —o00, —1] par ®.

#v Un intervalle fermé est une partie fermée pour la topologie de R et un produit cartésien de parties fermées
de R est une partie fermée de R?.
D’autre part, les deux composantes de © sont des applications polynomiales de R? (espace de dimension
finie) dans R, donc © est bien continue sur R2.

Pour tout entier n > 1, considérons a,, = (/,,n) € Aetb, = (/h,—m) € B. On a alors
Un = Qn + by = (%,0) et la limite des u,, est clairement 'origine (0,0). S'il existait deux points
a=(xq,Ya) € Aetb = (xp,Yp) € B tels que (0,0) = a+b, alors on aurait x, +xp = 0avecx, > Oet
xp = 0, donc x4 = xp = 0. Mais (0,y) n’appartient ni a A, ni a B (quelle que soit la valeur dey € R)!

On a ainsi démontré qu’il existait deux fermés A et B de R? tels que la somme A + B ne soit pas
fermée.

# On peut démontrer que A + B est le demi-plan ouvert [x > 0].
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Soit A € M, (C), une matrice telle que
Vi<k<n, trMF=0.

Démontrer que M est nilpotente.

Soient A et B, deux matrices de 9t (C) telles que A soit semblable a A + tB pour tout t € C.
Démontrer que B est nilpotente.

Soit (My)x>1, une suite de matrices semblables entre elles. On suppose que My converge vers la
matrice nulle O, lorsque k tend vers +-00. Démontrer que My est nilpotente.

Réciproquement, soit Mo, une matrice nilpotente. Démontrer qu'il existe une suite (My )x>1 de
matrices semblables entre elles qui converge vers la matrice nulle.

#v La premiére question est un archi-classique, qui constitue un exo dans I'exo. ]'en donne une démonstration
élémentaire a défaut d’étre breve.
Une autre démonstration (par récurrence et avec le concours du Théoreme de Cayley-Hamilton) fiqure
dans le cours.

Comme M est une matrice a coefficients complexes, elle est semblable & une matrice triangulaire.
Ennotant Ay, ..., A, les valeurs propres (distinctes) de M et my, ..., m, leurs multiplicités respectives,
on a donc

vi<k<n, (M=) miAf=o0. M
i=1

@ Evidemment, la relation précédente est fausse pour k = 0O puisque

tr(M®) = tr(I,,) = n.

# Si M était une matrice i coefficients réels, il ne faudrait pas hésiter a faire comme si ¢’était une matrice i
coefficients complexes, puisque ni les hypotheses (nullité de la trace des itérées), ni le résultat final (M™ = 0,,)
ne dépendent de la nature réelle ou complexe des coefficients.

D’apreés la relation (1),

7\1 7\2 )\r my 0
AN A [ me 0
Do : S I I 2
ATAL o A A, 0

Comme les multiplicités m; sont des entiers non nuls, la matrice carrée n’est pas inversible et son
déterminant, nul, est quasiment un déterminant de Vandermonde :

M Az e Ar
)\% )\% e A2
. . . :7\17\2...7\TXV(?\],)\z,...,Ar). (3)
AN, - AT

Ce déterminant de Vandermonde est différent de 0 puisque les A; sont deux a deux distincts. Par
conséquent, I'une des valeurs propres A; est nulle (et toutes les autres sont différentes de 0) : quitte &
changer les indices, on peut supposer que A, = 0. La relation (1) devient alors

r—1
vi<k<n, tr(MM) =) miAf=0 (4)
i=1
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et on peut cette fois en déduire que

>\1 s )\T,1 my 0
. . . — E . (5)

r—1 r—1
AT A Amy 0

Cette matrice carrée est alors inversible (son déterminant n’est pas nul) et admet un vecteur non nul
dans son noyau! C’est impossible... sauf si r — 1 = 0! Autrement dit : r = 1 et A, = 0 est la seule
valeur propre de M.

Ainsi, M est semblable a une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont nuls
et par conséquent M™ = 0y,.

# Comme on sait, le déterminant de Vandermonde est lié aux polyndmes interpolateurs de Lagrange. Avec
une petite astuce de calcul bien placée, on peut abréger un peu la démonstration.
Puisque

.
vi<k<r, ) miAf =0,
i=1

alors

VPeK, X, > miALP(A) =0.
i=1

(Toute I'astuce consiste a considérer les polynomes sous la forme XP puisque tr(M°) # 0.) Comme les A; sont
deux a deux distincts, on peut considérer les polyndmes interpolateurs (Li)1<i<r associés, qui sont tous de
degré (r—1) et
.
VI<i<r,  0=) miAuli(A) = my A

Comme les multiplicités m; sont toutes supérieures a 1, on en déduit que tous les A; sont nuls. Comme ils sont
deux a deux distincts par hypothése, on conclut que r =1 et Ay = 0.

Deux matrices semblables ont méme trace, donc
vVtedC, tr(A) = tr(A) +t - tr(B)

et donc tr(B) = 0.
Comme A et (A +t - B) sont semblables, leurs itérées sont également semblables et donc

Vk>1, tr(A*) = tr[(A +t - B)¥].

Piege! Comme A et B ne commutent pas, on ne peut pas appliquer la formule du binéme pour
développer (A + t - B)*. Pas grave! On sait tout de méme que

(A+t-B)<=t<.B*+...

otl les matrices regroupées dans - - - constituent une expression polynomiale en t de degré strictement
inférieur a k. On a donc
VteC, tr(A*)=t* tr(B*)+---

otl les complexes regroupés dans - - - constituent toujours une expression polynomiale en t de degré
strictement inférieur a k.

Cette égalité entre expressions polynomiales est vraie pour une infinité de valeurs de t (pour
tout t € C en fait) et comme le membre de gauche ne dépend pas de t, on en déduit en particulier
que tr(B*) = 0 pour tout k > 1.

D’apres la premiere question, la matrice B est donc nilpotente.

# Attention avec la formule du bindme! Elle s’applique quand les deux termes commutent, ce qui n'est a
priori pas le cas ici. De plus, la relation bien connue tr(MN) = tr(NM) ne nous est pas d'un grand secours.
On peut vérifier que

tr(A 4+ B)? = tr(A?) + 2tr(AB) + tr(B?)
tr(A + B)® = tr(A3) + 3tr(A?B) + 3tr(AB?) + tr(B?)
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mais ¢a coince des le degré 4 car

tr(A.BAB) = tr(BAB.A)tr(AZ.BZ) = tr(AB2.A)
= tr(B.A%?B) = tr(B%.A?).

La trace est une forme linéaire sur 9, (C), espace vectoriel de dimension finie, c’est donc en
particulier une application continue.
@ Comme la suite de matrices (M, )pcn converge vers la matrice nulle 0,,, on en déduit que

lim tr(M,) =0.

p—+oo
Comme les matrices M, sont toutes semblables, leurs traces sont égales et en particulier
tr(Mo) = 0.
a Comme produit de suites convergentes, la suite de matrices
(M) pen

converge vers la matrice nulle quel que soit I'entier k > 1 (mais pas pour k = 0, bien stir!).

# Si deux suites (Myp)pen et (Np)pen convergent respectivement vers A et B, alors la suite produit
(MpNy)pen converge vers AB, le produit des deux limites.
Cela s’explique par le fait que la multiplication matricielle peut étre vue comme une opération bilinéaire
sur un produit d’espaces vectoriels de dimension finie :

Mn (C) x Ma (C) — ML (C).

Comme M, est semblable a M, la matrice M est semblable a M et le raisonnement précédent
nous donne que
Vk>1, tr(M§) = 0.

@ D’apres la premiere question, la matrice My est nilpotente.

Comme M, est nilpotente, elle admet un polynéme annulateur scindé n’ayant que 0 pour seule
racine. Elle est donc semblable a une matrice triangulaire dont tous les coefficients diagonaux sont
nuls : il existe P € GL,,(C) telle que

0 t12 -+ tin
PilMoP =Ty =

th1 ,m

0 oo o0
Considérons maintenant I'endomorphisme u de C™ représenté par la matrice Ty dans la base
Bo = (e1y...,en).
On a en particulier

ufer) =0
u(ez) =ti12-eg

u(en) :t1,n -er + ""‘Ftnfl,n en—1.
Pour tout entier k > 1, la famille

B = (ei)1<ign

= (knii . ei)1<i<n = (kn71 . e],kn72 ~€2,...,K-en_1,€n)

lx
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est évidemment une base de C™ et
u(e)) =k ule;) =0

t
wer) =k 2 uler) = 22 g

k
t, tho,
u(en) = ulen) = kn“] g4+ “k T e

= L (k)
K-t
i=1
j—1
_ iy iy
= T e
i=1
La matrice de u relative a la base %y est donc
t t t t
t t
T =
0 tnfknf] tn]ZZZ,n
tn 1,n
K
0 v e ... 0

Comme Ty et Ty représentent le méme endomorphisme u dans deux bases différentes, ces deux ma-
trices sont semblables et comme Ty est, par construction, semblable a M, toutes les matrices Ty sont
semblables a M,.

On passe de Ty a Ty en divisant les coefficients de Ty par des entiers supérieurs a k, donc Ty
converge vers la matrice nulle lorsque k tend vers +oo.

On a ainsi construit une suite (Ty )xen de matrices semblables a la matrice Mo qui converge vers
la matrice nulle.

# Impossible de s’en sortir sans avoir bien compris le mécanisme de la trigonalisation !
Si une matrice est trigonalisable sans étre diagonalisable, on peut choisir comme on veut l'ordre de gran-

deur des coefficients au-dessus de la diagonale, simplement en étirant plus ou moins les vecteurs de la base
qu’on a trouvée.

# Cette propriété un peu étrange des matrices nilpotentes signifie que l'ensemble des matrices non diagona-

lisables n’est pas fermé : on a construit une suite convergente de matrices non diagonalisables et pourtant la
limite de cette suite est diagonalisable.

On retrouve cette propriété dans plusieurs exercices.
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On pose
+oo] x
f(x) = — Arctan —.
(x) T;n rcanTL

Démontrer que f est définie sur R.
Etudier la régularité de f, puis la limite de f et celle de f' au voisinage de +oc.

Pour tout entier n > 1, on pose

VxeR, un(x)= l ~Arctanz.
n n

@ Soit A > 0.
Chaque fonction u,, est croissante et impaire, donc

Vx e [_A) A}) |1,Ln(X)| < un(A)
et, lorsque 1 tend vers +oo, le réel A étant fixé,

A
un(A) ~ ﬁ.

On a ainsi prouvé que la série de fonctions ) u, convergeait normalement sur chaque segment
[—A, Al
Comme les fonctions i, sont évidemment continues sur [—A, A], on en déduit que la somme f
est continue sur
R=|J[-A AL

A>0

Chaque fonction u,, est de classe ¢! sur R et
VxeR, ul(x)= vl

On en déduit que
Vn>1,VxeR, 0<u (x)<—

ce qui prouve que la série dérivée ) u/ converge normalement sur IR.
a Comme on a déja justifié que la série de fonctions ) u, convergeait simplement sur R, on en
déduit que la somme f est de classe ¢! sur R et que

VxeR, f'(x)= Zua(x) > 0.

La fonction f est donc croissante sur R. Elle admet donc une limite, finie ou infinie, au voisinage de
+o00.
@ On a vu plus que la série de fonctions ) u;, convergeait normalement sur R et donc, en parti-
culier, qu’elle convergeait uniformément au voisinage de +oo.
Chaque fonction u/, tend vers 0 au voisinage de +o0, donc f’ tend vers 0 au voisinage de +oo
(Théoreme de la double limite).

# Quant a la limite a l'infini de la fonction f, c’est plus compliqué a rédiger, mais c’est trés classique. Apres
avoir jeté ses idées au brouillon, on rédige dans un ordre cohérent et ¢a donne a peu preés ¢a.

@ Soit S > 0. Comme la série harmonique est une série divergente de terme général positif, il existe

un rang Ny tel que
No
T 1
= E —]>s.

n=1
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Comme

il existe Ag > 0 tel que

On a ainsi établi que
VS>0,3A0>0,Vx>Ap f(x)=S

c’est-a-dire : la fonction f tend vers +-co au voisinage de +oo.

# Autrement dit, au voisinage de l'infini, le comportement de f ressemble a celui de la fonction {n.
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On pose
+o00
(=D"
fx) =) s
n=1
Déterminer le domaine de définition de f.

Démontrer que f est continue sur R, .
Démontrer que f est intégrable sur RY_ et calculer son intégrale.

Pour tout n € IN*, on pose
1

Un(x) = 14+ n2x2’
a [l est clair que la suite (un (x))TL eN- tend vers 0 en décroissant pour tout x # 0. D'apres le Critere
spécial des séries alternées, la série ) u, (x) est alors convergente.
Pour x = 0, le terme général u,(0) = 1 ne tend pas vers 0, donc la série ) u,(0) diverge
grossierement.
Le domaine de définition de f est donc D = R*. Comme la fonction f est évidemment paire, on
va l’étudier sur R .

Pour tout a > 0,on a

1
1+n2a?’
On a un majorant indépendant de x, qui est le terme général d"une série convergente, donc la série de

fonctions Z u, converge normalement sur [a, +o00[. Comme toutes les fonctions u,, sont continues,
on en déduit que la somme f est continue sur

Vx € [a,4ool, |un(x)|<

R} = | J la,+ool.

a>0
# Pour cette question, le Critere spécial des séries alternées n’apporte rien.

Comme on intégre sur un intervalle non borné, la convergence normale et la convergence uni-
forme ne sont d’aucun secours.
@ Pour tout n € N¥, la fonction positive u, est évidemment intégrable sur ]0, +o0[ et

—+o00 +o0 1 dy T
L ”ﬂ(")d"—L 5y n n

(changement de variable affine y = nx) et par conséquent la série

+oo
Z L |un(x)‘ dx

est divergente : on ne peut donc pas appliquer le théoreme lebesguien d’intégration terme a terme.

# La méthode usuelle en pareil cas consiste a appliquer le Théoréme de convergence dominée a la suite des
sommes partielles de la série de fonctions. Mais le Critére spécial des séries alternées nous dit comment majorer
le reste de la série, pas comment majorer les sommes partielles...

w D’apres la premiére question, le reste d’ordre N, défini par

+oo

RO = ) (—1)Mun(x)

n=N-+1
est une fonction continue sur ]0, +-oo[. D’apres le Critere spécial des séries alternées,

1

R —
Vx>0, ‘RN(XH STINT T2

*)
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donc Ry est intégrable sur ]0, +oo. Comme toutes les fonctions u,, sont intégrables sur ]0,+oco[, on
en déduit que
f=—u+-+ (—1)Nun + Ry

est bien intégrable sur ]0, +o00[ et, par linéarité de l'intégrale,

+oo N +oo “+o00
J fx)dx =) (—1)“J Un (x) dx +J Rn (x) dx
0 = 0 0
N
7] n +o00
_y ! )“+J R (x) dx
2n 0
n=1
L’encadrement (%) et la positivité de 1'intégrale nous donnent
+oo +o0 dx T
> < = .
vNZT, L Rni(x) dx \L T+ (N+1)2x2 ~ 2(N+1)
On en déduit que
+o0 +oo
—1n —min2
J fr)dx=y Nt oming
0 = 2n 2

# D’apres le Critere spécial des séries alternées, la fonction f est négative (la somme est du signe du premier
terme), c’est pourquoi l'intégrale de f est négative.

# Le calcul de la somme est un classique, qui se montre trés facilement : tout d’abord

> (=hrMttdt

I
Mz
ST
+|=
==
+
S
+
8

n=0 0 n=N+1
= EN =)™ + J 1 ﬂ dt (somme géométrique)
B n+1 Jy T+t & d
n=0
et ensuite
(—t)N T N1
vog<t<, ’ ‘ <N
1+t
donc, par positivité de l'intégrale,
1 N+1 1
—t 1
[0 g [foveran
o T+t 0 N+2
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Soit Q =R x R* C R2.
Déterminer les fonctions f € €' (Q, R) telles que

of of
V(x,y) € Q, xa(x,y) +y@(x,y) = af(x,y)

pour un certain « € R.
Déterminer les fonctions f € €' (Q, R) telles que

of of x
vxy) € Q, Xa(MU)JFU@(X»y):g\/W.

#o [l est bon de savoir que les expressions

xﬁ—&— ﬁ et g—xﬁ
0x yay 9ax oy

conduisent a passer en coordonnées polaires.

L'ouvert Q = R x R* en coordonnées cartésiennes correspond a l’ouvert U = 10, 4+o0[ x 0, 7t[ en
coordonnées polaires. On connait les formules :

X =T1C0s 6, Yy =71sinb

et on peut utiliser ici les formules réciproques :

x
T=vx?+y?, 6 = Arccos ————.

X% +y?2

(Onn’en aura pas besoin.)
a Les applications (x,y) — (1,0) et (1,0) — (x,y) sont des bijections réciproques 1'une de 'autre
et toutes les deux de classe €' (sur Q et sur U respectivement).
Par conséquent, si f et g sont reliées par

f(x,y) = g(,0)

la fonction f est de classe ¢! sur Q si, et seulement si, la fonction g est de classe ¢ Tsur U.
@ D’apres la regle de la chaine,

dg of dox _of dy

or  ox or dy or

et donc
Qg _ o oo
o ox Yy
Par conséquent,
of of
Vixy) e, xo Ty, T f(x,y)
équivaut a
0
vine)el, 99 %gre) =o.
or r

@ On reconnait ici une équation différentielle linéaire du premier ordre dont I'inconnue est la fonc-
tion [r — g(r, 0)] (o1 'angle 0 est fixé).
On en déduit qu'il existe une fonction K : 10, 7t[ — R telle que

v (r,0)elU, g(r,0)=K(O)- r~.

En particulier,
VOo<0<m K(©)=g(1,0)
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et comme g est de classe "' sur U, on en déduit que K est de classe €' sur 10, 7.
@ On vérifie facilement que
g =I[(r,0) — K(0).7]
est une solution de I’équation
0g «

a—? (T‘,@)ZO

quelle que soit I'application K de classe ¢''.
@ En conclusion, la fonction f(x,y) est une solution de classe "' sur Q de I'équation

si, et seulement si, il existe une application K(0) : 10,71l — R de classe ¢! telle que
v,y e, flxy)=g(r,6)=XK(0).r%

Méme cadre théorique. Cette fois, I’équation en f(x,y) devient

r%g _ 32 \/m cot .

Comme 0 est fixé, la résolution est trés simple! La fonction f(x,y) est une solution de classe €' sur
Q si, et seulement si, il existe une application K(8) : ]0, [ — R de classe €' telle que

2
V(r,0) elU, ¢g(r,0)= 3 3/2 \/cos3 0 + sin® 0 cotB + K(8).
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On munit R? de sa structure euclidienne canonique et on considére une application
f:R—R?
de classe €. On suppose que, pour tout t € R, le vecteur f(t) n’est pas nul et que la famille
(f(), /(1))
est liée. On pose alors
f(t)

Démontrer que 'application g est de classe €1 et que, pour tout t € R, le vecteur g'(t) est a la fois
colinéaire et orthogonal au vecteur f(t).

En déduire Iexistence d'un vecteur e € R3 tel que

vVtel, f(t) eR-e.

Cette propriété est-elle encore vraie lorsque la fonction f s’annule ?

Comme f est de classe €' et ne s’annule pas, on a

R — R — R — R
t o= 1) = (fIf(L) — (f[E)[f(t)

donc I'application [t — ||f(t)||] est de classe ¢ en tant que composée de fonctions de classe €' et
d’apres la Formule de Leibniz (dérivation d"un produit — ici d’un produit scalaire)

d () [P
a(Hf(t)H)—i“f(t)H -

. En tant que quotient de fonctions de classe ¢! (dont le dénominateur ne s’annule pas), la fonc-
tion g est de classe ¢! et
/(1) f(t) d
- = = (|If()
IFON (ee))*  dt (Hecom
P HIEm) ()
[F(E)]l I£(t)|°

g’(t)

Par hypothese, le couple de vecteurs (f (1), f’ (t)) est une famille liée et le vecteur f(t) n’est pas nul,
donc il existe x(t) € R tel que

et par conséquent
sy o) F(8) alt) [[F(E))° - F(1)
= — = 0.
9t ()] Ol

La fonction g est donc constante sur l'intervalle R. Il existe donc un vecteur e = g(0) unitaire
tel que
vVteR, gt)=e

et par conséquent
vVteR, f(t) =||f(t)]|-e € R-e.

#y Réciproquement,

(WIF()

iy (F .
VteR, f'(t) = TGl ecR-e

donc les vecteurs f(t) et f'(t) forment une famille liée.



rms130-922 2

Pour t > 0, on pose f(t) = t2.ejet pour t < 0, on pose f(t) = t2 . e5. Ces deux définitions sont
cohérentes, car (0) = 0 dans les deux cas.
1l est clair que f est de classe ' sur R* avec

Vt>0, f/(t)=2t-e; et Vt<0, f'(t)=2t-e,.

De plus, f(t) = O(t?) lorsque t tend vers 0, donc f est en fait dérivable en t = 0 avec f’(0) = 0.
Les expressions de f'(t) pour t # 0 montrent alors que f’ est bien continue sur R.
Donc f est une application de classe ¢! sur R et

Vt#£0, f’(t):%-f{t) et f(0)=0

donc le couple (f(t),f’(t)) est une famille liée pour tout t € R.

# Interprétation cinématique : si le vecteur position f(t) et le vecteur vitesse sont proportionnels, alors le
mouvement est rectiligne tant que le vecteur position ne s’'annule pas; si le vecteur position et le vecteur vitesse
s’annulent simultanément, alors on peut changer de direction lors du passage par ’origine...
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Pour (a,b) € €2, on pose
3a+2b —4a—b 2a
Magb=| 2a+b —-3a—-b 2a
b —b a
puis
E={Mgpy, (a,b) € C?}

x
-~

VneN* R,={MeE:M" =1}

Calculer Mi,0Mo,1, Mo, 1M1 0, M(z)y] et M%,O'
Démontrer que E est un sous-espace de 93 (C). Est-ce une sous-algebre de M3(C) ?
Déterminer Ry, pour tout n € IN*.

HENE

Trouver une matrice inversible P telle que la matrice P~ My oP soit diagonale et que la matrice
M 0P soit triangulaire supérieure.
5.| Calculer PML‘)bP*1 en fonction den € N* et de (a,b) € C?, et retrouver Ry,.

-

On définit les deux matrices indiquées par I'énoncé.

import numpy as np
import numpy.linalg as alg

M1
MO1

(<]
1l

np.array([[3, -4, 2], [2, -3, 2], [0, 0, 1]1)
np.array([[1, -1, o], [1, -1, O], [1, -1, O]])

On calcule ensuite les produits demandés.

np.dot(M10, MO1l)
np.dot(MO1l, M10)
np.dot(MO1, MO1)
np.dot(M10, M10)

On constate que ces deux matrices commutent :
Mi,0Mo,1 = Mo, 1M1 0 =My 1
que la matrice Mo est nilpotente d’indice 2 :
MG, =03
et que la matrice M o est une matrice de symétrie :
M7, =1s.

Par définition, E est le sous-espace de Mt3(C) engendré par les matrices M o et Mg 1, c’est donc
un sous-espace de N3 (C)!

Le sous-espace E ne contient pas I3 et comme M7 , = I3, il n’est pas non plus stable par produit :
aucune chance que ce soit une sous-algebre de M3(C)!

Puisque les matrices Mg 1 et M o commutent, on peut appliquer la formule du binéme :
¥Yn>2 (aMyo+bMo1)" =a™M},+na™ 'bM} Mo
= anM?’o + T].Cl1171 bMoy] .

(Il n"y a que deux termes dans cette somme car My, est nilpotente d’indice 2.)
@ Sinest pair, alors M7 5 = I3 et

(aMi,0+bMo )" =13 & a3 +na™ "dbMy =1; (18)
& (a"—1)I3+na™ "bMy =0; (19)
& a"=1 et b=0. (20)
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Dans ce cas, les matrices solutions sont les matrices aM; o avec a parcourant l'ensemble U,, des
racines n-iemes de 'unité. (Il y a donc n solutions distinctes.)
@ Sin estimpair, alors M7y = My g et
)

(aMi,0+bMo )" =13 & a™Mj,o+na™ 'bMo,1 + (—1)I3 =03

ce qui est absurde puisqu'une telle propriété est une relation de liaison entre M o, Mo 1 et I3, alors
que
I3 ¢ E = Vect(M o, Mo,1)

(ce qui signifie que la famille (I3, M1 0, Mo 1) est libre.
Dans ce cas, il n'y a donc pas de solution.
On ne peut pas espérer réduire les deux matrices M o et Mo ;1 simultanément (= avec une
méme matrice de passage) sans les étudier en détail au préalable.
a On avu que My, était nilpotente d’indice 2.
C’est une matrice de rang 1, donc ses colonnes non nulles dirigent son image :

ImMoJ =C- (1,],])
et chacune de ses lignes nous donne une équation cartésienne de son noyau :
KerMp =[x —y =0l

On vérifie ainsi que 'image de la matrice est contenue dans son noyau (c’est pourquoi elle est nilpo-
tente de rang 2).
@ On sait que M, o est une matrice de symétrie : elle est diagonalisable, ses valeurs propres sont
+1 et il nous reste a identifier ses sous-espaces propres.
Les matrices

M10-np.eye(3)
M10+np.eye(3)

nous disent que
KerMj,0—I3)=x—2y+2z=0] etque Ker(M;o+1I3)=R-(1,1,0).

@ Interprétons la matrice P cherchée comme la matrice de passage de la base canonique vers une
nouvelle base & = (¢1, €2, €3).
Comme P~'M; (P est diagonale, il faut que les trois vecteurs &y soient des vecteurs propres de
M, 0.
Comme P~ "M, 1P est triangulaire supérieure et que la matrice Mo ;1 est nilpotente, les coeffi-
cients diagonaux doivent étre nuls et il faut donc que

Mo, 161 =0, More2 =0 €1, Morez=p &1 +7v" &2

Le vecteur (1,1,0) est a la fois un vecteur propre de M o (associé a la valeur propre —1) et un
vecteur du noyau de My, (c’est-a-dire un vecteur propre associé a la valeur propre 0).

Le vecteur (1,1, 1) vérifie simultanément I'équation x —y = 0 et I'équation x — 2y + z = 0, donc
c’est un vecteur propre de M o (associé a la valeur propre 1) et un vecteur propre de My 7 (associé a
la valeur propre 0).

En posant ¢1 = (1,1,0) et e, = (1,1, 1), il nous reste a trouver un vecteur &3 linéairement indé-
pendant de €5 et €, (pour compléter la base) dans le sous-espace propre Ker(Mj o — I3). Comme les
sous-espaces propres de M o sont en somme directe, il suffit de choisir ¢3 dans Ker(M; o — I3), non
proportionnel a ¢,. Faisons simple et prenons par exemple €3 = (1,0, —1).

P =np.array([[1, 1, 0], [1, 1, 1], [1, O, -1]1).transpose()
R10 = np.dot(np.dot(alg.inv(P), M10), P)
RO1 = np.dot(np.dot(alg.inv(P), M0O1l), P)

On trouve

P~'M; (P = Diag(—1,1,1) et P "My P=[0 0 1
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On en déduit que

—a 0 0
P '"MopP=aP "M oP+nP '"Mo P=[ 0 a b
0 0 «a
et par conséquent (formule du bindme évidemment)
(—a)™ 0 0
P’1M2’bP = (P "MqpP)" = 0 a™ nba"!
0 0 a™
On en déduit que
PIME P =13

si, et seulement si, (—a)™ = a™ =1 et b = 0: on a bien retrouvé la caractérisation précédente.
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=

Soit M € My, (R), une matrice nilpotence d’indice d.
.a. | Démontrer que d < .

II

.b. | Démontrer que M? — 1,, est inversible et exprimer son inverse.
Soit M € My, (C). On suppose que

]

M* 4+ M3 + M? + M+ I, = On.

.a. | Démontrer que |tr M| < n.
2.b. | Etudier le cas d'égalité.
m Etudier le cas M. € Min (R).

Par hypothese, X? est un polyndme annulateur de M.

Par définition, le polyn6me minimal de M est un diviseur unitaire de X4, donc il est de la forme
XK.

Par définition de I'indice de nilpotence, X4 est en fait le polyndme minimal de M.

D’apres le Théoreme de Cayley-Hamilton, le degré du polyndme minimal de M est inférieur a
n,donc d < n.

II

# On peut donner une démonstration moins savante (mais pas plus courte) en étudiant les sous-espaces
Ker f* pour 0 < k < d. Plus précisément, il s’agit de démontrer que

VOo<k<d, Kerf®gKerf<'

On en déduit alors que
Vo<k<d, dimKerf*"' > 1+ dimKerf*

(inégalité stricte entre nombres entiers) et donc (récurrence finie) que
VO<k<d, dimKerf*>k.
En particulier, comme fd est | ‘endomorphisme nul,

n=dimE = dimKerf¢ > d.

Comme M est nilpotente, son spectre est réduit a {0} (le spectre est I’ensemble des racines du
polyndéme minimal). Par conséquent, pour tout réel A # 0, la matrice M — AL, est inversible, donc la
matrice

MZ —Ih= (M_ In)(M‘l' In)

est inversible (en tant que produit de matrices inversibles).
Pour tout entier pairp > d — 1, on a donc
~M? =T ) + M2 M+ MP) =1, —MP T2 =1,
puisque, par hypotheése sur p, onap + 2 > d. On en déduit que
(M2 —1,) ' = —(In +M? +M* +... + MP)

quel que soit 'entier pair p > d — 1 (en changeant I’entier p, on ne fait que rajouter des termes nuls a
la somme).

La matrice M € M, (C) admet 1+ X + X2 + X3 + X* pour polyndme annulateur.
@ Dans le corps C(X) des fractions rationnelles,

X5 —1

THX+X2+ X3+ X =
+X+ X2+ X3+ T

donc les racines du polynéme annulateur sont les racines cinquiémes de 'unité a 1’exception de 1,
donc le spectre de M est contenu dans Us.



rms130-954 2

En particulier, notre polynéme annulateur est scindé a racines simples (dans C[X]), donc la ma-
trice M est diagonalisable.
a Comme M est une matrice a coefficients complexes, son polyndme caractéristique est scindé et
par conséquent

trM = Z mp - A.

A€Sp(M)
Par inégalité triangulaire,
[tr M| < my - Al = my =n.
<S> m >

AESP(M) o= :’{/ A€Sp(M

Il y a égalité dans l'inégalité précédente si, et seulement si, les termes complexes de cette
somme ont tous le méme argument modulo 27t (cas d’égalité pour l'inégalité triangulaire dans C),
c’est-a-dire si M n’admet qu’une seule valeur propre.

Comme M est diagonalisable, on en déduit que M est une homothétie, de rapport A € Us \ {1}.

#v Faut-il préciser que la réciproque est évidente ?
Si M est une matrice a coefficients réels, elle ne peut pas étre une homothétie de rapport

A € Us \ {1}, donc I'inégalité est stricte :
[tr M| < n.
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Soient A et B, deux matrices de 9, (C) telles que
VkeN, tr(A¥)=tr(B¥).

Les matrices A et B sont-elles semblables ?
Démontrer que les polyndmes caractéristiques de A et de B sont égaux.

Les matrices

01 0 00 1 00 0
A=[0o o 1], B=[0 0 0], z=[0 0 0
000 00 0 00 0

ne sont pas semblables (leurs rangs sont deux a deux distincts) et pourtant,
Vke N tr(A*) =tr(B*) =tr(Z) =0

et
tr(A°) = tr(B®) = tr(Z°) = 3.

Comme les matrices A et B sont des matrices a coefficients complexes, elles sont semblables
a des matrices triangulaires Ta et Tg : il existe deux matrices inversibles P et Q (a priori distinctes)
telles que

VkeN, AF=PTiP ! et B*=QT5Q .

Comme deux matrices semblables ont méme trace, on en déduit que
VkeN, tr(TX) = tr(A*) = tr(B¥) = tr(TE).

Nous supposerons donc dorénavant que les matrices A et B sont triangulaires.

En particulier, leurs polynomes caractéristiques sont tous les deux scindés et unitaires. Pour
démontrer qu’ils sont égaux, il reste donc a vérifier qu’ils ont les mémes racines avec les mémes
multiplicités.

@ Notons Ay, ..., Ap, les valeurs propres (complexes, deux a deux distinctes) de A et «q, ..., &,
leurs multiplicités respectives (appartenant a N*). On a donc

P
VkeN, tr(A%) =) ai-Af.
i=1

On a de méme, avec des notations analogues,

q
VkeN, r(B¥) =) Bi-uk.

i=1

Par conséquent,
P q
VKEN, Y oai-AF—) Bi-uf=o0.
i=1 i=1

Pour simplifier cette expression, nous allons poser

Ath<igp Ulmihgicq = vihigigr

On a donc

VkeN, Zyi-v]f:()
i=1
avec
o5 —PBe€Zy sivi=A =g €Sp(A)NSp(B)
Yi = (o] > 1, sivy = }\j S Sp(A) \Sp(B)
—Be <=1, sivi=pe €Sp(B)\Sp(A).
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Les complexes v; étant deux a deux distincts, la matrice de Vandermonde qui leur est associée est
inversible. Or la famille (vi)1<igr st un vecteur qui appartient au noyau de cette matrice : tous les
Y1 sont nuls. On est donc dans le premier cas, quel que soit I'indice 1 <i < .

On en déduit que les familles (o;)1<i<p et (Bi)1<icq sont égales a 'ordre pres (en particulier
P = q). Si on prend la peine de les réindexer pour que

Vi<i<yp, o4=084

on en déduit aussi que y; =0 = py — vj.

On a ainsi démontré (en admettant un résultat bien connu sur les matrices de Vandermonde)
que les matrices A et B ont les mémes valeurs propres avec les mémes multiplicités.

Par conséquent, ces matrices ont méme polyndme caractéristique.
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Quels que soient les polyndmes P et Q de R[X], on pose
1
0[PQ) = | IPQI) dt.

Démontrer que @ est un produit scalaire sur R[X].
Programmer une fonction phi(P,Q) qui renvoie la valeur de ¢ (P, Q).

[#]]=]

3.| Démontrer qu’il existe une, et une seule, suite orthonormée (Pn)nen telle que, pour tout n € N, le
degré du polyndme Py, soit égal a n et que le coefficient dominant de Py, soit positif.
Programmer une fonction renvoyant le polynome Pr,. Déterminer les polynomes Py pour 0 < k < 4
et tracer les graphes des fonctions polynomiales associées sur [—1,1].

Démontrer que, pour tout n € IN*, le polynome Py, est scindé i racines simples et que ses racines
appartiennent a l'intervalle ouvert 1—1, 1.

Démontrer que, pour tout n € IN*, les racines de Py, séparent les racines de Py 1.

Il s’agit d’abord d’exprimer l'intégrande f en fonction des polynomes P et Q (ce qu’on fait
au moyen d’une fonction locale, qui n’existe qu’au sein de la fonction phi(P, Q)) puis d’intégrer la
fonction f sur [—1,1].

from numpy.polynomial import Polynomial
from scipy.integrate import quad
import numpy as np

X = Polynomial([0, 1])

def phi(P, Q):
def f(t): +# fonction locale
return np.abs(t)*P(t)*Q(t)
integrale = quad(f, -1, 1)[0]
return integrale

#v La fonction quad renvoie un couple constitué de la valeur approchée de l'intégrale et d'une estimation de
Uerreur commise. Ici, seule la valeur approchée de l'intégrale nous intéresse, d’oit le [0] dans la définition de la
variable integrale .

Partant de la base canonique (X™)n>0, 'algorithme de Gram-Schmidt construit de proche en
proche une base orthonormée (P, )nen en calculant des projetés orthogonaux :

n—1
Qo=X"  V¥n=1 Qu=X"=) (X"[P) P
i=0
puis en les normalisant :
Qn
YnelN, P,= .
C T lIQall

11 est ainsi clair, pour tout n € IN, que P,, est un polynéme de degré n dont le coefficient dominant
1/]|Qn || est positif.

# La réciproque est classique, mais difficile en ceci que la démonstration risque de ne pas s’improviser.

@ Considérons maintenant une suite orthonormée (A, )nen de polyndmes, échelonnée en degré :
deg A, =n pour tout n € N et dont les coefficients dominants sont tous positifs.

Par hypothese, Ay est un polyndme constant de norme 1, de méme que Py. Comme le sous-
espace des polyndmes constants est une droite, on en déduit que Ay = £Po. Mais pour les deux
polyndmes, la constante est aussi le coefficient dominant : elle est donc positive et par conséquent
Ao = Po.

Supposons qu’il existe un rang n € NN tel que

Ao=Po, A1 =Py, ..., An=P,.
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Comme
Rn—H [X} = VeCt(PO) Py PR »Pn+1) = VeCt(AOaAl yo. ')An—H ))

il existe une (unique) famille de scalaires (o )ockgn+1 réels tels que

n+1 n
Ani1 =) P o 1P + Y oAk
k=0 k=0

Par hypothese,
vo<i<m, (AngrlAi) = (P |Pi) =0.

Donc, pour tout 0 <i < n,

n
0= (Ans1lAL) = anp1 (Prst AL + ) o (AxlA)
k=0

2
o, Onet (Png1|Pi) + aif|Adll
= Xi.

On en déduit que Ani1 = any1Pny1. Mais ||Ani1]| = [|[Pnyr]] = 1, donc [an 1] = 1 et comme les

coefficients dominants de A, ;1 et P, 1 sont de méme signe (positifs), on en déduit que a1 = 1.
On a ainsi démontré par récurrence que A,, = P, pour toutn € N.

L’algorithme de Gram-Schmidt ne nous permet pas de calculer P;, sans calculer Py, ..., Pn_1,

donc notre fonction va renvoyer la liste (Py )ock<n et pas seulement Py,.

def GramSchmidt(n):

base = BaseCanonique(n) # cf ci—dessous

for i in range(n+1):
# projection orthogonale avec la famille déja construite
P = base[il
for j in range(i):

P =P - phi(P, base[j])x*base[j]

# normalisation
base[i] = P/np.sqrt(phi(P, P))

return base

Cette fonction s’appuie sur la fonction BaseCanonique(n) qui renvoie la famille (X*)o<x<n.

U = Polynomial([1]) # X°
BaseCanonique(n):

, B=U, [ U]

or i in range(n): #V 0<i<mn,
P = PxX # X1 =XtX
.append (P)

eturn B

II ne reste plus qu’a tracer les courbes avec les méthodes usuelles.

import matplotlib.pyplot as plt

BON = GramSchmidt (4)

T = np.linspace(-1, 1)

for i, P in enumerate(BON):
plt.plot(T, P(T), label="P_{}".format(i))
plt.legend(ncol=5, loc=8)

Les propriétés a établir aux questions suivantes apparaissent clairement.
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N

o
T

— PO — P1 — P2 — P3 — P4

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

# Classique, tres difficile si on ne I'a pas déja étudié attentivement.

On sait que P,, est un polynome de degré n. Il possede donc au plus n racines distinctes et nous
allons considérer seulement les racines

—l<ag<--<ar_1<1
qui se trouvent dans l'intervalle |1, 1[ et dont la multiplicité est impaire. Supposons que r < n, de telle

sorte que le polyndme
B= ] X—ay

o<k<r

appartienne au sous-espace R, [X] = Vect(Po,...,Pn_1).
Par construction, P,, est orthogonal au sous-espace R,,—1[X], donc

0= (P,|B) = r 1 [t|Pn (t)B(t) dt
et comme les expressions Py, (t) et B(t) s’annulent en changeant de signe en méme temps sur l'inter-
valle d’intégration (pour t = ao, ay, ..., ar_1), on en déduit que
[t — [t[Pn(t)B(t)]
est une fonction continue, de signe constant et d’intégrale nulle sur [—1, 1]. Cela signifie que
Vte[-1,1], [tPo(t)B(t)=0

ce qui est impossible (en tant que polyndmes non nuls, P, et B n’ont qu'un nombre fini de racines).

Notre hypothése r < n est donc absurde : le polyndme P,, posséde donc au moins n racines
de multiplicité impaire dans |—1, 1[ et comme deg P, = n, il posseéde en fait n racines simples dans
]—=1,1L Le polynome P, est donc scindé a racines simples et toutes ses racines se trouvent dans
I'intervalle ouvert |—1, 1[.

% [nutilement difficile! Suivre les indications de I'examinateur et ticher d'y répondre intelligemment.
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Soient E et F, deux espaces vectoriels normés de dimension finie et f, une application continue de E dans F.
On suppose que f : E — F est une application propre au sens oir I'image réciproque de tout compact de F
est un compact de E.

Démontrer que I'image par f d'un fermé de E est un fermé de F.

Démontrer que f est propre si, et seulement si,

lim ||[f(x)|| = +oo.

[Ix]|—+o0

# Sif : E — Fest une application continue, alors

— l'image réciproque par f d’'un fermé quelconque B C F est un fermé de E et

— Uimage par f d'un compact quelconque Ko C E est un fermé de F.

En revanche, I'image réciproque d’un compact de F n’est pas toujours un compact de E : si f est constante
et égale a yo, alors 'image réciproque du compact {yo} est égale a E et n’est donc pas compacte (pas bornée!).

De méme, l'image directe d’un fermé de E n’est pas toujours un fermé de F : I'épigraphe de la fonction
[x — VA, défini par

A=xy=1]

est un fermé de £ = R? (image réciproque du fermé [1,+ool par I'application continue [(x,y) — xyl) mais

I'image de A par la projection orthogonale sur I'axe des abscisses, égale @ R*, n'est pas un fermé de F = R.

a Soient A C E, une partie fermée, et B = f,(A), son image par f. On considére une suite (yn )nen
d’éléments de B qui converge vers y € F et I'ensemble

K ={yn, n € N}U{y}

qui est une partie compacte de F.

# Justifier la compacité de la partie K est un exercice en soi...
@ Par définition des yn, pour tout n € NN, il existe x,, € A tel que

Yn = f(xn)

et 'ensemble {x,, n € N} est contenu dans l'image réciproque f*(K), qui est, par hypothese sur f,
une partie compacte de E.
Comme (xn Jnen est une suite d’éléments du compact f*(K), il existe une suite extraite (xn, Jxen
qui converge vers w € f*(K).
s Par continuité de f,
Yn, = flxn, ) —— f(w)
k—+o0

et comme la suite (yn, Jxen, extraite de (Yn)nen, converge vers y, on en déduit que
flw) =y.

@ Par construction, les x,,, appartiennent tous a A qui est, par hypothese, une partie fermée. La
limite w de la suite (xn, )xen appartient donc a A et par conséquenty € f.(A).
On a ainsi démontré que B était une partie fermée (caractérisation séquentielle des parties
fermées).
Nous allons procéder par double implication.
a Soit A > 0. L'ensemble
o] < A] c e

est une partie compacte en tant qu'image réciproque par f, application propre, de la partie compacte
[yl <A] cF.
En particulier, c’est une partie bornée, donc il existe ro > 0 tel que

VxeE, [[fx)] <A = |x|| <Ta.
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Par contraposée,
Vx€EE, [x[|>ra = [[fX)]|>A

et on a bien démontré que
lim  ||f(x)|| = +oo.

lIx[l—=+00
@ Réciproquement, on suppose ici que
VA>0,310>0, [x[|>m0 = [fx)] >A.
On consideére une partie compacte K C F. Cette partie est bornée, donc il existe rx > 0 tel que
VyekK, [yf <.
En prenant A = r¢ > 0, on déduit de I'hypothése qu’il existe un seuil ry > 0 tel que
x| =10 = Hf(x)H > K.

Par contraposée,

flx) e K = [[f(x)| <7«
= Xl <o

ce qui signifie que I'image réciproque [f(x) € K] est bornée.
Par ailleurs, la partie K est fermée et f est continue, donc 'image réciproque [f(x) € K] est fermée.
Comme E est un espace vectoriel de dimension finie et que K est une partie fermée et bornée,
alors K est une partie compacte de E.
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Pour tout entier n € N, on pose

Calculer wg et wy. Représenter graphiquement un, pour n < 100. Que peut-on conjecturer ?
Démontrer cette conjecture.

2]
Démontrer que

Lok nu,
Vne]N,quadZ—:—.

=6 2

On commence par calculer efficacement les coefficients binomiaux (}) : il faut pouvoir les cal-
culer pour 0 < k < n an fixé. Le mieux est de chercher une relation de récurrence :

— on initialise avec (7) = 1;

— on poursuit en remarquant que, pour 1<k<n,

n\ n! B nln—k+1)
(k) Ckm—k)!  k(k—=D!In—k+1)!

- n—k+1 n
N k k—1)°

def c_binom(n):
CB = [1]
for k in range(1l, n+l):
cb = CB[-1]*(n-k+1)//k
CB.append(cb)
return CB

#v La maniére suivante n’est pas indiquée par I'aide-mémoire officiel du concours Centrale.

def c_binom(n):
CB = [cb(n, k) for k in range(n+1)]
return CB

On calcule ensuite facilement les valeurs de iy.

CB = c_binom(n)
S=0
for c in (B:

S +=1/c
return S

On vérifie bien que up = 1 et g = 2.

@ On peut alors tracer I’évolution de u,, en fonctionde 1 < n < 100.

liste_u = [u(n) for n in range(101) ]
plt.plot(liste_u, '0’)
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Il semble bien que la suite (un Jnen converge vers 2.
Tout d’abord, () = (I) = 1 et comme tous les coefficients binomiaux sont positifs, on en déduit
que u, > 2 pour toutn > 1.

Ensuite, (1) = (,";) =n, donc la somme

tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
Sin >4, il reste alors (n — 4) termes dans la somme u,, et

n n n nn-—1)
<ks<n-— = > [

d<u, <24 24 2n=d)
n n

(n—1)

On en déduit que la suite (un)nen converge effectivement vers 2.

si bien que

=2 + O(Vn)

> [l est important de savoir ici que la famille des () est d’abord croissante, puis décroissante, ce qu’on voit
bien sur la figure suivante (pour n = 50).

1.4leld

1.2+ e o

1.01-

0.8

0.6

0.4

0.2}

L] L]
0.0 sannna® . . LY VOPON
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Cette derniére question demande de se rappeler la symétrie des coefficients binomiaux!

_ i (n]:) +i(® car (1) = (")

# Cette propriété est facile a vérifier en pratique grice au code précédent.

(B, S = c_binom(n), 0

for k, ¢ in enumerate(CB):
S += k/c

return S, nxu(n)/2
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Soit ) an, une série convergente (indexée par N*) dont le terme général est strictement positif. On pose

+oo
VyneN, R,= ZE; ayg.
k=n+1

On suppose que a, = 1/n2 pour tout n € N*. En approchant Ry, par la somme des 100 premiers
termes, représenter sur une méme figure les séries ) an, ) “pttet ) i

VRn
Démontrer que

vneN, <o /Ry — Rut).

VRn
En déduire la nature de la série 3_ ‘1/%\‘ .
Démontrer que
n
a R
Yn>m>1, Yy s Sl
k—m Rk Rm

En déduire la nature de la série y_ “5=+L.
n

Démontrer qu’il existe un unique réel /2 < o < 1 tel que la série

An41
2 o

converge pour 3 < o et diverge pour f > «.
Expliciter oo dans le cas an, = 1/n2 et dans le cas an, = c™ (avec 0 < ¢ < 1).

La série de terme général a,, = /2 est bien convergente!
L’énoncé suggere 'approximation

ce qui nous donne le code suivant.

def a(n):
return 1/nx*x*2

def R(n):
s =0
for k in range(n+1, n+101):
s += a(k)
return s

Il reste ensuite a calculer les sommes partielles des trois séries considérées. Si on tient absolu-
ment a éviter le copier/coller, il est assez facile de définir une fonction abstraite mais ce n’est pas une
nécessité : I'important ici est de produire vite un code qui fonctionne, pas un code efficace ou élégant.

S=20

for i in range(1l, n+l):
S += u(i)

return S

Ce qui suit est trés laid (on fait trois fois la méme chose, c’est un bon exemple de ce qu’il ne
faudrait jamais faire), mais facile a coder et a vérifier.

A = [somme_part(a, n) for n in range(1l, 101) ]

def u(n):
return a(n+1)/R(n)
U = [somme_part(u, n) for n in range(1l, 101) ]
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def v(n):
return a(n+1)/np.sqrt(R(n))
V = [somme_part(v, n) for n in range(1l, 101) ]

Il reste a tracer les courbes. On rappelle qu’en fournissant une seule liste de nombres (£x)o<k<n
a I'instruction plt.plot, on obtient une courbe interpolatrice des points (k, {x) pour 0 < k < n.

plt.plot(U, label="u")
plt.plot(V, label="v")
plt.legend()

On constate sur la figure que la série > “E—g‘ semble converger pour p = O et 3 = 1/, alors

qu’elle semble diverger pour o = 1, ce qui est en accord avec la suite.

IIIIIIIHIIEI
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On définit deux suites (Xn)neN €t (Un)nen en posant xo =yo = 0 et

VneN, xpn=+v7—Yn e Yn =+/7+%xn.

Démontrer que les suites (Xn)nen et (Un)nen sont bien définies.
Calculer les 20 premiers termes de ces suites et conjecturer leurs limites respectives.
On suppose que les suites (xn)nen €t (Un)nen convergent. Déterminer leurs limites respectives €

et Ly.
K =[0,V7] x [0,\/7 + V7]

On pose
V(X)U)EK) f(X, ):<\/7_ >V7+X)'

En munissant R? de la norme ||-||,, démontrer que I'application f est k-lipschitzienne pour un certain
k<1
Déterminer un entier no tel que

et

Yn>mno, [6—xal <1072 et [0 —ynl <1073,

Vérifier numériquement.

Démontrer que les suites ne sont pas monotones.

Onabien0<xo<7et0<yo<7.
Si x, et yn sont bien définis et si 0 < xn,yn < 7, alors

Xn+1 =V7—Yn et Ynp1 =17 +xn

sont bien définis et de plus
0< xns1 <V7 et 0<V7<yns1 < V14T,
On a ainsi démontré par récurrence que (Xn)nen et (Un)nen sont bien définies et que
VnelN, 0<xn,yn < 7.

# On aurait pu raisonner avec K au lieu de [0,7] x [0, 7] mais, pour le moment, ¢ca n’avait pas d’intérét.

Le calcul des 20 premiers termes ne pose pas de difficulté.

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def xy(n):

X, y=0,0

liste_x, liste_y = [x], [yl

for i in range(n):
X, Y = np.sqrt(7-y), np.sqrt(7+x)
liste_x.append(x)
liste_y.append(y)

return liste_x, liste_y

Lx, Ly = xy(20)
plt.plot(Lx, 'ro’)
plt.plot(Ly, ’b+")

On constate que les x,, sont rapidement proches de 2 et que les y,, sont rapidement proches de 3.
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Si la suite (xn)nen converge vers {; et si la suite (yn)nen converge vers €, alors on déduit de
la relation de récurrence que

b =+7—1 etque € =+7+1{
(par composition de limites). On en déduit que

G+6L=7=06-10

et donc que
(61 +02) (& — L2+ 1) =0.
~—
>0
On a donc

G+l +1=7 et 5-0L+1=7

avec {1 > Oet {, > 0 (en tant que limites de suites positives). On en déduit que ¢; = 2 et {;, = 3,
conformément a la figure ci-dessus.
En raisonnant comme plus haut, on constate que le compact K est stable par f. Comme (xo,Yo) €
K, on en déduit que tous les (xn,Yyn) appartiennent a K.

@ Sojent (a,b) € Ket (x,y) € K. Par définition de la norme ||-||;,

(6 y) = f(a, )|, = [V7 =y = V7 =0 + [V7 +x— V7 +d].
Les fonctions 0 = [t — /7 — t] et x = [t — /7 + t] sont dérivables et

1 1
= ——— < —
W7+t 2T

VO<t< V7 +V7, ‘e/(t)‘zzx/;—tg \/ 1 \f.
W7 —V7+ V7

D’apres 'inégalité des accroissements finis, les fonctions x et 6 sont lipschitziennes et admettent

1
k= ~ 0,253

W7 —V7T+V7

pour constante de Lipschitz commune. On en déduit que

Vo<t<vV7, [X'(1)]

[f(x,y) — fa,b)||, < kly —bl+kIx —al =k|[(x,y) — (a,b)]|;

etonabien0 <k < 1.
On déduit de la propriété de Lipschitz que

VneN, |6 —xnl <K' —Xol < V7-K"
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et de méme que

an]N) |€2_yn|<kn|€2_90|< \/7+\ﬁkn

Comme k ~ /4, on en déduit que, pour n = 6, on aura |1 — x| < 1073 et [€; — yn| < 1073.
@ Vérification faite avec le code suivant, I'objectif est presque atteint des n = 5.

def erreur(n):
Lx, Ly = xy(n)
X, y = Lx[-11, Ly[-1]
return n, np.abs(2-x), np.abs(3-y)

Désolé!
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Soient E, un espace vectoriel et u, un endomorphisme nilpotent de E. Démontrer que v = Idg +u est

inversible et déterminer v,

Soit P € RIX].
Démontrer qu'il existe un unique polynome Q € RI[X] tel que

Q"+Q=P

On suppose que P € Z[X] et que P est divisible par X™. Démontrer que Q € Z[X] et que Q(0) est
divisible par n.
On suppose que 1 = P/q avec (p, q) € N* x IN*. Pour tout entier n € IN, on pose

Pn=(p—aX)"
et on note Qn, 'unique polynome de R[X] tel que
n+ Qn="Pn.
En considérant

-I 7T
— | Pn(t)sintdt,
n! Jo

démontrer que T est irrationnel.
Supposons que l'indice de nilpotence de u soit égal a d et posons

d—1
w=T—u+-+ (=) Tud T =Y (—w* e L(E).
k=0

Il est clair que v et w commutent (ce sont des polynémes en u) et

a—1
wov=> (—u)*o(I+u)
k=0
a—1
=3 (—DFuk +uk)
k=0
a—1 d
= Z (—=T)*uk — Z (—=1)*uk (changement d’indice)
k=0 k=1
=T+(—1)%u? (télescopage)
— (car u? = we)
donc v est inversible et i
vfl — Z (_] )k\)k
k=0

# Question treés classique!
Soit d, le degré de P. Il est clair que u = [Q — Q"] est un endomorphisme nilpotent de
E = Rq4[X] et son indice de nilpotence est inférieur a d (peu importe sa valeur exacte).

# Sur R[X], I'endomorphisme [Q — Q"] n’est pas nilpotent ! (Bien que 0 soit sa seule valeur propre...)

D’apres la question précédente, I'endomorphisme v = I +u est inversible, donc il existe un, et
un seul, polyndéme Q € Rq4[X] tel que

Q"+Q=v(Q) =P
De plus,

d d
Q=v (P =Y (~1NF(P) = 3 (~1)kPCR 1)

k=0 k=0
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En tant qu’endomorphisme de R[X] (et pas de Rq4[X]), I'application v est inversible car
VQ eR[X], degv(Q)=degQ

et en particulier, 'image de la base canonique est une famille de polynoémes échelonnés en degré.
On en déduit d'une part qu’il existe un, et un seul, polyndme Q € R[X] tel que Q" + Q =P et
d’autre part que deg Q = degP.
@ ]l est clair d’apreés (21) que : si les coefficients de P sont des entiers relatifs, alors les coefficients
de Q sont aussi des entiers relatifs.
. Comme P est a coefficients entiers, P(?¥) est aussi un polynome a coefficients entiers et en parti-
culier P(2¥)(0) est un entier.
Supposons que P € Z[X] soit divisible par X" : il existe donc un polynéme U,, € Z,[X] tel que
P = X™.U,. D’apres la Formule de Leibniz,

2k o
Pl =% ( : ) -DI(X™)- D¢ U,
=0 \)
en notant D la dérivation sur I'espace des polynomes.
Par définition,
. n! .
Vi<n, D(X") = ~ - X"
(n—j)!
D™(X™) =nl!

Vi>n, DI(X")=0

et par conséquent,
— si 2k < m, alors P(2K)(0) = 0 puisque tous les termes sont nuls;
— si 2k > n, alors

2k

n

P2KI(0) = (

On sait que les coefficients binomiaux sont des entiers et comme U,, est un polyndéme a
coefficients entiers, on en déduit que

(D2 Un)(0) € Z.

) -n!- (D2*™U,)(0).

Quel que soit l'entier k, I'entier P(2%)(0) est donc bien un multiple de n!. Par conséquent, I'entier

d
Q(0) =) (~N*P(0)
k=0

est un multiple de n! (en tant que somme de multiples, éventuellement nuls, de n!).

On pose
Pn =X"(p—qX)" € Z[X].

D’apres la question précédente, il existe un, et un seul, polynéme Q., € Z[X] tel que
r/{ + Qn = Pn,

et 'entier Qn (0) est divisible par n!.
Considérons maintenant

Qulm=X) = Qu (B —X) = (£ —X) (@0 = Qu.

On en déduit que Qn (1) = Qn(0).
@ On integre deux fois par parties :

s

Jﬂ P.(t)sintdt = J [Qr(t) + Qn(t)] sint dt
0 0

= [Qn.(t)sin t]g + J: Q. (t)costdt + J: Qn(t)sintdt

= [Qn(t) cost] — J: Qn(t)sintdt + J: Q. (t)sintdt

= —2Qn(0) € n!Z.
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Par conséquent,
‘I s
vneN, —J P.(t)sintdt € Z.
n! 0

Mais la fonction [t — Py (t) sint] est clairement continue et strictement positive sur ]0, 7t[, donc

]—J Pn.(t)sintdt >0
n! 0

et finalement ~

1
vVneN, —J P.(t)sintdt € N.
n! Jo

Cela dit,
vVte0,m, Pn(t)sint<na™-p"
donc
1 U ,nn+1pn
VynelN, 0< —J P.(t)sintdt < ————
n! Jo n!

et par croissances comparées,

lim lJ P.(t)sintdt = 0.

n—+oo nl )y

Mais une suite d’entiers strictement positifs ne peut pas tendre vers 0, cette contradiction prouve que
7 ne peut pas s'écrire P/ : le nombre 7t est donc irrationnel.
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On appelle dérivation sur E = €°°(RR) tout endomorphisme b de E tel que
Vf,gek, ©o(fg)=5(f)-g+f-0(qg).

Soit &, une dérivation de E. Quelle est I'image d’une fonction constante ?
Soit f € E telle que f(0) = 0. Démontrer qu'il existe une fonction g € E telle que

VxeR, f(x)=xg(x).

Déterminer les dérivations de E.

Soit @9 = [t — 1]. On a donc @y = (p(z) et par définition d"une dérivation,

8(@o) =290 - 8(po) =2-8(@o).

On en déduit que la fonction (o) est identiquement nulle et, par linéarité de 9, 'image par & de
toute fonction constante est la fonction nulle.
Soit f € E, une fonction de classe ¥ de R dans R, telle que f(0) = 0. D’apres le Théoréme

fondamental,
X

VxeR, f(x) :J /() dt
0

et en posant t = x - u, on en déduit que
1
YxeR" f(x)= XJ f/(x - u) du.
0
Il est clair que cette égalité est encore vraie pour x = 0. Il reste donc a vérifier que la fonction g définie
par
1
VxeR, g(x) :J f'(x-u) du
0
est de classe € sur R. Pour cela, on pose

V(x,u) € Rx[0,1], v(x,u)=Ff"(x-u).

11 est clair que 1'application
b= v{xu)]

est de classe € sur R (régularité) et que

k

d
Vk e N*, ﬁ(x,u) — kR (),

11 est tout aussi clair que, pour tout k € N, la fonction

oky
[x — axk(x,u)]
est intégrable sur le segment [0, 1] : ¢’est une fonction continue.

Quant a la domination, il suffit de considérer un réel A > 0 et de supposer que x € [-A, A]. Pour

tout u € [0, 1], on a donc
x-u € [—A,A]

et par conséquent, pour tout k € IN*,

oky

Vxe[—A AL Vtel0,1], Ik

(x,u)’é max 1 (g)
te[—-A,A]

ce maximum existant bien puisque f**1) est une fonction continue sur le segment [—A, A].
On a ainsi trouvé un majorant indépendant de x € [—A, A] et intégrable sur [0, 1] (toute fonction
constante est intégrable sur un intervalle borné).
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On en déduit que la fonction g est de classe ¥ sur R (= I'union des segments [—A, A]) et que

1
Vk>1,VxeR, g¢g™(x) :J w D (x L w) du.
0

# De maniere analogue, en supposant que

on déduirait de la Formule de Taylor avec reste intégral que

VxeR, f(x) :J DO tnen ) ae
0 n!
et donc que, avec le méme changement de variable,
xn+1 1
VXER, flx)="— J (1= (x - u) du
- Jo

(y compris pour x = 0). Bien entendu, et pour les mémes raisons que celles qu’on a évoquées plus haut,
U'intégrale est une fonction de classe € de la variable x.

Plus généralement, si f € E, alors pour tout a € R, il existe une fonction g, € E telle que
YxeR, f(x)="f(a)+ (x—a)ga(x) et que ga(a) = f'(a).
Si b est une dérivation, on en déduit que
5(f) =0+8(X) - ga + (X —a) - 5(ga)
o1 X € E désigne 'application [x — x].

#v Les applications constantes [x — f(a)] et [x — a] appartiennent au noyau de la dérivation.

On a donc
Vx €R, 8(f)(x) =08(X)(x)galx)+ (x —a)-d(ga)(x)

et en particulier
5(f)(a) =8(X)(a) - gala) + (a—a) - 8(ga)(a) = 8(X)(a) - f'(a).

On a ainsi démontré que
VfeE, &(f)=58(X) 1.

#y Toute dérivation sur E se déduit donc de la dérivation usuelle.
Quelle que soit la fonction @ € E, 'application 6, = [f — @ - '] est une dérivation sur E. Il existe donc
un isomorphisme entre E et les dérivations sur E.
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Soit x € R%.. On définit deux suites réelles \ et v en posant uy = x, puis

nuy,
271

VneN, un+1=un+u121 et v, =

Définir deux fonctions u(n,x) et v(n,x). Pour x = 0,3 et n < 10, donner uy, et vy.
Tracer (n, un) et (n, vn) pour différentes valeurs de n et de x. Formuler une conjecture.
Etudier la monotonie de 1.

Démontrer qu'il existe un réel o tel que

En déduire un équivalent simple de un,.
On fait maintenant varier x.

Démontrer que

+00 1

x(x) =Inx + Z leﬁ ﬁn(1 + uk(x))
k=0

2.c. | Démontrer que o est continue sur R
2.d. | Tracer

1
an+];2k+] En(1 +un(x)>

pour 0 < x < 20.

Le calcul des u,, et des v, est sans mystere.

import numpy as np

def u(n, x):
un = x
for i in range(n):
un = un + unxx2/2
return un

def v(n, x):
return np.log(u(n, x))/2x*x*n

for n in range(11):
print(u(n, 0.3), v(n, 0.3))

On se rend compte numériquement que la suite (un )nen prend rapidement de grandes valeurs. Cela
s’explique par la relation de récurrence, qui nous dit que cette suite est strictement croissante :

VneN, upg :un+uﬁ>un.

La seule solution réelle de ¢ = ¢ + €2 est { = 0. Si la suite (1,,)nen (strictement positive et croissante)
convergeait, ce serait donc vers 0, ce qui est absurde. Par conséquent, la suite (un )nen tend vers +oo.

Difficile d’émettre une conjecture : la suite (un Jnen tend si vite vers +oco qu'un débordement

de capacité se produit avant n = 20 (pour x = 0, 3), rendant impossible le calcul des vy,.

Cela dit, avec le code suivant, on a I'impression que la suite (vn)nen converge assez vite, indé-

pendamment du choix de x, et que sa limite est une fonction croissante de x.

import matplotlib.pyplot as plt
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plt.figure()
X = np.arange(0.1, 1, 0.1)
for x in X:
plt.plot([v(n,x) for n in range(12)])

0.5

0.0

—1.0}

-15

—-2.0}

On a déja démontré que, pour tout x > 0, la suite (un )nen était strictement croissante :
2
VneN, upnpi =un+u; >uUn.

Allons plus loin en considérant 0 < x < y.Ona doncup(x) < up(y). S'il existe unrang n € N tel que
Un (x) < un(y), alors
Uny1(x) = f(un(x)) < f(un(y)) =Un+1(y)

puisque la fonction f = [t — t + t?] est strictement croissante sur R, .
On a ainsi établi une autre forme de monotonie : si x < y, alors

VneN, un(x)<unly)

et par conséquent
YneN, v,(x)<val(y).

D’apres la relation de récurrence,
1 1
Vn+l — Vn = W €n<1 + ‘LL7)

On a vu que, pour tout x > 0, la suite (un)nen était strictement croissante et tendait vers +oo. Par
conséquent,

en(1 +i) — o(1)

Un
et donc :
A% —V = ol —).
n+1 n oo ( n )
La série géométrique ) 1/2» est absolument convergente, donc la série télescopique ) (vn41—Vn) est

convergente. La suite (vn)nen est donc convergente. En notant «, la limite de cette suite, on déduit
du théoreme de sommation des relations de comparaison que

+o00 +oo 1 1
X—Vn = Z(Vk+1 — Vi) T O(Z Zk) = O(ﬁ)

k=n
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On en déduit que
thu, = 2“[cx+o(l)}:zncx+o(1)

n—+oo n
et donc, par continuité de exp, que

Un o~ exp(2™«a).

Par définition de o« = o(x),
+o00
ou(x) =vo(x) + > Vier1(x) — vi(x)
k=0

+oo 1

1
—tnx+) seri(T+ uk(x)).
k=0

2.b. | On a observé que
q

Par définition de «(x), on en déduit que

Vx>0,VneN, vu(x)<vn(y).

Vx>0, ox)<aly).

La fonction « est donc croissante.
On a remarqué que u(x) > up(x) = x pour tout x > 0 et pour tout k € N. Par conséquent,

Vx>0, VkeN, o<en(1 +uk1(x)) <en(1 +%)

Cet encadrement prouve que la série de fonctions converge normalement sur tout intervalle [a, o0
et donc que la fonction « est continue comme somme de deux fonctions continues.

Le tracé du graphe est sans mystere et I’étude de la convergence normale nous assure qu’il
s’agit d'une bonne approximation de oc(x).

import matplotlib.pyplot as plt

def S(x):
s = np.log(x)
for k in range(11):
s += np.log(l + 1/u(k, x))/(2*x(k+1))
return s

plt.figure()

X = np.arange(0.001, 20, 0.05)
plt.plot(X, [S(x) for x in X])
plt.xlim(-1, 20)

3.5
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On a la confirmation visuelle de la croissance de la fonction «.
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Pour tout x € R, on pose

2 7'[/2
ex) = —J' ch(2v/xsint) dt
TJo
et pour tout x € R_, on pose
2 7{/2
e(x) = ;J cos(2v/—xsint) dt.
0

Tracer le graphe de @ sur [—3, 5] et sur [—103,0].
Déterminer la limite de @ au voisinage de +oo.

Pour tout n € IN, on pose
/2
Kn = J sin®™ t dt.
0
Trouver une relation de récurrence entre les K. Exprimer Ky, en fonction de n € N.
Démontrer que @ est somme d’une série entiére, que I’on précisera.
Démontrer que @ est positive sur [—1,+oo[, croissante sur [—2, +oo[ et convexe sur [—3, +ool.

Il est clair que les deux définitions de ¢@(x) coincident pour x = 0 : dans les deux cas, on a
e0)=1.
@ On suit les indications du résumé Analyse numérique.

from scipy.integrate import quad
pi_sur_deux = np.pi/2

def phi(x):
def f(t):
if (x>0):
return np.cosh(2xnp.sqrt(x)*np.sin(t))
else:
return np.cos(2*np.sqrt(-x)*np.sin(t))
return 1/pi_sur_deuxxquad(f, 0, pi_sur_deux)[0]

Le tracé des courbes ne pose alors pas de difficulté.

import matplotlib.pyplot as plt

plt.figure()
X = np.arange(-3, 5, 0.02)
plt.plot(X, [phi(x) for x in X])

plt.figure()
X = np.arange(-100, 0, 0.5)
plt.plot(X, [phi(x) for x in X])

On obtient successivement les deux graphes suivants.
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20

0.6

0.4}

0.2

0.0

—0.21
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—100 -80 -60 -40 -20 0

Pour tout x > 0,

2 (/2 2
olx) > 2 | ch(vR) dt =S chvR)
s /6 3
donc ¢ tend vers +o0 au voisinage de +oo (avec une branche parabolique d’axe (Oy)).

On reconnait les intégrales de Wallis. On a en particulier

2n+1

anN, KnJr]:m ne

On développe ch et cos en série entiére et on justifie l'intégration terme a terme (par exemple
en invoquant la convergence normale sur le segment [0, 7/]).

On obtient alors
+oo 4nKn
I n
e(x) —nZ:O eV

pour tout x réel (positif ou négatif!).
Les propriétés sont évidentes pour x > 0 (il suffit d’invoquer la positivité de l'intégrale).

@ Pour x < 0, on déduit du développement en série entiere que ¢@(x), ¢’(x) et ¢”(x) sont les
sommes de séries alternées.

. Tout d’abord,

(41x[)" Ky

“+oo
©(x) = Z(—])“un avec VyneN, u,= 2n)!
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Avec la formule de récurrence des intégrales de Wallis, on a donc

4lx|

VTLEN, un+]:m'un.

Si—1<x<0,alors 0 < upi1 < uy pour tout n € N et on peut déduire du Critere spécial des séries
alternées que la somme @(x) est positive (= du signe du premier terme).
@ Ensuite, puisque le rayon de convergence est infini, on peut dériver terme a terme :

+oo

MK,
Vx € R, (p’(x):Z on)! X!

n=1

et, en particulier,

(m+ DA™ x| K11
2m +2)!

+o00
Vx <0, Q'(x) = Z(—])mvm avec VmeN, v,=
m=0

Avec la formule de récurrence des intégrales de Wallis, on a donc

[x|
* .
vVmeN, Vi1 ( 0 ] Vi

En particulier, si —2 < x < 0, alors 0 < vip41 < v et on peut déduire du Critere spécial des séries
alternées que la somme ¢’(x) est positive.

. Enfin,
+oo too
nn—1Ky (m+2)(m+ 1)Ko
VxeR, @”(x)zzi-xﬂ = Sxm
= (2n)! = (2m +4)!
et, en particulier,
“+oo
m+2)(m+ 1)K
Vx <0, e’ (x) = Z (=)™ W avec VmeN, wp,= ( (;EnJrﬁl)? 2 ™,
m=0
Comme précédemment, on a donc
VmeEN,  wm=—
(m+1)(m+3)

En particulier, si —3 < x < 0, alors 0 < W11 < wy, pour tout m € N et, une fois de plus, on déduit
du Critere spécial des séries alternées que la somme ¢ " (x) est positive.
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Soient U, un ouvert convexe de R™ et f, une application de classe &' de U dans R.
Démontrer que f est convexe sur U si, et seulement si,

Va,bel, f(b)=f(a)+ (Vf(a)|b—a).

Comme U est supposé ouvert, il y a un sens a supposer que f soit de classe ¢! sur U et comme U est
supposé convexe :
V(g,b)eUxU Vtel0,1], (1—-ta+tbel

et il y a donc un sens a supposer que f soit convexe sur U.
@ On suppose que f est convexe sur U et on fixe deux points a # b dans U :

vte (0,1, f((1—tla+tb) < (1—1t)f(a)+ tf(b).
L’application g : [0,1] — R définie par
vxel[0,1], g(x)=f((1—x)a+xb)

est de classe € sur [0, 1] (comme composée de fonctions de classe € h.
Quels que soient 0 < x <y < Tett € [0,1], on pose

z=(1—t)x+ty e€l0,1]
et (par associativité du barycentre)
(1—z)a+zb=(1—-t)[(1 —x)a+xb] +t[(1 —y)a+yb]

donc (par convexité de f)
9(z) < (1 =t)g(x) + tg(y)

ce qui prouve que g est convexe sur [0, 1].
En particulier, la dérivée de g est une fonction croissante et donc

g9(1) —g(0)

> !
o =290

c’est-a-dire
f(b) — f(a) > df(a)(b—a) = (Vf(a)|b—a).

@ Réciproquement, on suppose que

‘V(u,v) GUXU,‘ fu) > f(v) + (VF(V) [u—v)

et on considére trois points de U :
a, b et c=(1—tla+tb

(out € [0, 1]).
Par hypothese,

flc)+ (Vf(c)|a—c),
flc)+ (Vf(c)|[b—c).

Ora—c=tla—b)etb—c=(1—-1t)(b—a),donc

donc
et finalement

ce qui prouve que f est bien convexe sur U.
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Soient s € 11, +oo[ et X, une variable aléatoire définie sur un espace probabilisé (Q, A, P) a valeurs dans
IN* telle que

Yyn>1, P(X=n)= C(S; vl

Pour tout n € N*, on note A, I'événement "l'entier n divise X”.
Vérifier que A € A et calculer P(Ay,) pour tout n € N*.

Soient ny, ..., ny, des entiers deux a deux premiers entre eux. Démontrer que (An,)1<igxk est une
famille d’événements indépendants.

Soit (pn)n>1, la suite croissante des entiers premiers. Démontrer que

+

3

3
Il
=
o
o

Démontrer que la série )1/, est divergente.

Pour tout s > 1, il est clair que la famille de terme général

yn>1l, up=

est une famille sommable de réels positifs dont la somme est égale a 1.
Par conséquent, il existe bien une variable aléatoire discréte

X:(Q,A) - N*

telle que

vynx>1, PX=n)= oL

# La question n’est pas posée, mais il faut savoir y répondre !

@ Pour tout n € N*, I'entier n divise 'entier X(w) si, et seulement si, il existe k € IN* tel que
X(w) =kmn

donc
n divise X] = |_| [X = knl].
keN*
Comme X est une variable aléatoire sur (Q,.4), chaque [X = kn] est un événement et, par union

dénombrable,
VneN* A, =[ndivise X] € A.

Par o-additivité (puisque les événements qui composent A, sont deux a deux disjoints),

+
8

A=Y Pk =Y — 1§11
k=1 k—1 C(S)(kn)s ns C(S) v ks ns

D’apres le Théoreme de Gauss, si ny, ..., n, sont des entiers deux a deux premiers entre eux
qui divisent 'entier X(w), alors le produit n; - - - n, divise X(w).
La réciproque est évidente : si i - - - n, divise X(w), alors ny, ..., n, divisent X(w). Donc

et, d’apres la loi de X,
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Par conséquent,
T v
P(ﬂ Ank> =[] PAw).
k=1 k=1
# Par définition, des événements By, ..., By sont (mutuellement) indépendants lorsque
P(By, n---NBy,) =] P(By)
k=1
quel que soit l'entier 2 < d < r, quels que soient les indices
IT<hi<ia<---<ig <.

Rien que d’écrire cette définition, on frémit !

Siles entiers 1y, ..., N sont deux a deux premiers entre eux, il en va évidemment de méme pour
les entiers ny,, ..., ny,, quel que soit 'entier 2 < d < v, quels que soient les indices 1 < i < -+ <
ig < 7 et par conséquent

On a donc bien démontré que les événements

Anyyer An

.

étaient (mutuellement) indépendants.
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Démontrer qu'il existe un réel 1 < a < 2 et un complexe b vérifiant [b| < 1 tels que
X3 X2 =—X—-1=(X—a)(X=b)(X—D).

On lance une infinité de fois une piéce équilibrée et on note pr, la probabilité pour que la séquence
PPP apparaisse pour la premiere fois au n-iéme lancer.

Exprimer prn 43 en fonction de pn, pn+1 et Pni2.

Calculer py, et donner un équivalent de p.

On remarque que P(1) = —2 < 0 et P(2) = 1 > 0. D’apres le Théoreme des valeurs intermé-
diaires, il existe unréel 1 < a < 2 tel que P(a) = 0.

Les racines de P/(x) = 3x* — 2x — 1 sont 1 et —1/5 et P/(x), expression polynomiale du second
degré, est négatif entre ses racines. Donc P est croissante sur |—oo, —1/3], décroissante sur [~1/3,1] et
croissante sur [1, +ool.

Comme 1 : :
AN LT
P(—1/3) 7> 513 1<0,

on peut déduire du tableau de variations de P que P admet une racine réelle unique.

Puisque P est un polyndme de degré trois a coefficients réels, il admet donc aussi deux racines
complexes conjuguées b et b.

Le terme constant du polynéme nous indique que le produit des trois racines est égal a 1. Donc

axbf=1
a1
va

# 11 est utile d’avoir en téte les différentes formes possibles pour le graphe d'un polynome de degré 3. A
défaut de connaitre les formules de Cardan (qui donnent les racines d’un polyndéme de degré 3) ou de pouvoir
les appliquer, on doit pouvoir localiser les racines en discutant sur les variations du polynome.

et par conséquent |b| = <1

On modélise le jeu de Pile ou Face par une suite (X, )n>1 de variables aléatoires définies sur un
espace probabilisé (Q, A, P), (mutuellement) indépendantes et qui suivent toutes la loi de Bernoulli
A(p) avec p = /2 (puisque la piece est supposée équilibrée).

Pour tout n € N*, on note E,,, I’ensemble des suites

(513---»571) E{Oa 1}n
pour lesquelles le plus petit indice k tel que
Ex—2 = Ek—1 = & = |

est égal a n. Autrement dit, E,, est 'ensemble des résultats possibles pour lesquels la séquence PPP
apparait pour la premiére fois au n-iéme lancer et par conséquent

Pn :P((Xh---)an GEn)-
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Soit (Xn)n>1, une suite de variables aléatoires. On suppose que Xy, suit la loi binomiale (n, 1/n)
pour tout n > 1 et on note Gx,,, la fonction génératrice de X.

Pour tout k € N, démontrer que la suite (P(Xn = X)) | o converge et calculer sa limite.

Démontrer qu’il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que la suite des fonctions
génératrices Gx,, converge simplement sur [0, 1] vers la fonction génératrice Gx.

La convergence est-elle uniforme ?
Soient X et (Xn)n>1, des variables aléatoires a valeurs dans N. On note G (resp. Gr), la fonction
génératrice de la variable X (resp. de Xy).

2.a. | On suppose gue
ppose q

VkeN, lim P(X,=k)=P(X=k).

n—-+4oo

Démontrer que la suite (Gx, Jn>1 des fonctions génératrices converge simplement sur [0, 1] vers Gx.

Etablir la réciproque.
Pour toutn € N* et toutk > 1,

P == () () (-0

1 .n(n—1)~--(n—k+1).<1 ])n-(] 1>7k

k! nk n n
donc '
. e
VkE]N, nETooP(Xn_k)_v'

On reconnait la loi de Poisson £2(1).
Comme X, suit la loi B(n, 1/n),

vieo 1, Gx, (=1 —l+%)n =1 +%)n.

Soit X, une variable aléatoire suivant la loi (1) :
Vte 0,1, Gx(t)=Y —tk=etT,

On constate en effet que
vtel0,1], Gx(t)= lim Gx,(t).

n—-+oo

Soitn > 2.

On applique I'inégalité de Taylor-Lagrange a I’ordre deux sur le segment [~1/2,0] :
vV x e [~1/,0], | In(1+x) 7x| < X2,

On en déduit que
t—1 t—1 1

Vte o], €n(1—|—T)—T <

et donc que
t—1 1
vtelo1), ’nﬂn(1+)(t1)‘<,
n n
11 est clair que
vtelo, 1], —T1<(t-1)<0

et on en déduit que
Vi1, —1-1< nen(1+ g) <.
n n
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On applique l'inégalité des accroissements finis (= Taylor-Lagrange a l’ordre 1) sur le segment
[—3/2,0] a la fonction exp : il existe une constante K > 0 telle que

V3L <u,v<0, |exp(u) —exp(v)| < Ku—v|
et on en déduit enfin que

exp [nﬂn(] + t_n])} —exp(t— 1)’ < E

vtelo1], o

Le majorant est indépendant de t € [0, 1] et tend vers 0 lorsque n tend vers +oo, ce qui prouve que la
suite des fonctions génératrices des X, converge uniformément sur [0, 1] vers la fonction génératrice
de X.

Par hypothese,

+oo “+oo
Vtelo,1], G(t)=) P(X=K)t" et Gu(t)=) P(X,=Kk}t"
k=0 k=0

# Comme ([X = K])xen est un systéme complet d’évenements, on sait que la série ) P(X = k) est (abso-
lument) convergente, ce qui prouve que la série entiere Y P (X = k)t* converge normalement sur [—1,1].
1l en va bien siir de méme pour chaque variable aléatoire X,,.

# Fixons arbitrairement un entier N € IN. Pour toutn € N et tout t € [0, 1],

| | < Z ] P(X P(X=Xk) ‘ e (inégalité triangulaire (famille sommable))
Z|P P(X =X (car 0 <t < 1)

+oo +o0o
<Z|P(Xn:k)—P(X:k)|+ > PXn=kj+ Y P(X=Kk
k=0

k=n-+1 k=n+1

(relation de Chasles et inégalité triangulaire).
On sait que

+o0 +o0o
VneN, Y PXa=k=) PX=k=1.
k=0 k=0

On déduit alors de la relation de Chasles et de I'inégalité triangulaire (pour les familles finies) que

“+o00 N
> P(Xn:k):1—ZP(Xn:
k=N+1
Z P(X = k+Z —P(Xn = k)]

k=N+1

ZPX k+Zny k) — P(Xn = Kk)|.

k=N+1

On a ainsi démontré que, pour tout entier N € N et tout t € [0, 1],

|Gn(t) — <2 Z P(X = k+2zypx k) —P(Xn =K.

k=N+1

@ Fixons maintenant ¢ > 0. Comme la série ) P(X = k) est une série convergente de terme général
positif, il existe un entier N € IN tel que

+o00
Y PX=k<e

k=N+1
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#v La suite des restes tend vers 0.

L’entier N étant fixé, on déduit de I'hypothese que la suite de terme général

N
Wn =) [P(X=k —P(Xy =Kk

tend vers 0. Il existe donc un rang Ny € N tel que
¥Vn > Ny, 0<w, <&,

On en déduit que
Vn >N, Vtel0,1], [Gn(t)—G(t)] <4e.

On a trouvé un majorant indépendant de t, donc

Ve>0,3INo €N, Vn = Ny, IGn — G|, < 4e.

oo

# L'important ici est que 'entier No dépende seulement du choix de € (et pas de la valeur de t) pour établir
la convergence uniforme — il n’aurait pas été plus simple de prouver la convergence simple!

Avec les mémes notations, on suppose que
Vtel0,1], lm Gu(t)=G(t). (22)

n—-+4oo

a En particulier,
P(Xn =0) =Gn(0) ——— G(0) =P(X =0).

n—-+oo

@ HR : On suppose qu’il existe un rang k € N tel que

VO<i<k, lim P(X,=1) = P(X=1).

N300
D’apres HR,
k
Vtelo], EIBMZP ;P(X:i)tl. (23)

On pose alors

“+o00

Vtel0,1], Gnisi(t)=) PXu=k+1+it
i=0

Goo,k+1(t) = Z P(X=k+ 141t
i=0

On retranche (23) de (22) et on divise par t“*! pour obtenir

VO<t< ]) lim Gn k+1 (t) = Goo,k—H (t) (24)

n—+oo

Il nous reste a vérifier que cette propriété est encore vraie pour t = 0, ce qui nous donnera

lim PXnp=k+1)=PX=k+1).

n—-+4oo

a Soit F, la fonction génératrice d'une variable aléatoire quelconque Z a valeurs dans N :
vtelol], Z P(Z =Kkt

La fonction F est de classe 4 sur [0, 1] et

+o0
Vo<t<l, F)=) (k+1)P(Z=k+1t"
k=0
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On en déduit que
+oo 1

< 1 <F (1) < 1tk =
vo<t<1, 0 (t) kZ:()(k+ )t =

et donc que F est 4-lipschitzienne sur [0, /2], indépendamment de la loi de Z.
a Nos fonctions génératrices Gn k+1 et Goo,k+1 sont donc uniformément lipschitziennes au voisi-

nage de 0.
Pour toutn € N et tout 0 < o < /2, on en déduit que
‘Gn‘k+1 (0) — Goo,k+1 (0)| < ‘Gn,k+1 (0) = G, k41 ((X)‘
+ |Gy (0) = Goo, 1 (o)
+ | Goo, k1 (&) = Goo,k1(0)]
<8+ |G k1 (@) = Gooiep1 ()

@ Soit alors € > 0, assez petit pour que

£

= <
0< 1€ S

N =

D’apres (24), il existe No € N tel que

N ™

Vn >N,  |Gnrt(a) — Gooperr ()] <

et donc tel que
Vn>=No,  [Gnii1(0) = Gooir1(0)] <e.

On a bien démontré que
lim P(Xn,=k+1)=PX=k+1)

n—-+oo

et notre démonstration par récurrence est terminée.
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Soient A et B, deux polynomes de R, [X] et a, un nombre réel. On suppose que A(a) # O et on considere
I'ensemble
E={PeR.X : P+P(a)A =B}

ainsi que 'application f définie par
VP eRaXl, f(P)=P(a).A.
Démontrer que f est un endomorphisme de R [X]. Calculer son rang.

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
Déterminer I'ensemble E.

Pour tout P € R, [X],

f(P) =P(a)-A € Ry[X]
~—~—
eR

et la linéarité de f est évidente :
fAP+Q)=AP+Q)(a)-A=A-[P(a)-Al+Q(a)-A

donc f est bien un endomorphisme de Ry, [X].
@ Manifestement, I'image de f est contenue dans la droite R - A, donc le rang de f est inférieur a 1.
Réciproquement,
f(A) = A(a) -l‘/\/# 0

#0 70

donc f n’est pas I'endomorphisme nul et son rang est donc égal a 1.

Imf=R-A

#v La suite est sans surprise lorsqu’on se souvient d’avoir traité plusieurs fois la diagonalisabilité des endo-
morphismes de rang 1 (cf rms130-1246 par exemple).

Comme A # 0, alors
f(P)=0 &= P(a)=0

donc le noyau de f est aussi le noyau de la forme linéaire

[P — P(a)].

Comme cette forme linéaire n’est pas identiquement nulle, son noyau est un hyperplan.
Plus précisément, le noyau de f est I'idéal ((X — a)), c’est-a-dire

Vect((X—a)*, 1<k <n).

En d’autres termes, le scalaire 0 est une valeur propre de f et le sous-espace propre associé a 0 est un
sous-espace de dimension n.
#o [l est normal que la dimension d'un hyperplan soit égale & n — puisque la dimension de I"espace Ry, [X]
estégalea (m+1)!
Par ailleurs, si A est une valeur propre non nulle de f, alors il existe un polynéme P # 0 tel que

f(P) =P(a)-A=A-P

et donc b
P:%-Aeﬂ%}\:lmf.

Réciproquement, f(A) = A(a) - A (comme on l’a déja vu), donc A(a) est une valeur propre de f et le
sous-espace propre associé a A(a) est la droite vectorielle R - A.
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En conclusion, f possede deux valeurs propres : 0 et A(a) # 0 et comme
dimKer f + dim Ker[f — A(a) - Id] = dim R, [X],
I'endomorphisme est diagonalisable.
# Au cas oit la question se poserait : la trace de f est égale a A(a) et son déterminant est nul (somme et
produit des valeurs propres).
D’apres la question précédente, I'équation
P+ P(a)A =B
d’inconnue P € R, [X] peut aussi s’écrire
(Id +f)(P) = B.

L’endomorphisme Id +f possede deux valeurs propres : 1 de multiplicité n et [1 + A(a)] de multipli-
cité 1.
@ Si A(a) = —1, alors Id +f est diagonalisable et

Sp{Id +f} ={0; 1}
donc Id +f est un projecteur. Plus précisément, c’est la projection sur I’hyperplan
Im(Id +f) = Ker[(f + Id) — Id] = Ker f = ((X — a))
parallelement a la droite
Ker(Id +f) = Ker[f — A(a) - Id] =R - A.

11 faut alors distinguer deux cas.
— Oubien B(a) =0, c’est-a-dire B € Im(Id +f). Dans ce cas, il est clair que

B+B(a)-A=B

donc B est une solution particuliere et la solution générale est la somme de cette solution
particuliere et d'un vecteur quelconque de Ker(Id +f). Donc I'ensemble E des solutions est
une droite affine :

E=B+R-A.

— Oubien B(a) # 0, donc B ¢ Im(Id +f). Dans ce cas, ’équation n’a pas de solution.
E=0

a Si A(a) # —1, alors I'endomorphisme Id +f est en fait un automorphisme (son spectre ne
contient pas 0) et 'ensemble E des solutions est un singleton.
Comme f est diagonalisable, en "concaténant" des bases de ses sous-espaces propres, on obtient
une base de R, [X]. Il est donc judicieux de considérer la base

#=(A,X—a),(X—a)?,...,(X=a)m).

Tout polynome P admet une décomposition dans cette base :

n
P:OCO'A-i-ZO(k'(X—a)k.
k=1

En particulier (X «+ a), on a

P(a) = xg.A(a).
—
#£0

On dispose ainsi de la décomposition du second membre :
B(a) - k
A A2 Br(X—a)

k=1

B:
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et de la décomposition du premier membre :

P+P(a).A:(1+ﬁ)P(a)-A+Zak-(x—a)k.
N , k=1
#0

La décomposition d'un vecteur dans une base étant unique, on peut identifier terme a terme et en
déduire que 1'unique solution de 1’équation est

__ Bleg " n (X )k
P = A0+ Al A*};ﬁ X~a)
__ Bl@ _Bla)
= A0 tA@ AT A

~ —B(a)

# ]I faut bien comprendre ce qui est implicite dans les calculs qui précedent : on a décomposé les deux
vecteurs B (la donnée) et P (I'inconnue) dans la somme directe des sous-espaces propres.
On a trouvé que

P(a) P(a)
pP— A P AL
Ala) +( Ala)
cKer[(Id +f)—(1+A(a))] cKer[(Id +f)—1]

Par conséquent,

Or la décomposition d’un vecteur sur la somme directe
R [X] = Ker[(Id +f) — [1 + A(a)]] & Ker[(Id +f) — 1]

est unique, ce qui permet d’identifier terme a terme (et cette fois, il n’y a plus que deux termes). On en déduit
que la solution est le polynome

B 1 B(a) B(a)
P‘1+MMAmVA+(B_AmVA)
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Pour tout entier n € N*, on pose

(k=1)(e=1)

_ S2im/n )
n 1<k, <n

Wy =e et Fn=(w € M (C).

Ecrire une fonction qui prend un entier n € N* en arqument et qui renvoie la matrice F,.
Calculer le produit F,,F,, (avec Python).

= ]]=]

Ecrire une fonction qui prend un entier n € N* en arqument et qui renvoie la matrice inverse F,'.
Que peut-on conjecturer?

Ecrire une fonction qui prend deux entiers n € N* et k € N en argument et qui renvoie FX. Que
peut-on conjecturer?

5.| Démontrer les conjectures précédentes.

Déterminer les valeurs propres de Fr. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Avec des indices pythoniens, tout est plus simple :

Fn = (w};e)ogk,l<n-

Le code le plus simple étant, de notre point de vue, le meilleur, on peut définir la matrice F, de la
maniére suivante (une liste de lignes, qu’on convertit en tableau numpy au moment de renvoyer la
valeur calculée).

import numpy as np
import numpy.linalg as alg

def F(n):
omega = np.exp(2j*np.pi/n)
M =[]
for k in range(n):
ligne = [ omegaxx*(kxell) for ell in range(n) ]
M.append(ligne)
return np.array(M)

#v Si on veut limiter au strict minimum les opérations effectuées, on peut utiliser le code suivant.

def F(n):
omega = np.exp(2j*np.pi/n)
Fn = np.zeros((n,n), dtype=np.complex)
facteur =1
for k in range(n):
coeff =1
for ell in range(n):
Fn[k, ell] = coeff
coeff x= facteur
facteur x= omega
return Fn

Plus économique, c’est incontestable, mais moins évident et, de ce fait, moins stir.

a Les calculs sont effectués en virgule flottante, il faut penser a arrondir les valeurs d’un coup
d’ceil pour connaitre les matrices exactes.

1o LR i1 4
— _ : 2 _ - -
F2—<1 —1) Bl 0] B=h o o

LR 11

Le produit Fn..F,, est facile a calculer.
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def F_Fbarre(n):
Fn = F(n)
return np.dot(Fn, Fn.conjugate())

En arrondissant les résultats fournis, on conjecture que
Vn>2, F..F.=nl..

Rien de plus compliqué avec 'inverse.

def F_inv(n):
return alg.inv(F(n))

Rien de vraiment neuf par rapport a la question précédente non plus : on conjecture que

1
Yn>2 F' =~ Fu.

Et toujours rien de compliqué pour le calcul des puissances : le module d’algebre linéaire a déja
pensé a tout!

def Fnk(n, k):
A = F(n)
return alg.matrix_power(A, k)

Si on sait ce qu’on cherche, on trouve F§ = 41, F§ = 913, F} = 1614... et on conjecture que
vYn>2, F=n%l..

Si on ne connait pas le résultat i établir, on aura peut-étre la chance de commencer par calculer F2 pour
différentes valeurs de n avant de conjecturer que

Vn>2, F = (nBi+j=o [n])ogi,j<n = //n € My (R).

#v La matrice F, intervient dans I'algorithme de la transformation de Fourier rapide (FFT).
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On considere la matrice

B

|
- cooo
- oo o —
- oo —=o
4 o—=oo
= —oc oo

avect = /5.
Calculer la polyndme caractéristique de A. La matrice A est-elle diagonalisable ? Que dire du module
de ses valeurs propres ?

On considere la suite (un )nen définie par
uo:Z, u1:3, UZZS, u3:4, LL4Z1]
et par la relation de récurrence suivante :

Un +Uny1 +Uny2 +Ung3 +Untg

VnelN, unys= 5

Ecrire une fonction qui prend un entier n € N en arqument et qui renvoie les (n. + 1) premiers
termes de la suite.
2.b. | Calculer les 25 premiers termes. Que peut-on conjecturer sur la convergence de la suite ?

2.c. | Ecrire la relation de récurrence a I'aide de la matrice A.

Démontrer que la suite de matrices (A™)nen converge vers la matrice d’un projecteur dont on
donnera les éléments caractéristiques.

Trouver une colonne non nulle X telle que AT . X = X.

On commence par définir la matrice A.

import numpy as np
import numpy.linalg as alg

A = np.zeros( (5,5) )

for i in range(4):
Ali,i+1l] =1

for i in range(5):
Al4,i] = 1/5

@ ]l s’agit d'une matrice compagnon, donc on sait a quoi s’attendre en calculant le polynéme ca-
ractéristique. On n’est d’ailleurs pas obligé de le calculer a la main...

chi_A = np.poly(A)

X +X3 4+ X2+ X+1
5

XA =X —

# Attention! Contrairement au module Polynomial, les coefficients du polynéme sont ici donnés selon
les puissances décroissantes. Comme le polyndme caractéristique est unitaire, le premier coefficient est donc
toujours égal a 1.

@ Je ne vois pas vraiment comment factoriser ce polynéme a la main (méme si j’ai remarqué qu’il
admettait 1 pour racine).

Sp_A = alg.eigvals(A)

On constate que 1 est la seule valeur propre réelle de A, les autres sont complexes et deux a deux
conjuguées.

mod_vp = [ np.abs(lbd) for lbd in Sp ]
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La matrice A n’est donc pas diagonalisable dans R mais elle est bien diagonalisable dans C (puisque
A € Ms5(C) possede 5 valeurs propres distinctes).

On constate par ailleurs que les modules des valeurs propres complexes sont strictement infé-
rieurs a 1.
On peut calculer les u,, de maniere élémentaire en réécrivant la relation de récurrence sous
une forme plus simple (= directe a coder).

. Ui—5 +Ui—4 +Ui—3 +Uj—2 + Uj_
VIES, ui:15 i—4 153 i—2 i—1

def u(n):

Lu=1[2, 3, 8, 4, 11 ]

for i in range(5, n+l):
u=2=0
for k in range(i-5, i):

u += Lu[k]

Lu.append(u/5)

return Lu

# Les pythoniens fanatiques préféreront utiliser les tranches et en profiteront pour rendre le code exact pour
n < 4 (ce qui est un signe avéré de maniaquerie). On n’attend pas cela des candidats...

def u(n):
Lu=1[2, 3,8, 4, 11 ]
for i in range(5, n+l):
u=0.2«xsum(Lul-5:])
Lu.append(u)
return Lu[:n+1]

En tracant 1’évolution de la suite (un )nen, on devine qu’elle converge (vers une limite lége-
rement inférieure a 6).

import matplotlib.pyplot as plt
plt.plot(u(24), 'o")

11
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La relation de récurrence peut aussi s’écrire

Un
Un41
VneN, Xnpp1=AX, avec Xy =|[Uns2

Un+3
Un4
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ce qui nous donne
VneN, X,=A"Xo.

On a constaté plus haut qu'il existait une matrice P € GL5(C) telle que
A =P 'AP = Diag(1, &, &, B, B)

avec |a| < Tet|B| < 1.
On en déduit que

P'A™P = (P 'AP)™ = Diag(1,a™, @", p", )
tend vers Diag(1,0,0,0,0), qui est évidemment une matrice de projection (de rang 1).
Comme l'application [M +— PMP~'] est continue (linéaire sur un espace de dimension finie), on

déduit du Théoreme de composition des limites que

M= lim A™ = PDiag(1,0,0,0,0)P~"

n—-+4oo

qui est aussi une matrice de projection.

4> Les éléments caractéristiques d’un projecteur sont son image et son noyau, c’est-a-dire ses sous-espaces
propres.
En effet, si l'image d'un projecteur p est le sous-espace F et si le noyau est le sous-espace G, alors p est en
fait la projection sur F parallélement a G (et, de ce fait, on peut déterminer le vecteur p(x) pour tout x € E des
qu’on connait les deux sous-espaces vectoriels F et G.

@ Comme
(X —=1)(5X* +4X3 +3X2+2X +1)

5 b
on déduit du théoreme de décomposition des noyaux (et du Théoreme de Cayley-Hamilton) que

XA =

R’ = Ker(A — I5) @& Ker(5A* +4A3 + 3A% + 2A + I5)

et on conjecture que TT est la projection sur Ker(A —I5) parallélement au sous-espace Ker(5A* +4A3 +
3A2 £ 2A + 15).

# La formule du changement de base nous assure que TT est une projection sur la droite propre associée i la
valeur propre 1.

Laissons la théorie de coté et calculons TT.

P = alg.eig(A)[1]

proj_diag = np.zeros( (5,5) )

proj_diag[0,0] =1

proj = np.dot(np.dot(P, proj_diag), alg.inv(P))

Pour y voir plus clair, on élimine les parties imaginaires (qui ne sont que des erreurs d’arrondi : telle
qu’on 'a définie, la matrice IT est réelle) et apres quelques taitonnements, la commande

(proj=*15).real

nous assure que

12 3 45 1
1|1 23451 12345 |!
m= 75 12 3 4 5= 15 1
123 45 1
123 45 1
11 s’agit donc de la projection sur la droite
=Ker(A —I5)

—_ o
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parallelement a I'hyperplan d’équation
[x1 + 2x> + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 0].

La confirmation est facile & obtenir.

B = np.eye(5)
for i in range(1l, 5):
B += (i+1)*alg.matrix_power(A, 1i)

On constate que B = 15T1.
En passant a la limite dans la relation A™*' = A™.A, on obtient IT = IT.A et donc AT.ITT =

. Chaque colonne de TT" nous donne donc un vecteur X tel que AT.X = X et, d’apres ce qui
précéde, chaque colonne de TTT est égale a

G wnN =



rms130-996

Soient E, un espace vectoriel réel et v, un endomorphisme de E tel que
vi4v+ Ig = we.
Soit x € E, non nul. Démontrer que le couple (x,v(x)) est une famille libre.
Soient x et y, deux vecteurs de E tels que la famille
(% y,v(x))

soit libre. Démontrer que la famille
(%Y, v(x),v(y))

est libre.
On suppose que dim E = 4.

Démontrer qu'il existe une base (e1, ey, e3, es) de E qui vérifie

e3 =v(eq) et es =v(ey).

Donner la matrice de v dans cette base. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Remarquons pour commencer que 1’énoncé nous donne un polyndme annulateur unitaire de

VAN
X2+ X+1.

Comme E est un espace vectoriel réel, ce polyndme annulateur doit étre considéré comme un poly-
nome irréductible (donc sans diviseur propre), c’est donc le polynéme minimal de v.

Comme il n’a pas de racine réelle, le spectre de v est vide.

@ Le spectre complexe de v est {j, j2 = j} et de ce point de vue, le polyndme minimal de v est scindé a racines
simples donc les matrices qui représentent v sont diagonalisables en tant que matrices complexes.

Mais j'insiste, toute cette discussion est hors sujet !

@ Comme le vecteur x n’est pas nul, alors la "famille" (x) est libre. Si la famille (x, v(x)) était liée, il

existerait donc A € R (espace vectoriel réel!) tel que
vix) =A-x

et x serait un vecteur propre de v associé a la valeur propre A.

On a vu que v n’avait pas de valeur propre, donc la famille (x,v(x)) est libre.

Méme démarche! On suppose cette fois que la famille

(x,y,v(x))

est libre. Par conséquent, si la famille
(%Y, v(x),v(y))

était liée, alors il existerait trois réels a, b et c tels que

viy)=a-x+b-y+c-v(x).

# En général, dans une famille liée, un vecteur peut s’exprimer comme combinaison linéaire des autres

vecteurs... mais lequel ? Impossible de le savoir sans poser quelques calculs !
En revanche, quand on passe d’une famille libre

(Wry.neyun)

a une famille liée
(Wiyeeny Uny Ungt)y

c’est le dernier vecteur ajouté, c’est-a-dire un 1, qui introduit la relation de liaison, c’est donc lui qu’on peut

exprimer comme combinaison linéaire des autres.
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Par linéarité de v,

=a-v(x)+b-v(y) +c-vi(x)
=a-v(x)+b-v(y)+c- (—x—v(x))

donc
—c-x+(a—c)-v(x)+y+(b+1)-v(y)=0

et d’apres (25)

0=——c-x+(a—c)-v(x)+y+(b+1): (a-x+b-y+c-v(x))
=fab+1)—cl-x+0+bb+1]-y+(a—c)+ (b+1)c] v(x).

Comme (x,y,v(x)) est une famille libre, on en déduit que les trois coefficients de cette relation de
liaison sont nuls et en particulier que

T+b(b+1)=1+b+b>=0.

Comme b € R, c’est impossible!
On a démontré par l’absurde que la famille

(%, 9, v(x), v(y))

était libre.
Dans un espace de dimension 4 (non réduit a {0} par conséquent), on peut choisir un vecteur
ej # 0. On pose alors ez = v(eq).

D’apres la premiere question, la famille (eq, e3) est nécessairement libre. Elle engendre un sous-
espace de dimension 2, donc on peut choisir un vecteur e, ¢ Vect(er, e3) et poser e4 = v(ez).

La famille (eq, ez, e3) est alors libre et d’apres la deuxiéme question, la famille (e, ez, e3,e4) est
libre elle aussi.

En tant que famille libre de 4 éléments dans un espace de dimension 4, il s’agit d"une base.

# Si on choisit un vecteur "au hasard” dans R?, il sera presque stirement non nul. Et si on choisit ensuite
"au hasard” un second vecteur dans R*, il sera presque siirement en dehors du plan Vect (e, e3) (en dimension
4 comme en dimension 3, le volume d’un plan est nul). On peut donc confier le soin de choisir la base (ex)1<x<4
a la fonction random!

Par définition de e; et e4 et d’aprés le polyndme minimal de v, la matrice de v dans cette base

est
00 -1 0

00 0 -1
10 -1 0
01 0 -1
a Cette matrice n’est pas diagonalisable, car son polynéme minimal n’est pas scindé a racines
simples!

# On peut trouver le polyndme caractéristique de cette matrice sans aucun calcul !

En effet, le polyndme caractéristique est ici un polynome unitaire de degré 4 (taille de la matrice!), c’est
un multiple du polyndéme minimal et ces deux polyndmes ont les mémes facteurs irréductibles. Cette derniere
affirmation est hors-programme, on est seulement censé savoir que ces deux polyndmes ont les mémes racines.

Comme le polyndme minimal est irréductible de degré 2, on en déduit que le polyndme caractéristique est
égal a

(X2 +X+1)2
@ Sion souhaite poser les calculs, il vaut mieux changer de base... en remettant les vecteurs dans un ordre
géométriquement intelligent ! En effet, la deuxieme question nous a révélé que les deux plans Vect(eq, e3) et
Vect(ez, e4) étaient supplémentaires dans E et tous les deux stables par v : ce serait dommage de négliger une
telle information !
La matrice de v dans la base (e, e3, ez, e4) est égale a

0 -1 0 O
1T =10 0
o 0 0 —1J°
o 0 1 =1
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elle est donc diagonale par blocs et les blocs diagonaux sont des matrices compagnons! Donc son polyndme
caractéristique est bien (X* + X +1)2.
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Démontrer que 'application définie par

b
(ulv) :J' u(x)v(x) dx

est un produit scalaire sur I'espace E des fonctions continues de [a, b] dans R.
Soit K : [a,b]* = R, une fonction continue. Pour f € E, on définit la fonction T(f) en posant

b
v x € [a, b], T(f)(x)zJ' K(x,y)f(y) dy.

a

Démontrer que T est un endomorphisme de E.

On munit € de la norme ||-|| ., de la convergence uniforme. Démontrer que I'endomorphisme T est
continu.

Archi-classique.
Le segment [a, b] est un compact de R, donc le carré [a,b] x [a,b] est un compact de RZ2.
Comme K est continue sur ce compact, elle est bornée : il existe un réel M tel que

V(xy) €la,bl?  [Kixy)| <M.
La fonction f est continue sur le segment [a, b] et donc bornée.
 Ainsi:
— pour touty € [a, b], la fonction
[x — K, y)f(y)l

est continue sur le segment Q) = [a, b] comme composée de fonctions continues :

x = (x%,y) = K(x,y) = K(x,y) f(y)
et

— pour tout x € [a,b], la fonction
[y = Kix, y)f(y)]

est continue sur le segment I = [a, b] et donc intégrable sur I;
— enfin la domination est assurée par

VxeQ,Vyel, [Kxyfly)|<M|fl,

puisque le majorant est constant et donc intégrable sur le segment 1.
Ainsi T est bien une application de E dans E et la linéarité de T est évidente.

En intégrant I'inégalité de domination, on trouve
vxeQ, |TH)]|<b-aM]f,

et donc
VIeE, [T, <Mb—a)lfl

ce qui prouve que I'application linéaire T est bien continue et que [||T||| < M(b — a).
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On considere I'équation différentielle
(T+x2)y" (%) +xy’(x) — Vay(x) = 0. ®)

Existe-t-il une solution y de (€) sur |—1, 1] telle que y(0) =0 et y'(0) = V2?2 Si oui, est-elle
unique?

Représenter graphiquement cette solution.
Déterminer les solutions de (E) qui sont développables en série entiere.
Soit f1, une solution de (E) développable en série entiére

+o00
fi1(x) = Z anx™
n=0

avec ag = 0 et a3 = /2. Quel est le rayon de convergence de cette série?

L'équation (E) est une équation différentielle linéaire et homogene du second ordre. Les coef-
ficients sont continus sur R et le coefficient de y”(x) ne s’annule jamais. On peut donc appliquer
le Théoreme de Cauchy-Lipschitz : quels que soient les réels xo, a et b, il existe une, et une seule,
solution f de (E) de classe ¢ sur R telle que

f(xo) =a et f'(xg)=D.

En particulier, il existe une, et une seule, solution sur ]—1, 1[ telle que y(0) = 0 et y’(0) = V2.

La résolution numérique d’une équation différentielle demande qu’on l'écrive sous forme ré-
soluble. L'équation (E) devient alors

o y
VxeR, Vix)= <1ﬂxz~(ly(x —xy'(x))

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint

def f(Y, x):
y, y_prime = Y[0], Y[1]
y_seconde = (y/4-xxy_prime)/(Ll+x**2)
return np.array([y_prime, y_seconde])

@ Larésolution numérique ne demande alors plus que de choisir un intervalle de temps (x{)ogi<n
et une condition initiale (yo, Vo).

X = np.arange(0, 1.01, 0.01)

CI = np.array ([0, np.sqrt(2)1)

Y = odeint(f, CI, X)

positions, vitesses = Y[:,0], Y[:,61]
plt.plot(X, positions)

Le tableau Y produit par odeint est de la forme (Y j)o<i<n,o<j<2 ol Yio = y(xi) et Yi;1 =y’ (xi).
@ Mais 'approximation de la solution ainsi obtenue n’est définie que sur l'intervalle [0, 1] et pas
sur [—1,1]!
Une premiere possibilité consiste a calculer 1'équation vérifiée par z = [x — y(—x)]. Comme
z(x) = y(—x), z'(x) = —y’(—x) et 2"'(x) = y”(—x) et que y est une solution de (E) sur l'intervalle
[x1,x2], alors z est une solution de (E) sur l'intervalle [—x2, —x1] :

(1+x2)z"(x) + xz'(x) — %z(x)

1
= (T+x*)y"(—x) —xy'(—x) — 79()

= 1+ (0" () + (—x)y(—x) — Jy(—)
=0.
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Par conséquent, y est solution sur [—1, 0] si, et seulement si, z est solution sur [0, 1] avec la condition
initiale

(2(0),2'(0)) = (y(0),—y'(0)) = (0,—V2) = —(0, V2).

Z = odeint(f, -CI, X) # on résout sur [0,1]
plt.plot(-X, Z[:,0]) # on trace sur [—1,0]

# En général, les fonctions y et z ne vérifient pas la méme équation différentielle...

@ On peut procéder de maniére un peu différente en tirant parti de la structure particuliere de
I'équation différentielle.
Considérons la solution y de (E) définie sur R associée a la condition initiale (a,b) = (0,b) et la
fonction z = [x — —y(—x)]. On vérifie (comme plus haut) que z est une solution de (E) associée a la
méme condition initiale : comme le Théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique, on en déduit que

VxeR, z(x)=-y(—=x) =yx).

Autrement dit, la solution y est impaire et son graphe admet donc l’origine pour centre de symétrie
et il est donc inutile d’invoquer deux fois la fonction odeint!

plt.figure()
plt.plot(X, positions)
plt.plot(-X, -positions)
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Soient x € R, ve Ret
{ x"(t) = —ox'(t) (S)
Tracer la solution de (S) telle que
x(0) =y(0) =0 et x'(0)=y'(0) =v

pour différentes valeurs de « et de v. Interpréter qualitativement.
Résoudre le systeme. Démontrer que les fonctions x et y sont liées par la relation suivante.

y(t) = (1 + l)x(t) + iz ﬂn(1 — cxx(t))
ov o v
I ne s’agit pas d'un systéeme différentiel mais de deux équations différentielles indépendantes
l"'une de l'autre. On les résout donc séparément.
@ On les traite comme des équations du second ordre en les écrivant sous forme résoluble (ce qui
nous donne I'expression des fonctions f et g a définir pour appliquer odeint).

d (x(t) _ [ X d fyt) _ y'(t)
dt \x'(t))  \—ox'(t) dt \y'(t))  \—ay’(t) -1
# Bien entendu, si on devait mener les calculs a la main, on traiterait ces équations comme des équations du
premier ordre d’inconnues x'(t) et y'(t).

@ Pour une résolution numérique, tous les parametres doivent étre choisis : pour le moment, la
constante de temps «, la durée d’étude Tnax et la vitesse initiale v sont fixés arbitrairement.

import numpy as np
from scipy.integrate import odeint

a=20.5
T_max, v = 15, 3.5

def (X, t):
X, X_prime = X[0], X[1]
Xx_seconde = -a*xx_prime

return np.array([x_prime, x_secondel)

def g(Y, t):
y, y_prime = Y[O], Y[1]
y_seconde = -axy_prime - 1

return np.array([y_prime, y_seconde])

T = np.arange(0, T_max, 0.01)
CI = np.array([0, v])

X = odeint(f, CI, T)
Y = odeint(g, CI, T)

# On rappelle la manieére dont est défini le tableau retourné par la fonction odeint :
— la valeur T[0] est 'instant initial to;
— le tableau CI contient x(to) et x'(to);
— le résultat X est un tableau de n lignes et 2 colonnes oii nest égal a T
— pour tout 0 < k < n, les flottants X[k,0] et X[k,1] sont des valeurs approchées de x(t\.) et x'(ty) oit
ty est égal a T[k].

@ Dans un premier temps, on peut superposer les graphes de x et de y en fonction du temps.
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import matplotlib.pyplot as plt

plt.plot(T, X[:, O])
plt.plot(T, Y[:, O])

On constate que la fonction x tend vers une limite finie, tandis que la fonction y admet une asymptote
oblique.

10

16

@ On peut aussi tracer le support de I’arc paramétré (x(t),y(t)), T

plt.figure()
plt.plot(X[:, 01, Y[:, 0])

On retrouve, sous une forme différente, les propriétés précédentes : la trajectoire admet une asymp-
tote verticale (limite finie pour x(t), limite infinie pour y(t)) mais on perd une information : on ne
voit plus que y(t) = O(t) lorsque t tend vers +oo.

—15}

-20
0

@ Pour tracer les trajectoires qui correspondent a plusieurs conditions initiales, il faut répéter les
opérations effectuées précédemment au sein d"une boucle for.

plt.figure()

for v in np.arange(0.2, 5.2, 0.2):
CI = np.array([0, v])
X = odeint(f, CI, T)
Y = odeint(g, CI, T)
plt.plot(X[:, 01, Y[:, 0])
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—10}

—15|

—20}

-30
0

10



rms130-1038

On note Sc, I'ensemble des fonctions f a valeurs réelles, continues sur le fermé [0, +oo[ x R, de classe € L
sur 'ouvert ]0, +oo[ x R et qui vérifient I'équation aux dérivées partielles

Y (t,x) €10, 4o00[ x R, %(t,x) —|—f(t,x)%(t,x) =0. (S)

On considere une fonction u : R — R, de classe € 1 et croissante.
Soient t € R et x € R. Démontrer qu'il existe un, et un seul, réel a(t,x) tel que

x = a(t,x) + tu(a(t,x)).

On admettra que la fonction
((t,x) = alt,x)]

est continue sur R, x Ret de classe ¢ sur R x R.
Soit f : Ry x R — R définie par

V(t,x) € Ry xR, f(t,x) =u(alt,x)).

2.a. | Démontrer que
q
Démontrer que f € Sc.

Pour t > 0 et x € R fixés, on consideére la fonction ¢ : R — R définie par

VxeR, f(0,x)="F(x).

VyeR, o(y)=y-+tuly) —x

Comme u est de classe €' et croissante, alors la fonction ¢ est de classe €' et strictement crois-
sante :
VyeR, u'(y)=T+tu'(y)>1.

La fonction u tend vers une limite, finie ou égale a +o00, au voisinage de 400, donc la fonction ¢
tend vers 400 au voisinage de +oo.

De méme, la fonction u tend vers une limite, finie ou égale a —oo, au voisinage de —oo, donc la
fonction ¢ tend vers —oco au voisinage de —oo.

La fonction ¢ réalise donc une bijection de R sur R et en particulier il existe un, et un seul,
Yo = a(t,x) € R tel que @(yo) = 0.

# On aurait dil en fait définir
O(txy) =y +tuly) —x

qui est manifestement une fonction de classe €' sur R%. x R x R. L'analyse précédente et le fait que

Sy lbay) =1 +tuly) >0

permettent d’appliquer le Théoreme des fonctions implicites, qui prouve que la fonction a(t,x) est bien de
classe €1 sur R*. x R.

Pour t =0, ona a(0,x) + 0 —x = 0 (par définition de a(t, x)), donc
£(0,x) = u(a(0,x)) = u(x).

Pour t > O et x € R, par définition de a(t, x) et de f(t,x),
a(t,x) +t-f(t,x) —x =0.

D’apres la régle de la chaine,

0 g g g 2
ot X ot - % ox ox
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On en déduit que

donc que

et finalement que

of da ' of
Pl (a(t,x)) - T (a(t,x)) {f(t,x) +1t at}
of da af
PRl (a(t,x)) - 3= (a(t,x)) - {1 —t- ax]
of —u’(a(t, x)) of u’(a(t,x))
ot 1 + tu’(a(t,x)) fbx) et ox 1 + tu’(a(t,x))
of of

pour tout (t,x) dans 'ouvert R% x R.
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Une puce initialement placée a I'origine d’un plan fait des sauts aléatoires d'une unité dans les quatre
directions possibles. On note (Xy, Yn), ses coordonnées aprés n déplacements. Calculer E(Xy,) et E(X2).

On modélise 1'expérience aléatoire par une famille (Z,,)n>1 de variables aléatoires complexes défi-
nies sur un espace probabilisé (Q, A, P), qu'on suppose indépendantes et de méme loi :

qui représentent les déplacements successifs de la puce.
a- Les positions occupées par la puce au fil du temps sont les variables aléatoires (Sn )nen définies

par
So=0 et YneN, S,i1=Sw+2Zns1.

Les variables aléatoires X,, et Yy, introduites par 1’énoncé sont alors définies par
n
Xn =Re(Sp) =) Re(Zy) et Yn=0Im(Sy).
k=1

Comme les variables aléatoires Z\ sont indépendantes et de méme loj, les variables aléatoires JRe(Zy )
sont aussi indépendantes (lemme des coalitions) et de méme loi :

P(Re(Z) =1) =P(Re(Z) =—1) = -, P(%e(Z) =0) = -.

@ On en déduit que
E(Re(Z)) =0

et donc que (Koenig-Huyghens)

Par linéarité de 1’espérance,

Par indépendance des variables aléatoires,

ViXa) = 3 V(Re(Z)) = %

et, a nouveau par la formule de Koenig-Huyghens,

n

E(X3) = 5
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Soit k € N. Démontrer qu’il existe un unique polyndme Ry tel que

VxR, Rk(XJF%):XkJFX]T-

Donner une expression de Ry.

La fonction f = [x — x + 1/4] est de classe €' sur R et atteint son minimum en x = 1 (étudier les
variations...), donc ce minimum est égal a 2. Par ailleurs, cette fonction tend vers +oo au voisinage
de 0 et au voisinage de +oo.

D’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires,

En supposant qu’il existe deux polyndmes R} et R{ tels que

Vx>0, RL<X+%> :Ri(x+%) :xk+xlk,

on aurait donc
Vy>=2, Rily)=Ri(y).

Comme l'intervalle [2, +00[ est un ensemble INFINI, on en déduit que les deux polynomes R} et RZ
sont égaux.

# ]l existe donc au plus un polynome Ry tel que

1

1
VXER*, Rk(X+;):Xk+X7k,

Pour le moment, nous n’en savons pas plus...
@ Pour k = 0, il est clair que Ry = 2 convient.

De méme, pour k = 1, il est clair que Ry = X convient.
HR : Supposons que, pour un certain entier k > 1, il existe deux polyndémes Ry et Ry_ tels que

VxeRY, Rk(x—i—%):xk—&-:—k et qu(x—i—%):xk_]—i—xkq.

On remarque (!!!) alors que

Vx #0, (xk+x1—k)(x+%):Xk+1+xgﬁ+xkf1+xgﬁ

et donc que

Vx#£0, xkt! +Xk1ﬁ =R (x+%)Rk(x+%) — Rk (x+%).

En posant
Riy1 = RiRx —Ry—1 = XRx — Ry

on obtient donc un polynéme qui vérifie bien

1

xk+1

1
Vxé]R*, Rk+] (X+ ;) :Xk+1 +

et I'existence de la suite (R )ren est ainsi établie par récurrence.

# On peut déduire de cette relation de récurrence que Ry est un polyndme unitaire de degré k pour tout
k € N.

@ Soit k € N. Du fait que 1’égalité
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soit vérifiée sur un ensemble infini, on en déduit I'égalité

Rk(X—i—%) :x‘%%

entre éléments du corps R(X) des fractions rationnelles & coefficients réels. En particulier, on a donc
VzeCF Rk(z—i—f) =z"+ =
z z

et donc, pour tout 0 € R,
Rk (2cos®) = 2cos kO

en prenant z = e'°.
A peu de choses preés, les polynémes Ry sont donc les polynémes de Tchebychev.

#v On aurait pu faire ce constat a I'aide de la relation de récurrence en réécrivant
Rir1 = XRx — Ry

sous la forme

1 1 1
SR (2X) = ZX(sz(zX)) — 3R (2X),

a rapprocher de la relation
Tier1 = 2XTe — Tie—1.

On en déduit donc

Ri(2cos0) = 2%Re[(cos O +1isin0)¥]

Kk
=2NRe (Z (?) cos* 701 - sin 6)

j=0
=2 Z (k) cos* 219 (—1) - (1 — cos? 0)
0<2zj<k V

pour tout 0 € R.
On a ainsi démontré que

Re(u) =2 ) (‘,‘)uk—zi (=1 (1 —u?)
0<2j<k
pour tout u € [-1,1]. Comme le segment [—1, 1] est un ensemble infini, on en déduit que

k—2j PANEES
re=2 3 (g o (1-%)

0<2j<k
# L'intérét de cette formule est proche de zéro : trop compliqué pour étre vraiment utile!

@ Cherchons les racines de Ry appartenant au segment [—2, 2] : chacune d’elles peut s’écrire 2 cos 6
pour un angle 6 € [0, 7.
La relation Ry (2 cos 8) = 2 cos k6 nous dit alors que

kb = g (mod 7)

et comme on impose 8 € [0, 71|, on en déduit qu’il existe un entier 0 < { < k tel que

m T
et donc tel que
(204 1)

2cos0 =2
cos os ——
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Comme
P (I .Sl )
2k 2k 2k

et que cos est strictement décroissante sur [0, 71], on a trouvé k racines deux a deux distinctes pour le
polynéme Ry, :
264+ 1)

2k’
Comme deg Ry =k, on a trouvé les racines de Ry (elles sont toutes de multiplicité 1) et comme Ry est
unitaire, on a en fait déterminé Ry :

2cos 0<il<k.

k—1
(2¢+ 1)
Ry = X*ZCOS*
k g[ 2k }

qui est un polyndme scindé a racines simples, toutes ces racines appartenant a [—2, 2].

# Cette expression n'est pas plus simple a établir que la précédente : dans les deux cas, il faut avoir repéré
les polyndomes de Tchebychev...
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Soient A € M (R) et Y a, U'application définie par

VM e My (R), PYa(M)=AM—-MA.

L'endomorphisme \p o est-il injectif ?
Soit B € M (R) telle que P (B) = B.
Démontrer que
Vke N AB¥ —B*A = kB*,

En déduire que B est nilpotente.

Soit N = (nij)1<i,j<n € Mn(R), la matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf ni 141 =1
pour 1 < i < n. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que N soit un vecteur propre de
VA associé a la valeur propre 1.

Comme 1o est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie, il est injectif si, et
seulement si, il est surjectif.
Or la trace de P o (M) est nulle, quelle que soit la matrice M, donc

Impa C [tr(N) =0] ¢ M, (R)
donc P n’est pas surjectif.
# QOu, si on préfere, tout polyndme en A commute a A, donc

RI[A] C Kerpa

et comme dim R[A] > 1, I'endomorphisme \p o n’est donc pas injectif.
On rappelle que la dimension de la sous-algebre R[A] est égale au degré du polynome minimal de A. Elle
est donc strictement positive !

Pourk =1,0ona

par hypothese.
On suppose qu’il existe un entier k > 1 tel que

AB—BA =B =1.B'

AB* — B*A = k.B.

On multiplie a droite par B :
ABk+1 _ Bk AB =k Bk+1
- AB .
=BA+B
et en développant on obtient
AB*T —B¥TA = (k4 1).BFH,
Le résultat est démontré par récurrence.

Comme P € L(9,(R)), le cardinal du spectre de P est inférieur a n? = dim M, (R).

Si B n’était pas nilpotente, alors B* = 0,, pour tout k € N*. Par conséquent, B serait un vecteur
propre de P A associé a la valeur propre k et le spectre de A contiendrait donc IN* tout entier : c’est
absurde!

Donc B est nilpotente.

La matrice N est la matrice nilpotente d’indice n de référence :

01

SN

0
I s’agit maintenant de résoudre 1’équation

AN —NA =N
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dont I'inconnue est A. C’est une équation linéaire avec second membre, donc la solution générale est
la somme d’une solution particuliere et de la solution générale du systéme homogene

BN —NB =0.

Résolution du systeme homogene
Résoudre le systeme homogene, c’est en fait calculer le commutant de N.
a [l est clair que la sous-algebre R[N] des polynomes en N est contenue dans le commutant de N.
Avant d’aller plus loin, il est impératif de remarquer que : si

P:aoJr(l]XJr"'Jr(ldXd,

alors
ap a1 az An-2 Qn—1

An-—2

az
ay
ao

@ Réciproquement, y a-t-il dans le commutant de N des matrices qui ne sont pas des polynémes
en N ? Eh bien non!
Notons (eq,...,en), la base canonique de M, ; (R). Ona

V2<1<n, N€1261_1
et aussi Nej = 0. Par conséquent,
VOo<k<i, N¥e; = ej_i

ou, si on préfere,
v1<ign, e; = N""'e,.

Considérons une matrice B € 91, (R) telle que
NB = BN

et décomposons la derniere colonne de B dans la base canonique :

Be, = i Bi-ei= <i By - Nni) en.
i=1 i=1

Comme N et B commutent, alors N* et B commutent quel que soit k € N. Donc
n
Be; = BN te, = N iBe, = N KZ Bi - N*”) en]
i=1

et comme la sous-algebre R[N] est commutative, on en déduit que

N [(i BN en = (i B N" )N ey
i=1

i=1
n .

= (Z B‘i. . Nn_l> €i

i=1

et donc que

n
V1<i<n, Be = <Z[31'Nni>€i.

i=1

Comme (e1)1<ign est une base, on en déduit que

B = (Z Bi - N“_i> e RINI.
i=1
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Bref, I’ensemble des solutions de I'équation homogene
NB —BN =0
est exactement le sous-espace (ou la sous-algebre) des polynémes en N.

# D’une maniére générale, le commutant d’une matrice M contient toujours la sous-algebre des polynomes
en M.

Solution particuliere
Avec Ay = Diag(n,n—1,...,2,1),0ona

ANN=(0 C; - Cnq)=

et aussi
L,
L3
NAy = =

donc on a bien
AoN —NAy = N.

Conclusion
La matrice A € M, (R) vérifie
AN —NA =N

si, et seulement si, il existe un polynéme P € R[X] tel que

A = Ao +P(N).

#y Mais comment peut-on penser a Ag? ??
J'ai commencé par écrire le produit AN colonne par colonne et le produit NA ligne par ligne (cf plus
haut). C’était un peu plus clair, mais pas encore assez !
J'ai donc posé le calcul comme un bourrin : I'équation AN — NA = N devient alors

—az1 01
: Aij—1 — Qit1,5 _ \\
- 1
—0n1
0 An;1 - Ann-1 0
On en déduit tout d’abord que
02,1:"':an,1 :O
Qn,1 =" =0Unn-1 = 0

mais aussi que
Vi#Fi+, Aij—1 = Qit1,j
(j’ai renoncé a ce moment-la a étre plus précis sur les quantificateurs), ce qui m’a donné

a1 =+ =0Qii-1=Qi41,i =" =0apn-1=0.

En n’ayant pas encore regardé de pres a quoi ressemblait I'ensemble des solutions de I'équation homogene, j'ai
alors cherché une solution particuliere diagonale en remarquant que

Vi=1i+1, Qi = Aig1,ip1 + 1

et le tour était joué : il suffisait de vérifier que la matrice A était une solution particuliere.
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On pose
+y

f(x,y) = Arctan x 4+ Arctany — Arctan ]X

Déterminer I'ensemble de définition D de f.
Démontrer que f est de classe €' sur D.

Simplifier I'expression de f.

Comme la fonction Arctan est définie sur R, la fonction f est définie sur 'ouvert D = [xy # 1].
Les trois fonctions

x+y]

) =, Ty oyl et [yl 7

sont des fonctions rationnelles définies sur D et donc de classe €°° sur D. Comme Arctan est de
classe €*° sur IR, on en déduit que f est de classe € sur D.

Apreés quelques simplifications, on constate que

of of
Y (x,y) € D, a(x,y) = @(x,y) =0.

La fonction f est donc constante sur chacune des trois composantes connexes de D :
x>0Nkxy>1 Kk<0nNnkxy>1 I[xy<I1].
On détermine les constantes en calculant des valeurs particulieres simples :
V(xy)ex>0nNky>1, flx,y) = £(V/3,V3) = ;

Vixy)ex<0nlky>1], flxy)=Ff-V3-V3)= %f
V(xy) €y <1, flx,y)=7f0,0)=0.
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Soit P € R[X], un polyndme scindé a racines simples.
Démontrer que P’ est aussi scindé a racines simples.
Comparer les moyennes arithmétiques des racines de P et des racines de P’.

Notons d, le degré du polynéme P en supposant que d > 2.

# Sid =1, le polyndme dérivé est constant et je ne sais pas trop ce que peut étre un polyndme constant
"scindé a racines simples”.
Si d =0, alors le polyndme dérivé est le polynome nul...
Bref, supposons d > 2 pour éviter les discussions oiseuses !

Comme P est scindé a racines simples sur IR, il admet d racines réelles deux a deux distinctes et
comme chaque partie finie peut étre énumérée dans 'ordre croissant, on peut noter

ar<a<---<ag

les racines de P.

# Une partie infinie dénombrable de R peut étre énumérée (par définition!). Certaines peuvent étre énu-
mérées dans I'ordre croissant, c’est le cas de N. En revanche, d’autres ne peuvent étre énumérées dans 'ordre
croissant : c’est le cas de Z (qui n’a pas de plus petit élément), mais c’est aussi le cas de Q4 (qui a bien un plus
petit élément).

@ Pour tout entier 1 < k < d, la fonction polynomiale associée a P est continue sur le segment
[ax, ax1], dérivable sur l’mtervalle ouvert Jay, ax11[ et prend la méme valeur en ax et ax;1 :

Plax) =Plaxs1) =0.
D’apres le Théoreme de Rolle, il existe donc un réel
bk € Jak, a1l

tel que P’(by) = 0.
@ Les racines de P et les racines de P’ que nous venons de trouver sont entrelacées :

G <bi<ay<by<az<---<ag.1<bg1<aq

et comme toutes ces inégalités sont strictes, on a ainsi démontré que P’, polynéme de degré (d — 1),
admet au moins (d — 1) racines réelles deux a deux distinctes.

Comme un polyndme de degré (d — 1) > 1 (polynéme non nul par conséquent!) admet au plus
(d — 1) racines distinctes, cela prouve que P’ est également un polyndme scindé a racines simples
dans R.
D’apres les relations entre coefficients et racines pour les polyndmes scindés, si le polyndme
P s’écrit sous forme développée

P= CdXd + cd,1Xd*1 + -+ Co,
alors la somme des racines de P est égale a

—Ca—1
Ca

et la moyenne arithmétique de ses racines est donc égale a

1 —ca1
d Ca
Le polyndme dérivé P/, qui est lui aussi scindé comme on vient de le voir, s’écrit alors sous forme

développée
P/ =deaX '+ (d—T)eq 1X4 4+ +c
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ce qui prouve que la moyenne arithmétique des racines de P’ est égale a

1T —(d=Tea1 _ —ca

d—1° dcg dcq

Par conséquent, si P est scindé a racines simples, alors les moyennes arithmétiques des racines de P
et de P’ sont égales!

# Cette derniere propriété est vraie pour tous les polynomes complexes de degré d > 2. Nous n’avons utilisé
I'hypotheése a racines simples pour P que pour démontrer que P’ était lui aussi scindé.
Mais dans C[X], quel que soit P de degré d > 2, les deux polynomes P et P’ sont scindés, que les racines
de P soient simples ou non !
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Soient w, un endomorphisme non nul de R3 tel que
wru=w
et A, la matrice de u relative a la base canonique.

Démontrer que A est diagonalisable dans 9t3(C).
Déterminer le rang de .

3.| Démontrer que
q

R3 = Keru® Imu

puis que
R3 = Keru @ Ker(u? + 1d).

Démontrer que Imu = Ker(u? + 1d).
Démontrer qu'il existe une base de R> dans laquelle la matrice de w est égale i

00 0
0 0 -1
01 0

La matrice A admet X3 + X = X(X? + 1) = X(X + 1)(X — 1) pour polynéme annulateur. Ce
polynéme annulateur est scindé a racines simples dans C[X], donc la matrice A est diagonalisable en
tant que matrice complexe :

3JP € GL,(C), P 'AP = Diag(A1,A2,A3)

otl les A; appartiennent a {0, i, —i} (= 'ensemble des racines du polyndéme annulateur).

# Ce polyndme annulateur n’est pas scindé dans R[X].
Si la matrice A était diagonalisable en tant que matrice réelle, alors son polynome minimal serait scindé a
racines simples dans R[X]. Comme le seul diviseur scindé de ce polynome est X, cela signifierait que A serait
la matrice nulle!

Comme u # 0, le rang de u n’est pas nul. Donc il y a au moins une valeur propre non nulle
parmi les Ay.

Comme A est une matrice réelle, ses valeurs propres complexes sont deux a deux conjuguées avec
la méme multiplicité. Par conséquent, i et —i sont toutes les deux valeurs propres. Leur multiplicité
commune ne peut pas étre strictement supérieure a 1 (on est en dimension 3!), donc la matrice A est
semblable a

0 0 0
01 0
0 0 —i

et son rang est égal a 2.
Soit x € Keru NImu. Il existe donc xp € E tel que x = u(xo) et

u(x) =u?(xo) = Ok.
Comme u® +u = 0 et que u est linéaire, on en déduit que
x =u(xo) = —u’(xo) = —u(Og) = Ok.

Ainsi KeruNImu = {Og}.
D’apres le Théoreme du rang, dim E = dim Ker u + dim Imwu. Par conséquent,

E=Keru® Imu.

# On a donné ici une preuve élémentaire qui repose sur le polyndéme annulateur connu. Mais le résultat
établi est en fait vrai pour tout endomorphisme ayant un polyndme annulateur dont 0 est racine simple !
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Supposons que P = XPq soit un polynome annulateur de u et que Py ne soit pas divisible par X. Le
polynéme Py est alors premier a X et (Bézout!) il existe deux polynomes A et B tels que

AX +BPy = 1.

On en déduit que
Po(u)ou=0 etque A(u)ou-+B(u)oPo(u)=Id.

Considérons alors un vecteur x € Keru N Imu : il existe un vecteur xo tel que x = u(xo) et par conséquent
x =1Id(x) = A(w) [u(x)] + B(uw)[Po(u) o u(x)]
= A(u)(0e) + B(u)(0e) = O.
On a donc Keru N Imu = {O¢} et donc E = Keru @ Imu (Théoréme du rang).
Comme X et X? + 1 sont premiers entre eux et que leur produit est un polynéme annulateur de
u, on déduit du Théoréeme de décomposition des noyaux que
E = Keru @ Ker(u? + Id).
@ Suffit-il d’annoncer que X et X* + 1 sont premiers entre eux? Ou faut-il prendre la peine d'écrire la
relation de Bézout :
(=X).X+ (1).(X2+1)=1
qui justifie ce fait ?
a Comme u® +u = 0, alors
VxeE, (u+Id)ux)] = +u)(x)=0¢

donc Imu C Ker(u? +1d).
D’apres les décompositions en somme directe,

E =Keru® Imu = Keru @ Ker(u? + Id)
on a aussi dim Imu = dim Ker(u? + 1d) et par conséquent (inclusion et égalité des dimensions)

Imu = Ker(u? +1d).

# 1l suffit de tracer trois droites dans le plan pour constater qu’on peut avoir
E=FeG=FaH

sans que pour autant G = H!

Considérons un vecteur directeur e; de Ker u (qui est une droite comme on l'a vu).
. Considérons un vecteur e; non nul dans le plan Ker(u? + Id). Si e, et u(e;) étaient colinéaires
(en tant que vecteurs de R3, pas en tant que vecteurs de C?3), alors il existerait un réel A tel que
u(ez) =A-e;.

On aurait alors u?(e;) = A? - ey, et comme A € R, cela contredirait u?(e;) = —e, (puisque e, €
Ker(u? +1d)).
Par conséquent, (ez, u(ez )) est toujours une famille libre, et donc une base, de Ker(u? +1d) (quel
que soit le choix du vecteur e, dans ce plan).
@ Comme Ker u et Ker(u? + Id) sont supplémentaires dans R3, on en déduit que
(e1,e2,e3) = (e1,e2,u(ez))
est une base de R3.
On observe alors que
ule;)=0g=0-e1+0-e2+0-e3
ulez)=e3=0-e1+0-e2+1-e3
u(es) =—ex=0-e1+(-1)-e2+0-e3

puisque u(e;) = u?(ez) = —e; (car e; € Ker(u? +1d)).
Par conséquent, la matrice de u dans la base (e1, ez, e3) est bien
0 0 0
0 0 -1

01 0
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Soit M € My, (C), la matrice dont les coefficients diagonaux sont égaux a a € C et les coefficients
non-diagonaux sont tous égaux a b € C.

Calculer le polyndme caractéristique de M.
La matrice M est-elle diagonalisable ?
Calculer le polynome minimal de M.
Calculer le déterminant de 1,, + M.

On peut calculer facilement le polynéme caractéristique au moyen d’opérations de pivot judi-
cieuses (et sans passer par une relation de récurrence).
Partant de
a—A b——»b

) = | N

‘ \ b
b——Db a—A
on effectue d’abord les opérations

Vzglgn, L —L;—1L;4

pour obtenir
a—A b
b—a+A a—b—-A 0

NN

b—a+A 0

o —0Oo o

0 a—b—A
avant d’effectuer N
CreCi+) G
j=2
pour parvenir a une matrice triangulaire
a—A+n—1)b b b
0 a—b—-A 0 0
(=1 xm ) = 0 NN
| \\ 0
0 0 0 a—b—A

qui donne directement
xm=X—a+b)" ' (X—a—(n—1)b).

@ On en déduit en particulier que

detM(a,b) = (=1)"xm(0) = (a—b)" ' (a + (n—1)b).
# On n’est pas obligé de calculer le polynome caractéristique pour trouver le déterminant !

#y Autre méthode trés astucieuse pour calculer le déterminant.
On commence par considérer

a+x c+x cC+Xx

b+x b+x a+x
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On peut vérifier que f est une fonction affine de x en effectuant les opérations de pivot
VZngn, CjFCj—C1

pour obtenir
a+x c—a——cCc—a
b+x a—b c—b—=c—D>

b+x O0—0 a—-b

qu’on développe par la premiere colonne :

060 = (a0 x Mg (040 x [ (1)
i=2

oit les mineurs My 1 ne dépendent pas de x.
11 existe donc deux constantes A et B telles que

vxeR, f(x)=Ax+B.

@ Pour x = —c, il est clair que
flc)=Ac+B=(a—c)"

(déterminant d’une matrice triangulaire inférieure) et pour x = —Db, il est tout aussi clair que
f(b) =Ab+B = (a—b)"

(déterminant d’une matrice triangulaire supérieure).
@ En supposant que b # c, on déduit des formules de Cramer que
— n __ _ n _ n __ _ n
A (a—c¢) (a—Db) o B— cla—Db) b(a—c¢) .
c—b c—b

En particulier,

cla—b)"—bla—c)"
c—b '
@ En tant que fonction de b et ¢, I'expression f(x) est continue (car polynomiale!) donc

f(0) =B =

detM(a,b) = lim cla— b)c _E(a —c)
c— —

On pose alors ¢ = b + h et on conclut par un développement limité :

(a—b)"

- .((b—f—h)—b[]—L}n)_)(a_b)n—1((a_b)+nb).

a—b h—0

La matrice M(a, b) est symétrique mais ses coefficients a et b sont complexes : on ne peut donc
pas conclure directement a I'aide du Théoreme spectral!
La matrice M(0, 1) est, elle, symétrique réelle donc diagonalisable : il existe une matrice de pas-
sage Q telle que
Q7'M(0,1)Q

soit diagonale.
On en déduit alors que, quels que soient les nombres complexes a et b, la matrice

Q 'M(a,b)Q =aQ 'M(1,00Q +bQ'M(0,1)Q
In diag.

est diagonale, ce qui prouve que toutes les matrices M(a, b) sont diagonalisables.

# Qu’on puisse ici choisir la matrice de passage dans le groupe orthogonal Oy, (R) est sans intérét.
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Sib =0, alors M(a, b) = al,, est une homothétie et son polynéme minimal est donc (X — a).
Sib # 0, alors M(a, b) n’est pas une homothétie et le degré de son polynéme minimal est donc
supérieur a 2.
Il est alors classique de considérer la matrice

J=M{1,1)

dont tous les coefficients sont égaux a 1. On a donc

et comme

alors

[M(a,b) — (a — b)I,]* = b?J?
= nb.(bJ)
=nb.[M(a,b) — (a—b)I,].

Cela nous montre que le polynéme
X —(a—Db)]* —nb.[X— (a—b)]

est un polynéme annulateur de M(a, b), de degré 2 et unitaire : c’est donc le polynéme minimal de
M(a,b).
Conclusion :
pm = (X—a+b)(X—a—(n—1)b).

# Variante plus élaborée :
Le polynome caractéristique de M(a,b) nous donne ses deux valeurs propres (ou sa valeur propre si
b = 0) et on sait que M(a, b) est diagonalisable. Par conséquent, son polyndme minimal est unitaire, scindé,
a racines simples et ses racines sont les valeurs propres de M(a,b) (c’est-a-dire les racines de xm) : cela
caractérise le polyndme minimal.

Comme I, + M(a,b) = M(a + 1,b), le déterminant de I,, + M(a, b) est égal a

(T+a—b)""'"(1+a+(n—1b).
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Soit M(a,b) € M (C), la matrice dont les coefficients diagonaux sont égaux a a € C et les coefficients
non-diagonaux sont tous égauxa b € C.

1.| Démontrer que
q

&= {M(a)b)) (a)b) € IKZ}
est un espace vectoriel et admet (I = M(1,0), ] = M(1,1 )) pour base.
Démontrer que £ est stable par multiplication.
Démontrer que la famille (I, M(a,b), M(a, b)z) est liée et exhiber une relation de liaison.

En déduire une condition pour que la matrice M(a, b) soit inversible et, le cas échéant, exprimer son
inverse.

L'application ¢ : K? — 90, (K) définie par

V(a,b) e K?, ¢(a,b) =M/(a,b) =aM(1,0)+bM(0,1)

est évidemment linéaire et £, en tant qu'image d’une application linéaire, est donc un sous-espace de
M (K).
@ La définition de ¢ nous dit que (MU ,0), M(0, 1)) est une famille génératrice de £ et comme il
est clair que
aM(1,0) +bM(0,1) =M(a,b) =0 & a=b=0

cette famille génératrice est en fait une base de £.
L’application ¢ est donc un isomorphisme de IK? sur € et en particulier dim & = 2.
@ Quels que soient les scalaires o et 3,

ol +B] =M(ax+ B, B).

11 est clair que

x+Pp=B=0 ¢ a=p=0
et par conséquent la famille (I, ]) est une famille libre de deux vecteurs de £. Comme £ est un espace
vectoriel de dimension 2, on en déduit que (I, ]) est une base de €.

Comme £ est engendré par la famille (I, J), il suffit de vérifier que les produits deux a deux des
membres de cette famille :
IxI, Ix]J, JxI Jx]

appartiennent bien a £.
Comme I est neutre pour X, il suffit méme de vérifier que J* € £.
On vérifie sans peine que ] = nJ € &, ce qui prouve que £ est stable par multiplication.

# Comme 1 € &, on vient en fait de prouver que £ est une sous-algebre de M, (IK).

D’apres la question précédente, la famille est constituée de trois vecteurs de £, espace vectoriel
de dimension 2, donc cette famille est liée.
@ Sachant que J? = nJ et que
M(a,b) — (a —b)I =],

on obtient
[M(a,b) — (a— b)I]2 =b%J? =nb’] =nb.[M(a,b) — (a — b)]]

ce qui nous donne une relation de liaison et par conséquent un polynéme annulateur de M(a, b) :
X—(a—b)2—nb.X—(a—b)]=[X—(a—b)][X—(a—b)—nbl.
La relation de liaison qu’on vient de trouver peut s’écrire
M(a,b)[M(a,b) —[2(a —b) + nb]l,| = —(a—b)(a—b+nb)l,.

Par conséquent, si a # b etsi a # (n — 1)b, alors la matrice M(a, b) est inversible et son inverse est

la matrice :

(a—b)(a—Db+nb)

- [M(a,b) — 2(a —b) + nb]L,,].
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# En revanche, si a = b ou si a = (n — 1)b, on ne peut exploiter la relation de liaison... Il faut faire
intervenir le polyndme minimal pour conclure!

@ Le polyndme minimal de M(a, b) est un diviseur unitaire du polyndme annulateur trouvé.
Si le polyndme minimal de M(a, b) est un polyndme de degré 1, alors M(a, b) est une homothé-
tie (b = 0) de rapport a et M(a, 0) est inversible si, et seulement si, a # 0, d'inverse M(1/4,0) € £.
Sinon, le polynéme minimal de M(a, b) est égal a

X —(a—1b)l[X—(a—1b) —nb]

et la matrice M(a, b) est inversible si, et seulement si, 0 n’est pas une racine du polynéme minimal,
c'est-a-dire si a # b et a # (n — 1)b et dans ce cas, 'expression de l'inverse de M(a,b) a déja été
donnée.
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Pour toute fonction f € €°([0,1],R), on pose

N(f) = sup
neN

1
J fle)th dt‘.
0

Démontrer que N est une norme sur ¢°([0, 1, R).

Pour tout n € N, la fonction [t — f(t)t™] est continue sur le segment [0, 1], donc I'intégrale

1
J ft)t™ dt
0

est bien définie.
Comme f est continue sur le segment [0, 1], elle y reste bornée et

VneN, Vtelo1], [f(t"]| <[|f].

Par positivité de I'intégrale, on en déduit que

1 1
VneN, 0< J f(t)t™ dt‘ <J [F()t"] dt < [|f]] -

0 0

L’ensemble :
J ()™ dt

{ 0
est donc une partie non vide et majorée de R : elle admet bien une borne supérieure et cette borne
supérieure est un réel positif.

Ainsi, N est bien une application de E = ¢°([0, 1], R) dans R

,ne]N}

# Faut-il prendre la peine de justifier pourquoi I'ensemble considéré n’est pas vide ?
On a justifié I'existence de chaque intégrale, donc cet ensemble contient tous les termes d’une suite réelle
(pas nécessairement distincts deux a deux, mais c’est sans importance).
Je ne pense pas qu'il faille en dire plus.
En revanche, il est crucial de justifier l'existence de chaque intégrale, de justifier clairement que I'ensemble
est borné et de mentionner (juste mentionner, en passant) qu’il n’est pas vide.

» Soit f € E. Pour tout n € N, il est clair que

0 ~~
>0

0

1
J(?xf)(t)t“ dt‘ = |Al

J] fe)t" dt‘

et par conséquent

1
N(Af) = |A| sup{‘ Jo f(t)t™ dt

,ne ]N} = NIN(F).

#v La encore, inutile d’entrer dans les détails (4 mon avis).
Mais un jour d’oral, on doit se tenir prét a fournir les détails nécessaires pour justifier que, pour toute
partie non vide et majorée A C R,

Vt>0, sup(t.A)=t.sup(A).

(Rien de compliqué, mais ¢a prend pas mal de temps de bien le rédiger.)

» Quelle que soient les fonctions f et g dans E, quel que soitn € N,

1

J] ft)t™ dt +J

1
J (f + g) (" dt‘ _
0 0

0

g(t)t™ dt’

1
< Jf(t)t”dt‘—k

0
< N(f) + N(g)

1
J g(t)t" dt‘
0
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(en invoquant successivement la linéarité de l'intégrale, I'inégalité triangulaire dans R et le fait que
la borne sup est un majorant).
On a trouvé un majorant indépendant de n, on peut donc passer au sup :

sup

neN

1
j (f+ )t dt‘ < N(f) +N(g)
0

ce qui signifie précisément que N vérifie aussi l'inégalité triangulaire :

Vf,geE, N(f+g)<N(f)+N(g).

& Je tiens a ce style de démonstration avec les bornes sup (ou inf) : on commence par trouver un majorant
et on conclut en rappelant que, par définition, la borne sup est le plus petit de tous les majorants possibles. —
C’est peut-étre une manie personnelle ?

» Il reste a vérifier que N sépare les points. Pour cela, nous considérons f € E telle que N(f) = 0,

c’est-a-dire :

¥YneN, J f()th dt =0
0

Par combinaison linéaire, on en déduit que

1
J f(t)P(t)dt =0
0

pour toute application polynomiale P € E.

@ La fonction f est CONTINUE sur le SEGMENT [0, 1]. D’apres le Théoreme de Weierstrass, il existe
une suite (P )nen d’applications polynomiales qui converge uniformément sur le segment [0, 1] vers
f:

lim ||f —Pnll

n—-+oo
@ Or, pour tout n € N, comme f est bornée sur [0, 1],

vtel0,1], |[f(t)—fOPu(t)] = [f(1)] [f(t) = Pn(t)] < Iflloo If — Prlloo

Par linéarité, par inégalité triangulaire et enfin par positivité de l'intégrale,

1 1
J 2(t) dt—J f(t)Pn(t) dt’

0 0

1
J £2(t) — F(£)Pa (1) dt

J |f2 f(t)Pn(t)] dt

< flloo I = Prlle

@ On en déduit que

1 1
J f2(t)dt = lim J f(t)Py (t) dt.

0 n—-+oo

Or on a constaté en commengant que
1

VYneN, J f(t)Pn(t) dt = O.
0

1
J f2(t)dt =0
0

et comme 2 est une fonction continue et positive sur [0, 1], on en déduit que f est la fonction nulle.

Donc

# On peut vérifier facilement que 'application

0

1
[(f, g) J f(t)g(t) dt]
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définit un produit scalaire sur €. Le raisonnement qui précede démontre que I'orthogonal du sous-espace F des
applications polynomiales est réduit a {0} et donc que

FL=E+ ={0} bien que F ¢ E.
On en déduit en particulier que (F£)- =E #F.

Cela n’est possible que parce que E est un espace de dimension infinie et que F est dense dans E.
Rappel : en dimension finie, tout sous-espace vectoriel est fermé (donc F = F) et (F£)+ =F.
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Pour A € C, on définit l'application ex : R — C en posant
VxeR, ex(x)=exp(Ax)

et on note F, le sous-espace de €° (R, C) engendré par les ey.
Pour tout £ € F, on pose

“+o00 f(“) 0
N(f) = 27’ n,( |,
n=0 :

Démontrer que N est une norme sur F.
Par définition de F, pour toute fonction f € F, il existe un NOMBRE FINI de scalaires complexes
C11,...,Cln,}\1,...,}\n

(ot1les A, sont DEUX A DEUX DISTINCTS) tels que
n
VxeR, f(x)= Z ape)‘P".
p=1

Il est alors clair que

n
VkeN, f0)=) apAy.
p=1
Toute famille FINIE de nombres réels positifs admet un plus grand élément : en posant

n
ao =) lapl et Ao =max{Ail,..., Anl},
p=1

on obtient
VkeN, [f*0)] < aoh§
et on en déduit que la série
0)
k!
est bien convergente (comparaison a une série de Poisson).
Par conséquent, N est bien une application de F dans R, .

» L'homogénéité est évidente (linéarité de la somme pour les séries convergentes).
» L'inégalité triangulaire est facile a établir. Quelles que soient les applications f et g dans F,

VKEN, |[(f+9)™(0)] <[ (0)]+[g"™(0)]
(inégalité triangulaire dans R) et par positivité de la somme (pour les séries convergentes)

N(f +g) < N(f) + N(g).

» Il reste a vérifier que N sépare les points.
Supposons donc que N(f) = 0 pour une certaine application f € F. On en déduit que

VkeN, f®0)=0

(une somme de termes positifs est nulle si, et seulement si, chaque terme est nul) et donc que (en
conservant les notations précédentes) :

n
VKEN, 3 apAs=0.
p=1

Comme les A, sont deux a deux distincts, la matrice de Vandermonde

V= (A5)o<k<n
1<p<n
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est inversible, donc les a,, vérifient le systeme de Cramer homogene

n
vo<k<mn, Y apAk=0
p=1

ce qui prouve que les a,, sont tous nuls et donc que f est le vecteur nul.

# Non, la matrice de Vandermonde n’est pas au programme. En théorie, il faudrait justifier en détail le fait
qu’elle est inversible si, et seulement si, les A, sont deux a deux distincts.
Mais la matrice de Vandermonde est un grand classique et, a ce titre, on a le droit d'y faire allusion sans
trop entrer dans les détails — surtout quand, comme ici, elle n’est pas introduite par I'énoncé.
Et d’autre part, la matrice de Vandermonde apparait dans le cours sur les polynomes interpolateurs de
Lagrange qui, eux, sont bien au programme. De ce fait, on peut quand méme considérer que la matrice de
Vandermonde est au programme !

VARIANTE.— Pour tout A, la fonction e, est développable en série entiere sur R :
VxeR, ex(x)= Z — x".

Par combinaison linéaire, toute fonction f € F est donc développable en série entiere sur R et en
particulier (Formule de Taylor) :

+oo (n)
VxeR, f(x):Zf (O)X"

n=0

n!

Comme on l'a vu, si N(f) = 0, alors f(")(0) = 0 pour tout n € N et par conséquent la fonction f est la
fonction nulle.

# Cette variante est plus élégante que la méthode précédente... En fait, cette variante ne prouve que ce qu’il
faut prouver (la fonction f est la fonction nulle) et rien de plus!
La méthode précédente au contraire démontrait que f était nulle en démontrant que tous les scalaires ay
étaient nuls au moyen d’un argument (systeme de Cramer associé a une matrice de Vandermonde) qui permet
de démontrer que la famille (ex)rcc est une famille libre — ce dont on n’a nul besoin ici.
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Pour tout n € N*, on pose
1

(m+x)3/2+ (n+x)1/2

fn (X) =

et on note f, la somme de la série de fonctions ) _fy.

Démontrer que f est définie sur ]—1,+ool.

Démontrer que f est de classe € sur 1—1, +ool.

Trouver un équivalent de f au voisinage de —1. En déduire que f est intégrable sur ]—1, 0].
Calculer la limite de f au voisinage de +oo.

Démontrer qu’il existe deux réels a et b tels que

a
f(x —_
() e %

Onpose I =]—1,4o0l.

Pour tout x > —1 (fixé),
1

fn(x) oo 32

et comme la série de Riemann }_ 1/,3/2 est convergente, on déduit du théoréme de comparaison pour
les séries de terme général positif que la série ), (x) est (absolument) convergente et donc que la
somme S(x) est bien définie.

Chaque fonction f,, est de classe ¢! sur I et la série de fonctions }_ f, converge simplement sur
L

Pour toutn > 1Tettoutx €I,

—(Bn+3x+1)

fnlx) = 2+ x)32(n+x+1)2

et donc
3

|\ﬂn+qun+x+n'

3
VEElvxel (6] <

ce qui prouve que la série des dérivées 3 -, f}, converge normalement sur I.

vn>1,vVxel, [fi(x)

En particulier,

On a ainsi démontré que S — f; était de classe ¢! sur I et que
Vxel, S'(x)—f](x Zf

et donc que

Vxel, S'(x)=) fi(x.

# 1l me parait plus simple de séparer f1 du reste de la série et de produit un argument de convergence
normale sur 1 tout entier que de conserver f1 avec les autres termes et de démontrer la convergence normale
sur les intervalles de la forme [a, +ool pour tout a > —1.

Bien entendu, pour penser a traiter f1 séparément, il faut avoir remarqué pourquoi la convergence n’était
pas normale au voisinage de —1 (c’est le genre de questions qu’il est toujours bon de se poser).

On reprend la méme démarche en traitant f; a part!

@ Pour toutx > —1,
1

Jn—1-n

En sommant ces inégalités (pour n > 2 seulement, pas pour n > 1!), on obtient

Vn>2, 0<fr(x) <fu(=1)=

+oo

Vx>—1, 0< an(x)

n=2

1
gﬂgz\/n—Ln'
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Cet encadrement prouve que S(x) — fq(x) est bornée sur |]—1, 4+o00[ et en particulier que

Sk = fi(x)+O(1).

# On prouve ainsi que la série de fonctions ) | -, fr, converge normalement sur 1 et on redémontre a cette
=
occasion que la somme S est continue sur 1 en tant que somme de 1, continue sur 1, et de la somme de la série
2 n>2 Tn, qui est pour sa part continue sur [—1,+ool.

@ Comme la fonction f; tend vers 400 au voisinage de —1, on en déduit que

S) = i) +000) =f1(x) +off1(x)]
donc que

f -
x——1 V1+x(x+2)

et enfin que
1

X) x——1 +/1] -|-x.

a Comme la fonction S est continue sur ]—1,0], cet équivalent prouve que S est intégrable sur
1—1,0] (comparaison a '/,i; au voisinage de u = 07).

On a prouvé que la série de fonctions } , -, fn convergeait normalement sur I et donc en par-
=
ticulier au voisinage de +-oo0.
Comme f;, tend vers 0 au voisinage de +oo pour tout n > 2, on en déduit que

+oo

“+o00
(S=f)(x)=D fulx) —— D 0=0.
n=2 n=2

Comme f; tend également vers 0 au voisinage de +o00, on en déduit finalement que

S(x) —— 0.
X—+00

Fixons x > 1 (ce n’est pas une restriction, puisque x tend vers +c0).
La fonction ¢ définie par

1

Vt>0 t) =
ey ViFx(t+x+1)

est continue et décroissante sur [0, ool
Pour tout entier N > 1, une comparaison somme-intégrale (avec figure correctement légendée!)

donne
N

N N
[Tomdts Y <[ ot

1 oy 0

Or, quels que soient 0 < a < N,

N N+x du
t)dt = _
Ja (p( ) J'x—b—a \/171 (u + 1 )
(changement de variable affine u =t + x) et donc
N VNEX 4y VNTFx
J e(t)dt= ZJ S5 = {ZArctanv}
a Jxra Vv +1 Vx+a

(changement de variable v = /).
On en déduit que

N
lim J e(t)dt=2 [71/2 — Arctanvx + a

N—+oo o

= 2 Arctan

1
Vx+a
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et donc que

1 1
< S(x) < 2 Arctan —

2 Arctan
Vx+1 VX

pour tout x > 1.

Finalement,
2

1
%o VAN
ce qui redémontre que S tend vers 0 au voisinage de +oco et prouve que S n’est pas intégrable au
voisinage de +o0.

#o Cette derniére remarque sert a justifier le calcul de I'équivalent — car a quoi peut bien servir un équivalent
au voisinage de +oo a moins qu’on n'étudie I'intégrabilité ?
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Soit f, une fonction de classe ¢ de [0, 1] dans R. Démontrer qu'il existe une suite (Py )nen de fonctions
polynomiales qui converge uniformément sur [0, 1] vers f et telle que la suite (Pr,);, . converge
uniformément sur [0, 1] vers f'.

# Convergence uniforme sur un segment, fonctions polynomiales... Evidemment, c’est I'occasion d’appli-
quer le Théoreme de Weierstrass !
Mais attention, si la suite de fonctions (un)nen converge uniformément sur 1 vers w, rien ne prouve que
la suite (u], )nen des dérivées converge uniformément sur I vers la dérivée u’...

], donc il existe une suite de fonc-
| vers u’ (Théoréme d’approxima-

Par hypothese, la dérivée 1’ est continue sur le segment [0,
tions polynomiales (Qn)nen qui converge uniformément sur [0,
tion de Weierstrass) :

1
1
. -
gim [ Qn — ]l =0.
Comme u est de classe €' sur [0, 1], d’apres le Théoréme fondamental,

Vxelo,1], u(x)=1u0) +J u’(t) dt.
0

Par analogie, on pose
VvneN,Vxelo,1], Pr(x)=u(0) +J Qn (t) dt.
0

En tant que primitive de la fonction polynomiale Q+, la fonction P, est elle aussi polynomiale.
De plus, quels que soientn € N etx € [0,1],

’Pn(x) — u(x)’ = ‘ (u(O) + E Qn(t) dt) — (u(O) + r u'(t) dt) ‘

0

L Qult) /(1 dt‘
<=0 Qn — 'l

car
vtel0,1], [Qnl(t)—u/(t)| <[Qn —u[|.

On en déduit donc que, pour toutn € N,
Vx e 0,1, |Pu(x) —ulx)| <[Qn—u'l|-

On a trouvé un majorant indépendant de x € [0, 1] et qui tend vers 0 lorsque n tend vers +oo.
Par conséquent,
VneN, 0<|Pn—ull, <[IQn—wl,

donc la suite de fonctions polynomiales (Pr, )Jnen converge uniformément sur [0, 1] vers u. Et de plus,
par construction, la suite (Qn)nen = (P )nen converge uniformément sur [0, 1] vers u’.
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Pour x € R, on pose

+oo (_])n
i) = Zo T4+ nx’

Démontrer que S est définie et continue sur R,
Déterminer la limite de S au voisinage de +oo.

Démontrer que S est de classe €' sur RY;..

Pour tout n € N, on pose
(="

VxeRy, un(x)

Tl
@ ]l est clair que, pour tout x > 0, la suite de terme général
1
Un(x)| =
’ nl )’ T+ nx

tend vers 0 en décroissant. D’apres le Critere spécial des séries alternées, la série ) u,, (x) est donc
convergente.

Autrement dit, la série de fonctions }_u, converge simplement sur ]0, +oco[ et sa somme S est
bien définie sur cet intervalle.

#y La série )_un(x) diverge grossierement pour x = 0.

@ Puisque les conditions d’application du Critére spécial des séries alternées sont satisfaites, on
sait comment dominer le reste d’ordre n :

1

N n < ——mM—.
VneN, Vx>0, ]R (x)’ T r———

@ Pour a > 0, on en déduit que

Vx € [a,+ool, |Rn(x)| < H(Tl]iﬂ—])a'
On a trouvé un majorant indépendant de x et qui tend vers 0 lorsque n tend vers +o0, cela signifie
que la série de fonctions )_ u,, converge uniformément sur [a, +oo[.
Comme les fonctions u,, sont continues sur R, (et donc en particulier sur [a, +o00[), on en déduit
que la somme S est continue sur [a, +oo[.
@ Cela étant vrai pour tout a > 0, on en déduit que la conclusion est vraie sur ]0, +oco[ : la somme
S est continue sur ]0, +ool.

#v La domination du reste donnée par le Critere spécial des séries alternées ne permet pas de conclure a la
convergence uniforme sur 10, +ool. En effet, le majorant trouvé sur cet intervalle :

1
sup

0
xso0 I+ (M+1)x

ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oco !

D’autre part, chaque fonction w,, tend vers une limite finie (égale a £1) au voisinage de O et le Théo-
reme d’interversion des limites (ou Théoreme de la double limite) nous dit que, si la série Y, convergeait
uniformément sur un voisinage de 0, alors en particulier la série numérique

2_limun(x) =3 (-1)"

serait convergente! La question est réglée : la série ) ne converge uniformément sur aucun voisinage de 0.
# On a établi la continuité de la somme par un argument de convergence uniforme. 1l est important de noter
qu’on ne pouvait pas invoquer la convergence normale :

Ya>0, sup  [un(x)| =un(a) ~ —
x€la,+oo[
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et la série Y V/na est divergente.

On a démontré que la série de fonctions ) _u, convergeait uniformément sur l'intervalle (1, +-o00l,
qui est un voisinage de +oo.

Pour tout n > 1, la fonction u, tend vers 0 au voisinage de +oco et d’autre part la fonction ug
tend vers 1 au voisinage de +oco.

La convergence uniforme au voisinage de +oco nous autorise a passer a la limite terme & terme :
la somme $ tend vers une limite finie au voisinage de +oo0 et cette limite est égale a

Z Iim u,(x)=1.
X—+0oo

# Comme cette limite est un réel non nul, on peut aussi présenter le résultat sous la forme d’un équivalent :

Pour tout n € N, la fonction u,, est de classe €' sur R et

(_] )n+1n

/ _
Vx>0, u(x)= T

» On sait que la série de fonctions )} u,, converge simplement sur R?.
#o Il nous reste a démontrer que la série des dérivées Y_ !, converge uniformément sur chaque l'intervalle
la, +oo[ pour tout a > 0 afin de pouvoir conclure.
» L'inégalité
[uf (9] < Jup ()]
équivaut (apres quelques simplifications...) a

nn+1)x? > 1.

Pour tout x € [a, +oo[, onax? > a? et par conséquent, la suite extraite

(|uT/1(X)|)n2]/a

tend vers 0 en décroissant.
Les conditions d’application du Critere spécial des séries alternées sont donc satisfaites pour
tout x > a a partir durang n > /4. En particulier,

5w

k=n+1

1
Vx>a, Vn < i nt

+ [n+1]a)?’

1
a’

Le majorant est indépendant de x et tend vers 0 lorsque n tend vers +oo (c’est un majorant en
O(1/n)), donc la série des dérivées ) u/ converge uniformément sur tout intervalle [a, +ool.

» On en déduit que la somme S est de classe ¢ T sur [a, +oo[ et que

+oo
Vx>a S'(x)= Z uy (x)
n=0

Comme cette propriété est vraie pour tout a > 0, on en déduit qu’en fait la somme S est de classe ¢!
sur R et que

+oo
Vx>0, S'(x)= Zu{l(x)
n=0
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Soient E, un espace vectoriel de dimension n € IN* et f, un endomorphisme de E.

Pour tout entier k € N,
Im %1 c Im £,

S'il existe un entier p € N tel que
ImfP = Im P+,

alors

3.| Endéduire que
q

VkeN, ImfP=ImfPk,

Imf™ =Imf+7.
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Soit w, un endomorphisme de R3 tel que u® =Id et u # Id.
Démontrer que 1 est une valeur propre de 1.

2.| Démontrer que
q

R?® = Ker(u—Id) @ Ker(u? + u+Id).

Démontrer qu'il existe une base de R> dans laquelle la matrice de . est égale i

0 0 1
100
010

Par hypothese, le polynome
X2—1=X=1X2+X+1)

est un polyndéme annulateur de u.
@ La dimension de R est égale a 3, donc le degré du polyndme caractéristique x de u, égal a 3, est
impair.

Tout polyndme P € R[X] de degré impair posseéde au moins une racine réelle (avatar du Théo-
réme des valeurs intermédiaires), donc x posséde au moins une racine réelle, donc u admet au moins
une valeur propre réelle.

Toute valeur propre de u est en particulier une racine du polyndme annulateur (X3 — 1) et la
seule racine réelle de (X> —1) est égale a 1. Par conséquent, 1 est bien une valeur propre de u (et c’est
sa seule valeur propre réelle).

Les facteurs (X — 1) et (X% + X + 1) sont irréductibles (dans R[X]), unitaires et distincts, donc ils
sont premiers entre eux. Comme leur produit : (X3 — 1) est un polyndme annulateur de u, on déduit
du Théoreme de décomposition des noyaux

E = Ker(u — Id) @ Ker(u? +u +Id).

Commengons par analyser la matrice donnée.
Si cette matrice représente u dans une base % = (e1, e, e3), alors

e =uler), e;=ule)) =u’(e;) et e; =ules) =u’(e;) =e;

puisque, par hypothese, u® = Id.

& Ainsi B = (61 ,uler), u? (e )), 11 s’agit donc uniquement de bien choisir le vecteur ej...

@ Sion choisit e; € Ker(u—1d), alors e; = u(e1) = ey, ce qui contredit le fait que la famille (eq,e;)
doive étre une famille libre.

- Sion choisit e; € Ker(u? +u +1d), alors

es+er+er = +u+Id)(e;)=0

ce qui contredit le fait que la famille (eq, ez, e3) soit libre.
- Puisque E = Ker(u — Id) @ Ker(u? 4+ w + Id), le vecteur e peut étre décomposé

SRNCIE e

~—
€Ker(u—Id) €Ker(u?+u-+Id)

et d’apres ce qui précede, il faut que y # O et que z # 0.

» Comme 1 € Sp(u), alors Ker(u — Id) # {0}, donc il existe yo non nul dans Ker(u — Id).
» Comme u # Id, alors Ker(u—Id) ¢ R3, donc Ker(u?+u+Id) # {0} etil existe zo € Ker(u?+u-+Id),
non nul.

La famille (zg) est donc une famille libre.

» Le sous-espace
G = Ker(u? + u +1d)
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est stable par u et 'endomorphisme ug € L(G) induit par restriction de u admet évidemment X? +
X+ 1 pour polynéme annulateur. Comme ce polynéme n’a pas de racine réelle, cela signifie que ug
n’a pas de valeur propre réelle et donc que le sous-espace G ne contient aucun vecteur propre de ug.
Sile couple
(Zo,u(lo)) = (ZO)UG (Zo))

était 1ié, alors zy serait un vecteur propre de ug : on vient de voir que c’est impossible !
Par conséquent, le couple (zo, u(zo )) est une famille libre.

» Comme les sous-espaces Ker(u —Id) et G sont en somme directe, que (yo) est une famille libre de
Ker(u —1Id) et que (zo,u(zo)) est une famille libre de G, la famille

(Yo, zo, u(zo))
est libre.

# La propriété de somme directe permet de concaténer des familles libres en conservant l'indépendance li-
néaire des vecteurs (sans avoir a poser de calculs pour justifier ce fait).

» Posons maintenant
€1 =Yo + Zo-

Par linéarité de u,
uler) =yo +ulzo) et u’(er) =yo+u*(zo0) = yo —zo — u(zo)

puisque zo € Ker(u? +u +1Id) et donc u?(zo) + u(zo) + zo = 0.
> Soient a, b et c, trois réels tels que

ae; + bu(er) + cu®(er) = 0.

On en déduit que
(a+b+clyo+ (a—c)zo + (b—c)u(zy) = 0.

> Comme la famille (yo,zo,u(z0)) est libre, on en déduit que
a+b+c=0
a —c=0
b—c=0
et donc que a = b = ¢ = 0 (systeme de Cramer). Par conséquent, la famille
(er,uler),u*(er))

est libre. Il s’agit donc d’une base de R? et la matrice de u relative a cette base est égale a

0 0 1
100
010

(par définition de la base pour les deux premiéres colonnes; a cause de u®> = Id pour la troisieme
colonne).
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Soient E = ¢ (R, R) et F, le sous-espace engendré par les vecteurs
e] =cos et er =sin.
Pour toute fonction f € E, on pose
Te = [t — (10(0) — 6f'(0)) cos t + (12f(0) — 7f'(0)) sin t]

et on note w = [f — T¢].

Démontrer que ey et e, sont linéairement indépendants.

Démontrer que u est un endomorphisme de E. Est-il injectif?

Démontrer qu’il existe un endomorphisme v de F induit par restriction de .
Quelles sont les valeurs propres de v?

Soient a et b, deux réels tels que
VteR, aei(t)+bex(t)=0.

Avec t = 0, on obtient a = 0 et avec t = 75, on a aussi b = 0. Donc la famille (e, e, ) est libre.

L'application Ty est bien de classe ¢! de R dans RR, en tant que combinaison linéaire de e; et de
€.
D’autre part,
[f— f(0)] et [f— f'(0)]

sont bien des formes linéaires sur E, donc [f — T¢] est bien une application linéaire.
@ On sait que la dimension de I'espace de départ E est infinie. On a remarqué que 'image de u
était contenue dans F = Vect(eq, e2), espace vectoriel de dimension deux.
Comme dim F < dim E, l'application u € L(E, F) n’est pas injective.
On a déja remarqué que le sous-espace F = Vect(e1, e,) était stable par u, donc il existe bien un
endomorphisme de F induit par restriction de u : c’est celui que 1’énoncé note v.

# La question est trés mal formulée. La notation w désigne la restriction de wa F et, par définition, il s’agit
d’une application de F dans E (puisque w : E — E), qui ne peut donc pas étre un endomorphisme.

D’apres la premiére question, # = (e, e;) est une base de F. Dans cette base, la matrice de v est

10 -6
A:(n —7)'

La trace est égale a 3 =2 + 1 et le déterminant a 2 =2 x 1, donc les valeurs propres de v sont 1 et 2.

@ Comme
9 —6 8§ —6
A—Iz=(12 —8) et A—212=(12 _9>,

2e1 +3e> et 3eq; +4ey

les applications

sont des vecteurs propres de v respectivement associés aux valeurs propres 1 et 2.

® En posant
2 3
(9

on définit donc une matrice inversible telle que

P~'AP = Diag(1,2).
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Soient E, un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K et f, un endomorphisme de E dont le rang
est égal a r. Démontrer que le degré du polyndme minimal de f est inférieur ou égal a (v +1).

# On n'aici aucune idée de ce que pourrait étre le polyndme minimal de f (on ne dispose d’aucune indication
sur la nature géométrique de f [projecteur, symétrie...] par exemple).
Le seul théoreme applicable est donc celui qui nous assure que le degré du polyndme minimal est inférieur
a la dimension de I'espace vectoriel ambiant.
On ne peut donc pas se contenter d’étudier f, endomorphisme d"un espace vectoriel de dimension n.

Le sous-espace Im f est un sous-espace stable par f de dimension r = rg f. On note fy, 'endo-
morphisme de F = Im f induit par restriction de f a Im f.

Comme dimImf = v, on en déduit que le degré du polynéme minimal de fy est inférieur ou
égalar.

11 existe donc un polyndéme

o =X +ag 1 X+ a1 X +ao
dont le degré d est inférieur a r et qui annule f :
Vy € Imf, (fg + ad_1f87] + -+ aifo+ aold)(y) =O¢.
Comme fj est induit par restriction de f a Im f, on en déduit qu’en fait
VyeImf, (f44aq 1f""+-- +arf+aold)(y) = O¢.
Pour tout x € E,onay = f(x) € Imf (par définition méme de Im f), donc
VxeE, (fd+ag 1f 4+ 4 arf+ aoId)[f(x)] = O
ce qui prouve que le polynéme
X fag g X+ arX? + apX

est un polyndme unitaire annulateur de f.
Le polyndme minimal de f est un diviseur de ce polynéme, donc le degré du polynéme minimal
de f est inférieur ou égal a (r + 1).
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Soient X € M 1 (R), une colonne non nulle, et A = X.XT,
Calculer le rang et le spectre de A.
En déduire le polyndme caractéristique de A.

Démontrer que

#v Nous allons traiter cet exercice de maniére élémentaire, mais on pourrait évoquer plusieurs résultats de
nature géométrique pour aller plus vite en voyant plus loin. A tout a I'heure!

det(I, +A) =1+ X".X.

On note
X1

X =
Xn

de telle sorte que
A = (xiX§)1<i,j<n

ou, plus clairement en lisant A colonne par colonne,
A= (X]X XX .- an) .

@ Comme X € M, 1 (R) n’est pas la colonne nulle,
tr(A) = Z xi >0
k=1

donc la matrice A n’est pas la matrice nulle et son rang est donc au moins égal a 1.

Réciproquement, toutes les colonnes de A sont proportionnelles a la colonne X, donc le rang de
A estauplus égalal.

Bref : le rang de A est égal a 1.

a En particulier, 0 est une valeur propre de A et le sous-espace propre associé a cette valeur propre

(alias Ker A) est un sous-espace de dimension (n — 1).

D’autre part,

AX = (XXT).X=X. (X"X) =tr(A).X
——
=tr(A)ER

et comme la colonne X n’est pas la colonne nulle, il s’agit d'un vecteur propre de A associé a la valeur
propre tr(A) > 0.

Conclusion : le spectre de A est {0, tr(A)}
On a trouvé deux valeurs propres distinctes 0 et tr(A) > 0, on a constaté que les dimensions
des deux sous-espaces propres étaient respectivement égale a (n — 1) et au moins égale a 1, donc A
est diagonalisable.

Le sous-espace propre associé a tr(A) est donc la droite R - X et le polyndme caractéristique de
A est donc égal a

X—=0)" " (X—trA)! = X" (X—trA).

Comme A est semblable a
Diag(tr A,0,...,0),

alors I, + A est semblable a
Diag(1+trA,1,...,1)

donc
det(In +A) = (14+trA) I T =14+trA=1+X".X.

# Un peu de géométrie maintenant ?
Soient e, le vecteur représenté par la colonne X dans la base canonique de E = R™ et ¢, 'endomorphisme
représenté par A dans la base canonique de E.
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On suppose que E est muni du produit scalaire canonique. Dans ces conditions,
VueE, o) =elelu) = (elu)-e=]el* plu)

oit p est la projection orthogonale sur la droite D =R - e.

1l est donc clair que le rang de @ est égal a 1 (= le rang de p), que les valeurs propres de ¢ sont O et llell®
(proportionnelles aux valeurs propres de p) et que les sous-espaces propres de @ respectivement associés a ces
valeurs propres sont I'hyperplan H = (R - e)* et R - e (= les sous-espaces propres de p, ¢’est-a-dire le noyau
et I'image de la projection).
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Soient M € M, (C) et A1, ..., An, ses valeurs propres (comptées avec multiplicité). Démontrer que

n
tr(M?) = ) AL
k=1

Pour n > 3, on considere la matrice A € M, (R) dont tous les coefficients sont nuls, sauf ceux
situés sur les quatre "bords”, qui sont tous égaux a 1. Déterminer les éléments propres de A.

Comme la matrice M est complexe, elle est trigonalisable : il existe une matrice Q € GL,,(C)
telle que

?\] *_ *
Qe 'mo=| o
N
0—0 An
Par conséquent,
A2 * *
—1pg2 0
M2Q =
Q Q ‘ -
0—0 A2

et comme des matrices semblables ont méme trace, on en déduit que
n
tr(M?) = ) AL
k=1

On considére ici la matrice

0—0
A<t
0—0
1 1
La question précédente nous suggere de calculer
n2—32n
2 2—2 2
2
A=l
2 2—2 2
n2—3=2n

#> Sion se laisse emporter par son élan (ce qui ne manque pas d’arriver si on a déja étudié cette matrice), on
trouve aussi

n+2n—4) 44+ (2n—4) —4+(2n—4) 2n+ (2n—4)
44 (2n—4) 4 —4 44 (2n—4)
A= | |
44 (2n—4) 4 ————4 44 (2n—4)
n+2n—4) 44+ (2n—4) —4+(2n—4) 2n+ (2n—4)
=2A% +(2n—4)A
ce qui prouve que le polyndme minimal de A est égal a

X3 —2X2 —(2n—4)X =X.[X> —2X — (2n —4)]
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et le spectre de A s’en déduit facilement.
Mais quel rapport avec la premiere question ?

@[] est clair que le rang de la matrice A est égal a 2 : les deux premieres colonnes ne sont pas
proportionnelles et toutes les autres colonnes sont égales a 'une de ces deux colonnes.
Comme n > 3, alors 0 est une valeur propre de A et le sous-espace propre associé est un sous-
espace de dimension (n — 2). Plus précisément, une base a peu pres évidente de Ker A est

(9 ,

S 0

) 0 ) ) .

_01 —1
0 0

c’est-a-dire (en faisant appel a la base canonique de M, 1 (R))

Ker A = Vect(E; —E,Ey —E3,...,E2 —Ei,...,E2 — B, 1)

(n — 3) vecteurs

#o [l est plus simple de donner une caractérisation cartésienne de ce sous-espace propre :
KerA=[x1+ - +xa=0N[x1+x, =0]
= [XT “V‘Xn:O]m[XZ‘F""‘anf] :O]

mais I"énoncé demande les vecteurs propres et pas seulements les sous-espaces propres.

@ En considérant tres provisoirement A comme une matrice complexe, on peut appliquer le résul-
tat établi a la premiere question! En effet, le spectre de A est

{A1,22,0,...,0}
(n—2)

donc
MAA=trA=2 et M+A=trA’?=4n—4.

Or A2 + A3 = (A1 +A2)2 — 2A\1Az, donc

AN +A =2
)\1)\2 =4—-2n

ce qui prouve que A; et A, sont les racines du polynéme
X2 —2X+ (4—2n)

et donc que

7\1’2 =1 :|:\/2T1—3.

Nous allons nous passer de ces valeurs et calculer simultanément les vecteurs propres associés
a Aj et A, en écrivant ces deux valeurs propres sous la forme 1+ o.
I s’agit donc de résoudre le systeme

AX = (14 o)X

sachant que I'ensemble des solutions est une droite vectorielle (puisque 1 + « est une valeur propre
simple).
Pour 2 < i < n, on obtient
X1 +xn = (14 a)xq

et comme 1+ « # 0, on en déduit que
X2 = = Xp_1

et nous allons utiliser x, comme un paramétre pour exprimer les autres coordonnées.
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La premiere équation nous donne alors
X1 +X2 4+ FXno1 X =X7 + XX

c’est-a-dire
ax] —xn = (N —2)x3.

La derniere équation est inutile puisque la matrice [A — (1 + «)I,,] n’est pas inversible.
Bref, il s’agit en fait de résoudre le systéme

oax] — Xn = (M—2)x2
X1 + xn = (1 4+ a)x2

en fonction du parametre x, : on applique les formules de Cramer et on en déduit que les vecteurs
propres associés a la valeur propre 1 + « ont pour coordonnées

(n—2)+(1+x) n—Il+o
X1 T4+ T+
X2
X3 1 1
. =X2 =X2
Xn—1 1 1
ax(l+a)—(n—2) n—l+u«
Xn B T+o

puisque «? = 2n — 3.

# Etsi 1+ o n'était pas valeur propre? Dans ce cas, la derniére équation viendrait compléter ces calculs et
nous devrions imposer x, = 0 pour éviter toute contradiction. Le vecteur nul serait donc la seule solution...

# [l est bon de conclure en remarquant que la matrice A est symétrique réelle et qu’on n’est donc pas surpris
de constater qu’elle est diagonalisable!
Bien que pertinente, cette remarque n’apporte aucune aide dans les calculs a mener ici...
On peut aussi préciser que les sous-espaces propres sont deux a deux orthogonaux, ce qui est assez facile a
vérifier sur les bases qu’on en a données. Le seul calcul a poser est le suivant (pour vérifier I’orthogonalité des
sous-espaces propres associés a 1+ o) :

n—-l4+a n—1—« m—1)2—o?
. oyt
e o M2 1o

+(n—-2)=0

puisque «* = 2n — 3.

# On peut aussi calculer le polyndme caractéristique de A. On suivra une tradition typographique bien
établie : les coefficients nuls ne seront pas écrits.
Pour tout A € R (ou A € C, aucune importance!)

oA T—
1A
det(A — AL) = N
AT
1 1 1A
T-A 1 !
1 A
~| N (Lo Loy —Ly)
! A1
A A
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On factorise la derniére ligne par —\ et on continue :

2—A 1
2 A
det(A —ALy) =—A| | AN
2 A1
1
On développe par la derniére ligne et (astuce!) on multiplie la premiere ligne par A :
A2—=A) A—A
det(A —Al,)=—| 2 A

et par conséquent le polyndme caractéristique de A est

X2 X% —2X — 2n + 4].

(Cr = C+Cp)

—A Ly L4+ Lo+ +Ly)
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Pour A € M, (R), on définit fa : M (R) — My (R) par
YMeM,(R), fa(M)=AM.

Démontrer que f o est un endomorphisme de M (R).

Démontrer que : si A*> = A, alors f A est un projecteur.

Démontrer que A est diagonalisable si, et seulement si, fa est diagonalisable.
Construire une matrice propre de fa a 'aide d’un vecteur propre de A.

Construire un vecteur propre de A i 'aide d’une matrice propre de f .
Par bilinéarité de la multiplication matricielle
Me(R) x Me(R) — M, (R),
l'application fo est un endomorphisme de 91, (R).
Si A2 = A, alors
VM e Mu(R), (faofa)(M)=A(AM)=A*M =AM = fa(M)

donc fA est un projecteur de M, (R).
En généralisant le calcul précédent (récurrence + combinaison linéaire), on constate que

VP eR[X, VM e M, (R), P(fa)(M)=P(A)M. (26)

@ Si P est un polynéme annulateur de A, alors la relation (26) montre que P(fa) est I’endomor-
phisme nul de M., (R) et donc que P est aussi un polyndme annulateur de fa.

@ Réciproquement, si P est un polynéme annulateur de f 4, alors P(A)M est la matrice nulle quelle
que soit la matrice M et en particulier P(A) = 0, (pour M = I, !). Donc P est aussi un polynéme
annulateur de A.

@ En conclusion, la matrice A et I'endomorphisme fa ont le méme idéal annulateur et par suite,
elles ont le méme polyndme minimal.

Or une matrice/un endomorphisme est diagonalisable si, et seulement si, son polynéme mini-
mal est scindé a racines simples, donc A est diagonalisable si, et seulement si, f5 est diagonalisable.

# On aurait pu répondre i cette question en comparant les sous-espaces propres de A aux sous-espaces
propres de fa. Mais pour cela, il aurait fallu traiter les questions suivantes au préalable !
Pour aborder les questions de cet exercice dans I'ordre ot elles sont posées (ce qui est le choix de I'exa-
minateur), il faut donc pouvoir caractériser les matrices/endomorphismes diagonalisables sans connaitre leurs
valeurs propres et les sous-espaces propres : il ne reste donc que le polyndme minimal |

5i X € M, 1(R) est une colonne non nulle telle que AX = AX, alors la matrice
M=(X X - X)eM(R)
n’est pas la matrice nulle et
fa(M) =AM = (AX AX .- AX)=AM

donc M est bien un vecteur propre de fa associé a A. Par conséquent, A est aussi une valeur propre
de fA.

# Plus subtilement, si X' est un vecteur propre de A associé a Ay, alors la famille des matrices définies par

vi<j<m, Xp= (0 0X' 0 0) €M(R)
:

j-eme colonne
est une famille libre de vecteurs propres de f A associés a Ay.
a Réciproquement, si M € M, (R) nest pas la matrice nulle et si AM = AM, alors

V1<j<n, AC;=AG
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et comme l'une des colonnes Cj au moins n’est pas la colonne nulle, on en déduit que A est aussi une
valeur propre de A.

D’apres les deux derniéres questions,

Sp(A) =Sp(fa)
(par double inclusion).
# Plus précisément, si
(XXM

est une base de My, 1 (R) constituée de vecteurs propres de A, la famille
(X}h <ij<n

est une famille libre de 90, (R) constituée de n* vecteurs propres de f et donc une base de vecteurs propres
de fA.

On pouvait donc démontrer, sans recourir au polyndme minimal, que : si A est diagonalisable, alors fa
est diagonalisable.

On pourrait aussi établir la réciproque de maniere analogue, mais la démonstration est plus embrouillée
(il s’agit d’extraire une famille libre de n. colonnes d’une famille libre de n* matrices).
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On pose

Déterminer 'ensemble de définition de f.
Etudier la continuité de f.
Démontrer que f est de classe € sur ]0, +ool.

Démontrer que f tend vers une limite finie £ au voisinage de +oo, puis déterminer un équivalent de
(x) — € lorsque x tend vers +-oo.

m Etudier les variations de f.

BENE

—
—

Pour tout n € N, on pose
e*TLX

VXE]R,, un(X):m.

@ Pour x < 0, le terme général u,,(x) ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers 400 (divergence

grossiere de la série).

Pourx > 0,ona

VnelN, 0<un(x)<uy(0)
et comme :
Un (O) ~ 2

n—+oco M
et que la série ) 1/n2 est convergente, la série ) u, (x) converge si, et seulement si, x € R.

La somme f de la série de fonctions est donc définie sur [0, +ool.
Chaque fonction u,, est évidemment continue sur R,. On a vu a la question précédente que la
série de fonctions Y u,, convergeait normalement sur R, donc la somme f est continue sur R..

Chaque fonction u,, est clairement de classe > sur I = 10,400l et

(—n)«

=-———e ™.
nZ+1

Vk>1, Vx>0, ul(x)

n
Par conséquent, pour tout a > 0,

VneN,VkeN, Vxe [a,+ool, [ul(x)]<nF2e e,
On a trouvé un majorant indépendant de x et comme a > 0,

(Tl +1 )kfzef(nJrl Ja

nk—2e—ma n—-+oo

e <1

donc ce majorant est le terme général d"une série convergente (regle de D’ Alembert).

On vient donc de démontrer que, pour tout k > 1, la série des dérivées Y u% ) converge norma-

lement sur [a, +ool.
Par conséquent, la somme f est de classe € sur [a, +o00o[ et comme cela vaut pour tout a > 0,
on en déduit que la somme f est de classe € sur

10, 400l = U [a, +ool.

On sait de plus que

Vik>1,vx>0, fPx) =)

(Le terme en n = 0 est constant, donc ses dérivées sont nulles).

# Et en 0? On sait que f est continue sur [0, +o0l et de classe € sur]0,+ool. De plus, pour tout N > 1,

+o0 N
Vx>0, f'(x)= Z T:]e_“" < Z e,

n=1 n=1
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Comme la série
Yoo
n?+1
est divergente, pour tout A > 0, on peut choisir N = N(A) € N assez grand pour que

N

> <
n24+1 "

n=1

—-A—1.

Or la somme
N

-n —nx
———€
Znz+1
n=1

est une expression continue sur R en tant que fonction de x (puisqu’il n’y a qu’un nombre FINI de termes et
que chaque terme est continu). En particulier,

donc il existe un réel « > 0 tel que

-n
V0<x<a, Z e ™ < —A.

et par conséquent tel que
Vo<x<a f'(x)<—A.
Cela nous montre que

lim f’(x) = —oo0.
x—0

Comme f est continue en O, on peut en déduire que le graphe de f admet une tangente verticale au point
d’abscisse x = 0.

Puisque la série de fonctions ) u, converge normalement sur un voisinage de +oco et que

chaque fonction u,, tend vers une limite finie au voisinage de +oco, le Théoréme de la double limite
nous assure que la somme f tend vers une limite finie au voisinage de +oo et que

lim f(x Z Iim u,(x) =1

X—+00 X—+00

puisque

Xl_i)l:{loo uo(x) =1 etque Vn>T, XETOO un(x) = 0.

» Pour trouver un équivalent de
+o00
x)—1= Z Un (x)
n=1

lorsque x tend vers +o0, il suffit de détailler la somme :

f(x) =T+ (x +Zun

Il est clair que

e—Zx
vyn>=2 Vx>0, Ogun(x)ganr]
et donc que
— +oo
e > 1
Vx>0, 0<f(x)—1—7§ XZn2+1
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et donc que
—X —X
S tole™) ~ S

f(x)—1=

lorsque x tend vers +oo.
La fonction f est positive (somme d’une série de fonctions positives) et décroissante (somme
d’une série de fonctions décroissantes, ce qui est confirmé par le fait que la dérivée est la somme
d’une série de fonctions négatives).

De plus, la fonction f est convexe sur ]0, +oo[, puisqu’elle est de classe € sur ]0, +ool et que sa
dérivée seconde est la somme d’une série de fonctions positives.

Comme f est continue sur [0, +oo[, elle est donc en fait convexe sur [0,+oco[ tout entier (par
densité).

On a toutes les informations nécessaires pour tracer le graphe de f de maniére assez précise...
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Résoudre le systeme différentiel suivant.

x = y—z
y = 2x+y+z
2/ =-2x—y—z

METHODE PHYSICIENNE.—
@ On remarque l'existence d"une intégrale premiére simple : comme

(y' +z')=0
alors la fonction y + z est constante :
VteR, y(t)+z(t) =yo + zo.

@ On en déduit que
x" =y ' —z' =4x+2(yo + z0)-

Par conséquent, il existe deux constantes réelles A et B telles que

VteR, x(t)=Ach2t+Bsh2t— w

@ On en déduit alors que
VteR, y(t)=I[Ash2t+Bch2t— (yo+zo)tl+ [(yo +zo)tl + Cy
(en intégrant la seconde équation différentielle, connaissant x(t) et la somme y(t) + z(t)) et aussi que
VteR, z(t)=[-Ash2t—Bch2t+ (yo+zo)tl — [(yo + to)t] + C..
Finalement, les fonctions x, y et z s’expriment

x(t) = Ach2t + Bsh2t — ¥° ;7“’,

y(t) = Ash2t+ Bch2t + (yo — B),
z(t) = —Ash2t — Bch2t + (zo + B).

VERSION MATHEMATICIENNE.—
La matrice du systéeme différentiel linéaire homogene a coefficients constants est

o 1 -1
M=|2 1 1
-2 -1 -1

Le polyndme caractéristique de cette matrice est X(X—2)(X+2). La matrice M est donc diagonalisable
et en posant
T 1 1
P=({-1 1 -1/,
-1 =1 1

on obtient une matrice inversible telle que
P~'MP = Diag(0,2,—2).
Par conséquent, en posant U, = P—TX,, on est ramené &
U; = Diag(0,2,—2).Uy
et il existe trois constantes Ky, K, et K3 telles que

K
U.t = KZQZt
K3e_2t
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Par conséquent,
Ky + Kzezt + K3€_2t
Xu=PU; = | - K7 + KzeZt — K3€_2t
—K5 — K262t + K3672t

On trouve bien les mémes solutions, sous une forme un peu différente :

Yo + 2o A+B A—B
K = - K = — K = —\
1 2 ) 2 7 3 >

# On peut vérifier que les intégrales premieres du systéme correspondent aux vecteurs propres de la matrice
MT.
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Pour (a,b,c) € €3, on pose
M(a,b,c) = alz + b] + cJ?

avec
01 0
J=[o0 o 1
100

Démontrer que les matrices M(a, b, c) commutent entre elles.
Démontrer que ] est diagonalisable dans 93 (C). Préciser ses éléments propres.

Soit (a,b,c) € ©3. Démontrer que M(a, b, c) est diagonalisable et déterminer ses éléments propres.

Comme la sous-algebre C[J] de Mt3(C) est commutative, les matrices M(a, b, c¢) (qui sont toutes
des polynémes en J) commutent entre elles.

# Comme J3 = 13, alors C[]] = Vect(13, ], J?). Mais cela ne sert a rien pour répondre & la question |

Comme J? = I3 et que le polyndme annulateur
X2 —1=(X=TNX=j)(X=j?)

est scindé a racines simples dans C[X], la matrice ] est diagonalisable.
@ Considérons une valeur propre A de ] et une colonne propre
a
X=|b

associée a cette valeur propre. On a alors

X =

o
Il
>

o o o

donc
b=Aa et c=Ab=AM\a.

# On aaussi a = Na sur la troisieme ligne, mais comme A est une racine cubique de I'unité, c’est sans
importance !

@ Comme j* = j, les colonnes

1 1 1
T, K j’?
1 i j

sont des vecteurs propres de ] associés respectivement aux valeurs propres 1, j et j2.
@ Comme ] € M;3(C) admet trois valeurs propres distinctes, ce sont des valeurs propres simples
et les sous-espaces propres sont donc des droites.
Par conséquent,

1 1 1
Ker(J—1I3) = | 1], Ker(]—jl3) = J2 , Ker(J—j’L3) = [ j?
1 J j

D’apres la question précédente, en posant
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la matrice P est inversible et
P~'JP = Diag(1,j,j*).

On en déduit que
P~1J?P = Diag(1,j*%,j)

et donc que
P~'M(a,b,c)P = Diag(a + b + ¢, a + bj + ¢j%, a + bj* + ¢j).

Autrement dit, la base de vecteurs propres qu’on a trouvée pour ] est une base de vecteurs propres
pour chacune des matrices M(a, b, c) et

Sp(M(a,b,c)) = {a+b+c, a+bj+cj? a+bj® +cj}.

# La méme démarche peut s’appliquer en dimension n, avec les racines n-iemes de I'unité (et toujours une
matrice de Vandermonde en guise de matrice de passage vers une base de vecteurs propres).
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Soit E, 'espace vectoriel des fonctions continues de [—1, 1] dans R. On pose
1
YhoeE (flg) =| flogltd
—1

Démontrer que (-|-) est un produit scalaire sur E.

=]

On pose fo = [t — 1] et f1 = [t — t] et on note F, le sous-espace de E engendré par f, et f1.

I

.a. | Démontrer que dimF = 2.
2.b. | Calculer (fo|fy).
L'application g = [t — e'] appartient-elle d F?
Calculer le projeté orthogonal de g sur F.
En déduire

] ]#]

1
inf J (et — at—b)? dt.
(a,b)eR? J_q
Comme le produit fg est une fonction continue sur le segment [—1, 1], 'intégrale (f|g) estbien
définie. Donc (-|-) est une application de E x E dans R.

Cette application est évidemment symétrique et elle est bilinéaire (par linéarité de I'intégrale).

Si f = g, alors la fonction intégrande 2 est positive. Comme les bornes de I'intégrale sont dans
I'ordre croissant, l'intégrale (f|f) est positive.

Si (f|f) = 0, alors on a une fonction continue et positive dont 1'intégrale sur [—1, 1] est nulle.
Donc f2(t) = 0 pour tout t € [—1,1] et par conséquent f = Og.

L'application (-|-) est donc un produit scalaire sur E.
Le sous-espace F est engendré par deux vecteurs, donc sa dimension est inférieure a 2.

Ces deux vecteurs ne sont pas proportionnels, donc ils forment une famille libre et par consé-
quent dim F = 2.
Comme fofy est une fonction continue et impaire, son intégrale sur le segment [—1,1] est
nulle (ce segment admet 'origine pour centre de symétrie).

Les deux vecteurs fy et f1 sont donc orthogonaux.
Toute fonction f € F est une fonction affine. En particulier, sa dérivée seconde est nulle. Comme
la dérivée seconde de g n’est pas nulle, g ¢ F.
Puisqu’on connait une base orthogonale de F, le projeté de g sur F est le vecteur h défini par
_f{alfo) . . (glf1)

- A L.
lIfoll [If1]]

Or

o> =2, [fil*=5%, (glfo) =e—e ', (glf;) =2¢"

Wi N

puisque

J tet dt = [tet}"—J etdt=(x—1)e~.

Ainsi, pour tout t € [-1,1],

Il s’agit de calculer le minimum de
lg — (afo + bf)|*

On sait que ce minimum existe, qu’il est atteint seulement pour afy + bf; = h et qu’il est égal a

e—e! _ e2—e?2 (e—e1)? _ _
(9—hlg) =llg|* ——5—(glfo) =3¢ (gIf1) =—F— - ——5—— —6e > =1-7e ",
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On considere un espace euclidien E de dimension n > 2. Etant donnés un vecteur unitaire a et un réel k,
on définit l'application f en posant

Vxek, f(x)=x+k(xla)- a

Démontrer que f est un endomorphisme de E.
Démontrer que

=[]

Vx,y ek, (fx)ly) = (x[f(y)).
Pour quels k € R l'application f est-elle inversible ?
Exprimer (f o f)(x) en fonction de f(x) et de x.
Déterminer les éléments propres de f.

=[]

L'application [x — k(x| a) - a] est linéaire (par linéarité a gauche du produit scalaire) et c’est
une application de E dans E. Comme l'identité [x — x| est aussi un endomorphisme de E, on en
déduit que f est un endomorphisme de E.

Soient x et y dans E.

Comme k (x| a) € IR et que le produit scalaire est linéaire a gauche,

(f:)ly) = (xly) +k(xla) (aly).

De méme, par linéarité & droite du produit scalaire,

(xIf(y)) = (xly) +k(yla) (x[a).

Par symétrie du produit scalaire,

k(yla) (xla) =k(aly) (xla) =k(x[a) (aly),

ce qui prouve que 'endomorphisme f est bien auto-adjoint.
Comme f est un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie, le Théoreme du
rang nous assure que f est inversible si, et seulement si, son noyau est réduit au vecteur nul.
Six € Kerf, alors
fix) =x+k(x]a) -a=0¢

donc x = —k(x|a) - a. On en déduit que le vecteur x est nécessairement colinéaire au vecteur a et
donc que Kerf C R - a.

Or f(a)=(1+ kHaHz) -a = (1+Xk) - apuisque a est un vecteur unitaire.

Deux cas se présentent :

— sik=—1,alors a € KerfetdoncKerf =R - a # {0¢};

— sik # —1, alors a ¢ Ker f et donc Ker f = {O¢}.
Par conséquent, I'endomorphisme f est inversible si, et seulement si, k # —1.

Pour tout x € E,

(fof)(x) =f(x+k(x|a) -a)
=f(x) +k{(x|a) -f(a)
=f(x)+ (1 +Kk)[k(x]a) -d]
=f(x)+ (1T +K)[f(x) —x] = (2+Kk) - f(x) = (1 +Kk) - x

# On déduit de cette relation que le polynome
X2—24+KX+(14+k)=X-1)(X—-1—k)

est un polyndme annulateur de f.

Comme f est symétrique, il est diagonalisable (Théoréme spectral) et ses sous-espaces propres
sont deux a deux orthogonaux.

On a déja remarqué que f(a) = (14 k) - a, donc a est un vecteur propre (unitaire, donc non nul)
associé a la valeur propre (1 + k).

Six est orthogonal a a, alors f(x) = x = 1-x, donc 1 est aussi une valeur propre de f. On distingue
a nouveau deux cas.
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— Sik =0, alors f =1Id et Sp(f) = {1}.
— Si k # 0, alors Sp(f) = {1,1 + k} et les sous-espaces propres associés a 1 et a (1 + k) sont
respectivement la droite R - a et 'hyperplan (R - a)*.

# Un endomorphisme est inversible si, et seulement si, son spectre ne contient pas 0. On a ainsi retrouvé le
fait que f était inversible si, et seulement si, k # —1.

# Comme f est diagonalisable et qu’il admet 1 et 1 + k pour valeurs propres, on en déduit que, si k # 0,
alors son polyndme minimal est égal a (X —1)(X —1—Xk).
Pour k = 0, son polyndme minimal est évidemment X — 1.
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Déterminer les racines complexes du polyndme
Xt —1.

En déduire la factorisation de 1+ X + X2 + - + X" dans C[X].

3.| Endéduire que
q

k=1

Les racines du polyndme X™ — 1 sont les racines n-iemes de l'unité, c’est-a-dire

21k
vo<k<n, Ckx=exp lnn.

On sait que ces n racines sont deux a deux distinctes et donc de multiplicité 1. Par conséquent,
n—1
X" —1= H(X—Ck).
k=0
D’apres la formule de la somme géométrique,
X" —1=X=1D1+X+---4+X+T)

et d’apres la factorisation précédente,

[T X—a)=X=C)(+X+--+Xx"1)

0<k<n

donc, en simplifiant par (X — (o),

D> X= ] X-ao.

0<k<n I<k<n

# L'anneau C[X] des polynomes i coefficients complexes étant intégre, on peut simplifier par n’importe quel
polynéme différent du polyndme nul.

En évaluant 'égalité précédente en 1, on obtient

n—1
n= ] 0-a)=]](°~e™)
T<k<n k=1
en posant 6 = 277/,. On factorise par I'angle moitié :
n—1
: k0
— ik0/2(  9: qim 0
n H e ( 2isin 3 )
k=1
T+--- —1 k
= (20" Texp (17'( b Ul) sin ¢
n 1<k<n
in—1 k
= (=20)™! exp(w) sin f
T<k<n
k7t k7
— (i n—1l:n—1 L :anl in —.
(=211 H sin o sin o

1<k<n 1<k<n
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Soit f, I'endomorphisme de R? représenté par la matrice
7 —6
A= 53)

On considere les vecteurs e1 = (1,1) et e3 = (2,1).
1.a. | Démontrer que % = (&1, €2) est une base de R?.

1.b. | Donner la matrice de passage P de la base canonique vers la base 2.

Quelle est la matrice de f dans la base B ?
On suppose que I'endomorphisme g € L(IR?) vérifie

gog=Ht.

.a. | Démontrer quegof=1~og.
.b. | Vérifier que

ii

Ker(f—Id) =R-&1 etque Ker(f—4Id)=R-e;.

2.c. | En déduire que la matrice de g relative a la base A est diagonale.

EI

ésoudre I'équation M? = A dont 'inconnue est une matrice M € M (R).

Les vecteurs ¢; et €, ne sont pas proportionnels, donc la famille % est libre. En tant que
famille libre de deux vecteurs dans un espace vectoriel de dimension deux, la famille % est une base
de R

Par définition, la matrice de passage de la base canonique vers la base % s’obtient en écrivant
en colonne les décompositions des vecteurs de % dans la base canonique, donc

P—G f)

Il s’agit de calculer f(eq) et f(e;). Dans la base canonique,

0)-0) < 26+ )

ce qui prouve que f(e;) =161+ 0- ¢, et que f(e2) =0- &7 +4 - ;. Par conséquent,

Maty (f) = (Z) 2)

# D’apres la formule de changement de base, on a aussi
Maty(f) = P~'AP.

Mais pour appliquer cette formule, il faut déja calculer
-1 2
—1 o
P =(72).
D’apres I'hypothese sur g et la commutativité des itérés d’un endomorphisme,
fog=(goglog=gol(gog)=gof.
On travaille dans la base canonique :

Matean(f —1d) = A — I = (g :g)

Mateqn(f —41d) = A — 41, = (g _2) :
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Ces deux matrices sont de rang 1. D’apres le Théoréme du rang, leurs noyaux sont des sous-espaces
de dimension 1 et comme on sait que ¢; € Ker(fId) et que ¢, € Ker(f —41d), on en déduit que

Ker(f —Id) =R - ¢, Ker(f—4I1d) =R - ¢3.

Il s’agit de calculer, autant que possible, les vecteurs g(e1) et g(e2) et plus précisément de
vérifier que g(ey) est proportionnel a ¢y pour k € {1,2}.
D’apres la question précédente, il suffit de vérifier que

g(er) e Ker(f —1Id) etque g(e2) € Ker(f—4Id).
Or, comme f et g commutent,

(f—1Id)[g(e1)] = (fog)(er) —gler)
=(gof)(er) —gler) =g(1-e1) —gler)
— 0¢

et de la méme maniére

(f—41d)[g(e2)] = (fFog)(e2) —4 - gle2)
=(gof)(e2) —4-9gle2) =g(4-€2) —4-gle2)
— 0¢

Cela prouve que la matrice Matz(g) est diagonale.

# Comme f et g commutent, chaque sous-espace propre de f est stable par g. Comme ces sous-espaces propres
sont des droites, les vecteurs qui dirigent ces droites sont nécessairement des vecteurs propres de g. La base 2
est donc une base de vecteurs propres pour f et pour g : ces endomorphismes sont dits co-diagonalisables.

Si M? = A, alors I'endomorphisme g représenté dans la base canonique par la matrice M vérifie
go g = f. D’apres ce qui précede, il existe x et 3 tels que

Matss(g) = (g‘ g)

2
(% &)zmmﬂﬂzg 3
etdoncoa? = 1,32 =4.

@ Réciproquement, quels que soient les scalaires o et f tels que «? = 1 et B2 =4,

a« 0\°
(0 [3) = Maty(f)

ce qui prouve que I'endomorphisme g tel que

Mata(o) = (5 )

(G 3)r) -~

L'équation M? = A admet donc exactement quatre solutions :
£ 0,
P(o iﬁp
3 =2 -5 6
+ (1 0 ) et =+ (_3 4> .

# Comme 'anneau M, (R) n'est pas integre, il est normal qu’'une équation du second degré admette plus
de deux solutions.

et comme g o g = f, alors

vérifie g o g = f et donc que

soit
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On considere I'application f définie par
VPeR[X], f(P)=P—P.

Démontrer que f est un endomorphisme de R[X].
Quelle est I'image de la base canonique de R[X] par £?
Démontrer que f est un automorphisme de R[X].
Démontrer que, pour tout n € N, le sous-espace R [X] est stable par f.
Soient n € N* et Q € R, [X].
.a. | Démontrer qu’il existe un unique polyndéme

H

P e Rn[X]

-
x
-~

-
=
3
—

(P)=Q.
.b. | Calculer f(P"), f(P"), ..., f(P(™)) en fonction de P.
5.c. | En déduire le polynéme Q.

II

Par linéarité de la dérivation sur R[X], 'application f est linéaire de R[X] dans R[X], donc c’est
un endomorphisme de R[X].

Il est clair que f(1) = 1 (vecteur propre!) et que

Vik>1, (X)) =Xk—kx*T,
Pour tout k € N, il est clair que deg f(X*) =k, donc la famille (f(X*))
(échelonnée en degré).

Comme l'image par f d'une base de IR[X] est une base de R[X], on peut conclure que f est un
automorphisme de R[X].

Pour tout polynéme P € R[X], on sait que deg(P’) < degP et donc
deg f(P) = deg(P — P’) < degP.
En particulier, pour tout P € R, [X],

ren est une base de R[X]

deg f(P) < degP <n

donc f(P) € R, [X], ce qui prouve que le sous-espace R, [X] est stable par f.
On peut donc considérer f comme un endomorphisme de R, [X], espace vectoriel de di-
mension finie. D’apres la question précédente, cet endomorphisme est injectif et donc, d’apres le
Théoréme du rang, il réalise une bijection de R, [X] sur R, [X].

Ainsi, pour tout P € R, [X], il existe un, et un seul, polynéme P € R, [X] tel que f(P) = Q.

#o [l serait bon d’évoquer ici I'endomorphisme fy, induit par restriction de f au sous-espace stable R, [X] —
car c’est bien de lui qu’on parle ici.
La matrice de cet endomorphisme relative i la base canonique de R, [X] est une matrice triangulaire de
M1 (R) dont les coefficients diagonaux sont tous égaux a 1. Cette matrice est donc inversible (ce qui n’est
pas une surprise), mais elle n’est pas diagonalisable (car elle est distincte de In11).

On vérifie par récurrence que
VkeN, f(P)=pk _plktl)

En particulier, comme deg P < n, ona f(P(™)) = P(") et f(P(*)) = 0 pour tout k > n.

Pour tout P € R, [X],

p=pm+h 4 Z(p(k) — plkt1) (par télescopage)
k=0
:O+Zf(p(k)) (car degP < m)
k=0
s ( )N P(k)) (par linéarité de )
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Comme f est injective, on en déduit que I'unique antécédent de P par f est le polyndme

Q= iP“".

k=0
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On consideére la matrice

<

Il
—ococoo
—ococoo
—ocococo
—ocoocoo
- —_ o

Quel est le rang de M.?

La matrice M est-elle inversible ?

Quelle est la dimension du noyau de M ? Donner une base de ce sous-espace.
Calculer M? et M3. En déduire un polynome annulateur de M.

Déterminer les éléments propres de M. La matrice M est-elle diagonalisable ?

Les deux derniéres colonnes ne sont pas proportionnelles, donc le rang de M est au moins égal
a 2. Les quatre premieres colonnes sont égales, donc le rang de M est au plus égal a 2. Le rang de M
est donc égal a 2.

On sait qu'une matrice carrée est inversible si, et seulement si, son rang est égal au nombre
de ses colonnes (Théoréme du rang). D’apres la question précédente, rgM < 5, donc M n’est pas
inversible.

D’apres le Théoreme du rang, le nombre de colonnes d’une matrice est la somme du rang de
cette matrice et de la dimension de son noyau. Par conséquent,

dimKerM =5—-2=3.

Il reste a trouver une famille libre de trois vecteurs dans Ker M.
On connait trois relations de liaison évidentes entre les colonnes de M :

Ci—Cr=C—-C3=C3—-C4 =0.

Par conséquent, le noyau de M contient les trois vecteurs

1 0 0
—1 1 0
ol, |-1], |1
0 0 1
0 0 0

et comme ces trois vecteurs forment clairement une famille libre (les colonnes sont échelonnées), on
a trouvé une base de Ker M.

On trouve :

M? = et M3 =

—_— o
_— o
—_— o
—_ o
Ul — — o —
Ul — o
Ul — —d o
Ul =t o o
Ul — — — —
O O G G Ot

et on en déduit facilement que
M’ — M? =4M.

Autrement dit, la matrice M admet pour polyndme annulateur
X3 X2 —4X=X(X*—=X—4) =X(X—x)(X—=B)

avec
_1+4V17

o, B 7

#v Pour la matrice M, c’est un polyndme annulateur unitaire. D’apres la matrice M2, la matrice M n’admet
pas de polynome annulateur non nul de degré inférieur a 2, donc ce polyndme annulateur est en fait le polynome
minimal de M.
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La matrice M est symétrique réelle, donc elle est diagonalisable.

# Par ailleurs, on a calculé son polyndme minimal, qui est bien scindé i racines simples.

@ Les valeurs propres de M sont les racines de son polynéme minimal, donc

SP(M) = {O) X, B}

et on a déja calculé une base du sous-espace propre Ker M.
a Comme M est diagonalisable,

5 = dimKer M + dim Ker(M — als) + dim Ker(M — B1s)
et comme o et 3 sont des valeurs propres de M,
dimKer(M —als) > 1 et dimKer(M —I5) > 1.

Par conséquent, les deux sous-espaces propres Ker(M — «ls) et Ker(M — 315) sont des droites vec-
torielles.
@ Comme d’habitude en pareil cas, on va caractériser les deux sous-espaces propres par un seul
calcul, puisqu’il sont dirigés par des vecteurs "conjugués".
Analyse — Pour A € {«, 3},
X1
X2
x3 | € Ker(M — Als)
Xa
X5

équivaut a

_‘_‘_‘_‘
x X
w N
|

cocooo

11 faut donc que
X5 = AX1 = AX2 = AX3 = AX4

c’est-a-dire qu'il existe un scalaire t € IR tel que

X1
X2
X3 =t
X4
X5

P e

Synthése — Comme A est une valeur propre de M et que le sous-espace propre associé a A est une
droite, il est inutile d’aller plus loin! Pour A € {«, 8},

Ker(M —AlIs) =R -

D R e T

# En exploitant la cinquieme ligne de la matrice, on aurait obtenu la relation
44A=2A%,
c’est exactement ce que dit le polynome minimal de M !
# La matrice M est symétrique réelle et le Théoréme spectral nous assure que les sous-espaces propres de

M sont deux a deux orthogonaux. On le vérifie facilement en tenant compte du fait que x3 = —4 (d’apres le
polynome minimal).
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Soit (e1,...,en), une famille de vecteurs unitaires d’un espace euclidien E. On suppose que

n

2
VxeE x|*=) (xle)?
i=1
Démontrer que (eq, ..., en) est une famille orthogonale de E.
Soit x € Vect(eq,...,en)". Démontrer que x = Og.
Démontrer que (eq, ..., en) est une base orthonormée de E.

Prenons x = e; : comme e; est unitaire,

n

2
T=llgl? = (ejle)2=llefl* + Y (ejle:)?
i=1 i#j
et donc
Z(ejle-Jz:O.
i#j

Une somme de réels positifs est nulle si, et seulement si, chaque terme est nul, donc
Vi#j, (ejlei) =0.

La famille (ej)1<j<n est donc orthogonale.
Si x est orthogonal au sous-espace Vect(ey, ..., eq), alors en particulier

v1<i<n, (x|e) =0

et donc
n

x> =) (xle)? =o0.

i=1
Par conséquent x = O.

On sait maintenant que (e;)1<ign est une famille orthonormée, et donc libre.
Notons F = Vect(er,...,en). Comme E est un espace euclidien, on sait que

€L
E=FaFt

et on a démontré que F+ = {O}. Par conséquent, E = F, ce qui prouve que la famille (e;)1<i<n est
aussi une famille génératrice de E.
Finalement, la famille (e;)1<ig<n est une base de E.

# On a démontré en particulier que dim E = n.
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Soit A € My (R) telle que ALAT.A = 1,.
Démontrer que A est symétrique.

Démontrer que A = I,,.
Comme A est une matrice carrée et que

A(AT.A) =1,,

la matrice A est inversible et A~' = AT.A. En particulier, A~! est une matrice symétrique, donc
A = (A1)~ est aussi une matrice symétrique.

# On doit savoir que 'inverse d’une matrice inversible et symétrique est aussi une matrice symétrique.

Comme A est symétrique, I'équation devient A3 =1,,. La matrice A admet donc
X—T=X=1)(X2+X+1)

pour polynéome annulateur. Mais la matrice A est symétrique et réelle, donc elle est diagonalisable
et ses valeurs propres sont réelles (Théoreme spectral). En particulier, son polyndme minimal est un
diviseur unitaire, scindé, a racines réelles simples du polynéme annulateur X3 — 1 : le polyndme
minimal de A est donc (X — 1), ce qui prouve que A = I3.
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Soit A € GLy (R), une matrice telle que
AZ4+AT =1,

Démontrer que A = 1,, — (AT)2.
En déduire que

(A—L)(A?+A—1,) = On.

Démontrer que det(1, — AT) # 0. En déduire que (1, — A) est inversible.
Démontrer que la matrice A est symétrique.

On part de la relation donnée, qu’on transpose :
=11 =(A)T + (A7) = (AT)? + A.
On remplace AT dans cette relation par I,, — A% (selon I’hypothése de 1’énoncé) :
In=(In—A%)?+A

et, par différence, on en déduit que

L, —A%)? +(A-1,)
2

(

=(In AP (In+ A = (In — A) ()
= (In —A)[(In — A)(In + A)* — 1]

= (I, —A)A3+AZ—A) (%)
=A(l,—A)A?+A—-1,) (%)

On a utilisé plusieurs fois (x) le fait que deux polyndémes en A commutent toujours, ce qui permet de
factoriser facilement ou d’appliquer la formule du bindme pour développer.
Comme la matrice A est supposée inversible, on en déduit que

(In—A)A?2 +A—1,) =0,.

# L'anneau M, (R) des matrices carrées n'est pas integre, il ne suffit pas que la matrice A soit distincte de
On pour simplfier I'égalité !

Deux polyndmes en AT commutent toujours. On peut donc déduire de la premiére question
que:
A=1Iy— (AT)Z = (In - AT)(In + AT)-

Par conséquent, comme A est supposée inversible,
detA =det(I, —AT)det(I, +AT) #0,
ce qui prouve que det(I — AT) # 0 et donc que (I,, — AT) est inversible.

#v ]l est utile de retenir une propriété un peu plus générale que celle qu’on vient d’établir : si un produit de
matrices carrées est inversible, alors chaque facteur est lui-méme inversible.

@ On sait qu'une matrice et sa transposée ont méme rang. Or
(In — AT) = (In — A)T

(puisque la matrice I,, est symétrique). Comme (I,, — AT) est inversible, on en déduit que (I, — A)
est inversible.

# Autrement dit : le scalaire 1 n’est pas une valeur propre de A.

n Comme la matrice (I, — A) est inversible et que

(A - In)(AZ +A— In) = On»
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on en déduit que
A?+A -1, =0,

En comparant cette égalité avec 'hypothese de départ,
A=I,—A?=AT
donc la matrice A est bien symétrique.

# La matrice A, symétrique a coefficients réels, est donc diagonalisable (Théoréme spectral).
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Pour tout entier n € IN*, on considere I'application f,, définie par

(="
VXER, fn(X):m.

Tracer U'allure du graphe de f,.
Soit x € R, fixé. La série ) fn (x) est-elle convergente ?

[#]=]=]

Démontrer qu’il existe une suite (en )nen qui converge vers 0 et telle que

+o0

Z fie(x)

k=n+1

VxeR, Vn>1, < €n.

Pour tout n € IN*, on pose
4] p

M, = sup |fn(x)].
xeR

Déduire My, de I'étude des variations de f,,. La série > M,, est-elle convergente ?

Pour n pair, la fonction f,, est paire et positive. Elle est de classe € sur R (fonction rationnelle
dont le dénominateur ne s’annule pas) et décroissante sur R, . Elle tend vers 0 au voisinage de +o0
et admet une tangente horizontale en t = 0 (ot elle atteint son maximum, égal a /).

= n impair

0.50 .
— N pair

0.25 +

0.00 +

—0.25 ~

—0.50 A

—0.75 A

—1.00 A

Pour n impair, la fonction f,, est négative, mais l’allure globale de —f,, est exactement celle de

fok.
La série ) fn(x) est alternée et |f;,, (x)| tend vers 0 en décroissant. D’apres le Critete spécial des
séries alternées, la série ) f,,(x) est convergente.

# La somme

S6) =Y fulx)
est donc définie pour tout x € R et I'application S est évidemment paire.

Puisque les hypotheses du Critére spécial des séries alternées sont vérifiées,

+oo

Z fie(x)

k=n-+1

1
<|fn+ﬂxj|<|fn+ﬂo)|:‘444“

VxeR,Vn>1,
n+1

On a trouvé un majorant indépendant de x € IR et qui tend vers 0 quand n tend vers +oo.
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# Autrement dit, la série de fonctions y_ f,, converge uniformément sur R et comme les fonctions f,, sont
continues sur R, on en déduit que la somme S est aussi une fonction continue sur R.

D’apres I'étude des variations de f,,, la fonction |f,, | atteint son maximum en 0, donc

La série ) M,, est divergente (série harmonique).

# La série de fonctions )y, ne converge donc pas normalement sur R (bien qu’elle converge uniformément
sur R).
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Pour tout k € IN*, on pose

X X
Vx>0, u(x)= z—kfnz—k.
Etudier les variations de la fonction
g=I[t— tint]

et tracer I'allure de son graphe.
Démontrer que, pour tout x > 0, la série Y (x) est absolument convergente.

Pour tout x > 0, on pose
“+o0o
S(x) =) wk(x).
k=1

Simplifier I'expression S(2x) — S(x).
Soit A > 0. Démontrer qu’il existe un rang Ko € IN* tel que

Vk =Ko, Vx €]0,A],  |wc(x)] < |ur(A)].
On suppose que f est une fonction continue sur R telle que

Vx>0, f(2x) = f(x) + xInx. (E)

Exprimer f en fonction de £(0) et de S. Conclure.

La fonction g est évidemment de classe € sur ]0,+o0[, elle tend vers 0 au voisinage de 0
(forme indéterminée de référence). De plus,

Vt>0, g'(t)=1+1Int,

donc g est strictement décroissante sur |0, e~ | et strictement croissante sur [e~', +oo/[. Enfin,

lim 9lt) = lim 9y -0 =—
t—0 t t—0 t—0
et
lim g(t) = ,
t—+oo t

donc le graphe de g présente une tangente verticale a 1’origine et une branche parabolique verticale
au voisinage de l'infini.
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Pour tout x > 0 et tout k € IN*,

X
ug(x) = 13 (—kn2+fnx)
donc
Uk (x) (—xin2) E
k k—+00 o — Zk ’
C(C

Par croissances comparées (de k* avec 2¥), on en déduit que

CRER()
X k—>_+<>o ° kZ
et donc que la série }_ uy(x) est absolument convergente.

#y On peut aussi remarquer que
U1 (%)

=0<1
k—-+o00 ‘LLk(X)

et conclure en appliquant la régle de D’ Alembert.

On remarque que, pour tout x > O et toutk > 2,

w29 = 9(2) = 93y ) = w11,
Par conséquent,

+oo too
S(2¢) =i () + ) w(2¥) =wi(2x) + ) we(x) = xtnx + S(x).
k=2 =1

Donc
Vx>0, S(2x) — S(x) = xnx.

Pour k > Ky (quel que soit cet entier Kg) et 0 < x < A,

0< X < A _ X

<p g et ol =lo()

On a étudié la fonction g plus haut : si 27X¢A < e, alors la fonction g est négative et décroissante
sur |0,27 X0 A], donc —g est positive et croissante sur |0,27¥°A] et par conséquent

Vk =Ko, VO<x <A, ‘uk(x)’ :—g(zlk) < —g(zék) = ’uk(A)’.

#y Comme la série 3wy (A) est absolument convergente, on en déduit que la série de fonctions Y uy
converge normalement sur 10, A] (quel que soit A > 0). Les fonctions wy sont continues sur R, donc la
somme S est continue sur

U 10,Al =Ry
A>0
De plus, toutes les fonctions wy ont une limite finie au voisinage de 0 (cette limite est nulle), donc la conver-
gence normale au voisinage de 0 prouve que la somme S admet elle aussi une limite finie au voisinage de 0 et
que
+o00 +o0o
Hm S(x) =) limw(x)=) 0=0
k=1 k=1

x—0 x—0
(Théoréme d’interversion des limites).

D’apres I'hypotheése faite sur f,

Vx>0, VkeN, f(zlk) —f(%) — w1 (%)
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et donc (sommation télescopique pour 0 < k < n)
N n
Vx>0,VneN, f(x) —f(z—n> = Zue(x).
=1
Comme f est continue sur R, elle est en particulier continue en 0 et par composition de limites,

Vx>0, f(x)—f(0)= lm Y wx)=S(x)
=1

n—-+4oo

puisque 2~ ™x tend vers 0 lorsque 1 tend vers +oo (le réel x restant fixé).
@ On vient de démontrer que toute solution f continue sur R de I'équation fonctionnelle (E) est
nécessairement de la forme
Vx>0, f(x)=1f(0)+S(x).

@ Réciproquement, quel que soit le réel C, la fonction f définie par f(0) = C et par
Vx>0, f(x)=C+S(x)

est une fonction continue sur R, (puisque S est continue sur R’ et tend vers 0 au voisinage de 0).
De plus, cette fonction f vérifie la relation

Vx>0, f(2x)=C+S(2x)=C+S(x)+xnx="f(x)+xnx,

donc f est bien une solution de (E) qui est continue sur R,..
@ On a ainsi démontré que f est une solution de (E) continue sur R si, et seulement si, il existe
une constante C € IR telle que
Vx>0, f(x)=C+S(x).

(On rappelle que cette constante C est en fait égale a (0).)
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On pose

1 x
F(x) = J dt.
o 1+1
Pour quels x € R l'intégrale F(x) est-elle bien définie ?
Calculer une primitive de

t— —
T+t

e

en posant t = u?,

En déduire la valeur de F(1/2).
Pour x € R, la fonction

1+t

est continue sur le segment [0, 1], donc l'intégrale F(x) est bien définie.

Pour x < 0, la fonction @« est continue seulement sur l'intervalle ]0, 1[. Lorsque t tend vers 0, on
a @x(t) ~ t* et on sait que [t — t*] est intégrable au voisinage de O si, et seulement si, x > —1.

Par conséquent, l'intégrale F(x) est bien définie pour tout x € R, au sens propre et pour tout
x > —1 en tant qu’intégrale généralisée.
La fonction u = [t — /t] est une bijection de classe €' de ]0, +oo[ sur ]0, +oco[ et avec u = v/,
ona

tX
Px = [t»—) }

dt
2Vt

D’apres la formule du changement de variable, pour tout z € ]0, 4+o0l,

du= d(Vt) =

z z vz 2
J\/Edtzj 2t dt J 2u du

T+t T+t 2v& ) T+u2

Appliquons I’Astuce taupinale :

Vz 2 Vz 2y _ vz vz
J 2Ldu:zj wduzz J du_J _du
14+u? 14+u? 14+ u?

=2(v/z— Arctan y/z).

Comme ¢, est continue sur [0, 1],

F('/) = lim F iclt— limZ[\ﬁ—ArC’ram\/Z]Z:1 -2 T
2 S e 1+t S z=e 2°

#y Comme /2 = 1,57, la valeur de F(1/2) est de I'ordre de 0,43. 1l est facile de vérifier que la fonction @ 2
est croissante sur [0, 1] et de voir que I'aire calculée est effectivement inférieure a 1/> et assez proche de 1/2.
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0.7 +

0.6

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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Démontrer que
1 +oo 1
int (=1t
——dt= _—,
L1+t2 Té(ZnH)Z
La fonction f : ]0,1] — R définie par

nt

est évidemment continue sur l'intervalle ]0, 1]. De plus, f(t) ~ {nt lorsque t tend vers 0, donc la
fonction f est intégrable au voisinage de 0 et donc sur l'intervalle ]0, 1].
L'intégrale généralisée est donc bien définie.

# On pourrait se contenter de définir la fonction f et d’observer qu’elle est continue sur l'intervalle 10, 1],
en laissant au Théoréeme d’intégration terme a terme le soin de justifier I'intégrabilité de f. (Voir plus bas.)

@ Pour tout t € ]0, 1], il est clair que
“+o00 +o0o
flt) =tnt) ()" =) un(t) ot un(t)=(-1)"t""int.
n=0 n=0

Les fonctions u,, sont continues sur l'intervalle ]0, 1] et intégrables sur cet intervalle (puisque un (t) =
O(Int) au voisinage de t = 0). On a déja observé que la série de fonctions ) u,, convergeait simple-
ment sur 'intervalle ]0, 1[ et que sa somme, la fonction f, était continue sur ]0, 1[.

@ En intégrant par parties pour toutn € N,

2n+1

1
2n _
J t Entdt—[z

1 J‘ L
0 n+1

tnt] i1 2ng )T

# On doit savoir justifier cette intégration par parties en détail sans la moindre hésitation (se ramener a un
segment [e, 1], intégrer par parties sur ce segment et étudier clairement les limites).
Quant a savoir s’il est judicieux de détailler systématiquement tous ces calculs, c’est une toute autre
question !

@ Comme la fonction u,, est de signe constant sur |0, 1[, on en déduit que

1

1

et donc que la série )_ f:) [un ()] dt est convergente.
D’apres le Théoréme d’intégration terme a terme, la fonction f (= la somme de la série de fonc-
tions) est intégrable sur ]0, 1] (ce que nous avons déja justifié de maniére indépendante) et

1 +0o .1 “+o0 (_.I)TH_]
J f(t) dt = ZJ un(t)dt =) T

0 n=0 n=0
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On considere I'équation différentielle
V>0, t2x”(t)—2tx/(t) + 2x(t) = 0. (H)

Donner une base de l'espace des solutions de (H). On cherchera des solutions de la forme [t — tT].
Résoudre I'équation différentielle

V>0, t2x”(t)—2tx/(t) + 2x(t) = 1+ t2. (E)

Comme (H) est une équation différentielle linéaire homogene du second ordre et que le facteur
de x”(t) ne s’annule pas sur l'intervalle I = ]0, +oo[, I'ensemble S des solutions de (H) est un sous-
espace de ¢?(1,IR) de dimension 2.

@ La fonction x = [t — t"] est une solution de (H) si, et seulement si,

Vi>0, t2r(r—Dt2—2t-rt" ' +2t" =0
c’est-a-dire
Vi>0, [F2—3r+2t" =0

soit: 1% —3r+2 =0.
Les racines de cette équation sont 1 et 2. Par conséquent, les fonctions [t — t] et [t — t?] appar-
tiennenta S.

@ Comme dimS = 2 et qu’on vient de trouver deux solutions non proportionnelles de (H), ces
fonctions forment une famille libre (de deux vecteurs dans un espace de dimension deux), donc une
basede S:

S = Vect([t — t], [t— t*]).

L’équation complete (E) se traduit sous forme vectorielle
VtEI:]O,—I—oo[, X{ZAtXt—f—Bt

~(x(t) ;X (1) (0 1 B 0
Xt - <X/(t)) ) Xt - (X”(t)) ) At - <2/tz 2/t> ) Bt - <] 4 1/t2> .

On va chercher une solution particuliere de la forme Xy = MA; ol [t — Ay] est une fonction de

classe ¢ de I dans M, 1 (R) et
t t?
Vel M= (1 2t>.
On obtient ainsi

V te I, X{ = M{/\t + Mt/\{ == AtMt/\t + Mt/\é == AtXt + Mt/\{.

avec

L’équation (E) équivaut donc a
Vte I) Mt/\'i :Bt'

Comme la matrice M, est inversible, cela revient a

. 1
vtel, Al=M]'B, = (1/t+]//:3)

et nous donne

_ —t+ 1A
Vtel, Ac=Ao+ (Ent‘/ZtZ)'

En choisissant (par exemple) Ag = 0, on obtient une solution particuliere

t2int+ 14— t2>

*

VtGI, Xt:MtAt:<

Comme [t — tz] est une solution de (H), on peut conserver comme solution particuliere de (E) la
fonction
xo = [t t* tnt+ 1/5]

et en déduire que x € €%(I,R) est une solution de (E) si, et seulement si, il existe deux constantes
réelles a et b telles que

1
Vi>0, x(t) :tzent+§+at+bt2.
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Soit x € R. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de

1
x+i

En déduire les solutions de I'équation

VxeR, y'(x)+

—y(x) =0. (B)

Démontrer que l'intégrale

+oo eixteft
f(x) = dt
M=l Sk

est définie pour tout x € R.
Démontrer que la fonction f est de classe €' sur R et exprimer sa dérivée sous forme intégrale.
En déduire que f est une solution de I'équation (E).

Démontrer que I'application

dt

J“’O e *tgint
0 Vit

est définie sur RY.. Exprimer ] en fonction de f et en déduire le signe de J.

Comme x est réel,

] = {oc»—>

T x—1 _ox—1i
x+1i  (x+i)(x—i) T1+x2

et donc
1 x 1 —1

= ——— j = .
CXFi T+x2 M Fi T+

Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire et homogene du premier ordre : on
connait une formule pour cela!

D’apres la question précédente, une primitive de %ﬂ est

%Bnﬂ +x?) — i Arctanx

donc y est solution de 1’équation différentielle si, et seulement si, il existe une constante A € C telle

que

i A i Arctan
2) + = Arctan x| = ex (7)()

—1
VXER, y(X):A exp TfnUJrX 2 W 2

# On peut remarquer que A = y(0).

Pourx € Q =Rett € I =]0,+00[, on pose
eixteft
X, t) = ——F——
(p( ) ) \/{

Pour tout x € Q, il est clair que [t — @(x,t)] est continue sur l'intervalle ouvert I; que

| 1

t—0 \/-E )
Par comparaison a des fonctions intégrables, on a démontré que [t — @(x,t)] était intégrable sur I
pour tout x € Q et donc que l'intégrale f(x) était bien définie sur Q = IR.

@(x,t) ole™") etque @(x,t

t—)jroo
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1l est clair que, pour tout t € I, I'application [x — @(x,t)] est de classe € sur Q et que
0 .
V(x,t) € Qx1, a—i(x,t) =1ivte™te

11 est tout aussi clair que l'application

{t — aa—(f:(x, t)]

est continue sur l'intervalle ouvert I et que
0
V(xt) e x], ‘a—i(x,t)‘ <Vie .

Le majorant étant une fonction intégrable de référence sur I (cf cours sur la fonction I'), on en déduit
que, pour tout x € Q, I’application
0
{t 22 (x, t)]

0x

est intégrable sur 1. Mieux, le majorant étant indépendant de x € Q (condition de domination), on
peut appliquer le Théoréeme de dérivation sous le signe [ : la fonction f est donc de classe ¢! sur
O=Ret

+oo 0 +oo .
VxeR, f'(x)= J —(P(x, t) dt = J iVte tet*t dt.
o 0x 0
Nous allons intégrer par parties : pour tout x € R,
d { iVt e(ix—])t:| _ aﬁ(x )+ i elix=T)t
dt lix —1 ox (ix — 1)2vt
L’expression
‘ iVt elix—1t| _ t et
ix—1 1+ x2

tend vers 0 lorsque t tend vers 0 et lorsque t tend vers +o0. De plus, I'application [t = aa—((px, t)} est

intégrable sur ]0, +ool, donc l'intégrale généralisée

o i (ix—1)t
J-o m e dt
est convergente et
VxeR O:f’(><)—|—J+OOie“"_”t dt:f’(x)—i—#f(x) =f'(x) + ! f(x).
’ o (ix—T1)2vt 2(ix—1) 2(x+1)

La fonction f est bien une solution de (E).
@ Le scalaire A est égal a f(0) =T'(1/2) = /7, donc

i Arct
xR, ) = Y ep( AN

Nous allons a nouveau appliquer le Théoreme de dérivation sous le signe |.
Pour tout t € I =]0, +oo[ et tout & € O = R¥, on pose

e *tsint
NG

Pour tout o € Q, 'application [t — («, t)] est continue sur l'intervalle ouvert I. Comme

ID(CX)’E) =

II)(CX,t) = O(eiat) et w(“vt) t:O\/‘E’

t—+o0

I'application [t — P («, t)] est bien intégrable sur I et ’application ] est donc bien définie sur I.
Avec le changement de variable affine u = at,

+o0o ,—u o3
1 J e “sin(u/x) du

0 Vu
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et par linéarité de l'intégrale,

L /m . Arctan(1/x)
[(x) = ﬁJm(f(‘/a)) =i in 3 .

Comme 0 < Arctan !/« < 7/, le sinus est positif et I(«) est donc (strictement) positif pour tout o > 0.

#y On peut aussi exprimer 1(x) comme la somme d’une série convergente a I'aide de la relation de Chasles.

R T R M ] e LU
o JKm \/{ 0 Y0 u+ k7 e 0 u+ kmt

On vérifie sans peine que
T H— XU o3
, e “Ysinu
e k"‘”J —d
0 u+ km

tend vers 0 en décroissant quand k tend vers +-oco. Les conditions d’application du Criteére spécial des séries
alternées étant vérifiées, on sait que la somme 1( o) est du signe du premier terme et donc positive.
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Résoudre I'équation différentielle
Vt<1, (1—tx'(t)—x(t)= 1]?

Démontrer que les solutions de (E) sont développables en série entiere au voisinage de 0.

Comment trouver les coefficients du développement en série entiere d'une solution de (E)?

La fonction x est une solution de I'équation homogene si, et seulement si, il existe un réel A tel
que
1

1t
La fonction xo = [t — K(t)x(t)] est une solution de 1’équation complete si, et seulement si,

Yi<1,  x(t)=A

1 1
t<1 T—t)- [K'(t) — | = ——
Vi<l )[(Jl_t} —
c’est-a-dire
Vi<, K(t) =Ko —€n(1 —1).

La fonction x est donc solution de 1'équation différentielle si, et seulement si, il existe un réel Ky tel
que
Ko In(1—1)

Vi<, x(t):17t— T

Comme ' et {n(1—1) sont développables en série entiere au voisinage de l'origine, alors toute

solution de 1’équation différentielle est développable en série entiere au voisinage de 1'origine (par
produit et somme).

S’il existe une suite réelle (an)nen et v > O tels que

+00
vtel-rrl, x(t)= Z axtk,
k=0

alors
“+o0o +oo
vtel-nrl, x'(t)= Z kath! = Z(k—l— Nag1t*
k=1 k=0

puisqu’on peut dériver terme a terme la somme d’une série entiere dont le rayon de convergence est
strictement positif.
L’équation (E) devient alors

+00 “+o0 “+o0 +o0o
> ket Dagath =) katt =) aptt =)
k=0 k=1 k=0 k=0

c’est-a-dire (en ajoutant un terme nul dans la seconde somme)

+00 too
D ((k+Dagsr — (k+ Na)tc = Yt~
k=0 k=0

pour tout t € ]—r, r[. Comme r > 0, on peut en déduire que
VkeN, (k+1)(aks1 —ax) =1

par identification terme a terme.
Comme toutes les solutions de (E) sont développables en série entiére, on en déduit (par téles-
copage) que x est solution de (E) si, et seulement si, il existe ag € R tel que

n
. 1
Vne N, an:ao—l—kéi.
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#v On retrouve ainsi que
+o00o +o00o
Vtel-1,1, x(t)=ao ) th+ ) Hpt"
n=0 n=1
en notant comme d’habitude les nombres harmoniques :
=1
* — —
VneEN, Hn=) -
k=1
On vérifie ainsi l'expression générale trouvée précédemment :

x(t) =ag - 1 + (= n(1—1))

L
1—t 1—t°

#y On aurait pu aussi bien tirer les coefficients du développement en série entiére de x(t) en appliquant le
Théoréme sur le produit de Cauchy : sachant que

1 +o0
—1.1 JEE— A
Vtel-1,11, T 3201 t

+oo

1
—In(1—t)= —-t"
n(1—1) 0+n;“
etqueco=0x1=0et
n TL]
YneN* c¢,= agbn_x=0x1+ — x 1 =Hpy,

on a bien

+oo +oo
vtel-1,1[, x(t)= Zaot“JrZHnt“.
n=0 n=1

Au passage, on a enfin prouvé ainsi que le rayon de convergence était égal a 1 (au moins égal a 1 avec les calculs
qui précedent, pas plus grand que 1 au vu de la somme de la série entiére).
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1.| Démontrer gue
q

o1/t
im =0.
t—0+ t
En déduire I'existence de I'application h définie par
X o—1/t
Vx>0, h(x) :J dt.
o ¢t

Démontrer quey € € (R* ,R) est une solution de I'équation différentielle
Vx>0, x*y'(x)+y(x)=x (E)
si, et seulement si, il existe un réel A tel que
Vx>0, y(x)=e/*h(x)+Ae'/*.

En effectuant le changement de variable t = 1=*—, démontrer que

T+xu”
+oo e U
Vx>0, e”xh(x):xJ du.
o T+xu
Démontrer que I'application g définie par
+oo e U
VxeR =

eR g=| T

est de classe €°° sur R,..

La fonction f = [t — (e'/!)/t] est continue sur I'intervalle ]0, +oo[. De plus, on sait que ue "
tend vers 0 lorsque u tend vers +oo et 1/; tend vers +oo lorsque t tend vers 0 par valeurs supérieures.
Par conséquent, en posant f(0) = 0, on prolonge f en une fonction continue sur R, .
L’intégrale h(x) est donc bien définie pour tout x € R, (intégrale d'une fonction continue sur

un segment) et, d’apres le Théoreme fondamental, la fonction h ainsi définie est une primitive de f
sur R, : c’est donc une fonction de classe "' sur R, .
Il s’agit de résoudre une équation différentielle linéaire du premier ordre. La méthode est bien
connue.

@ On vérifie sans peine que yo = [x — exp(/x)] est une solution de 'équation homogene sur
I'intervalle I = ]0, 4+o00[ et qu'une fonction yy est une solution de cette équation si, et seulement si, il
existe une constante C € R telle que

Vx el yu(x) = Cyo(x) = C.exp(V/x).

@ On fait alors "varier la constante" : on cherche une solution de I’équation compléte de la forme

Yp(x) = C(x).e'/* ot1 C est une fonction de classe €' sur I. Cette fonction Yp est solution de 1'équa-
tion complete si, et seulement si,

Vxel, x%.C(x) exp(1/4) = x
C’est-a-dire

Vxel, C’(x):%exp(%).

On déduit de la question précédente que la fonction y,, définie par
Vx el 1_419(x):h(x)e]/X

est une solution particuliere de 1'équation compléte.
. D’apres le principe de superposition, une fonction y € %' (I, R) est une solution de 1’équation
complete si, et seulement si, il existe un réel A tel que

Vx>0, y(x):yp(x)—i—?\yo(x):h(x)e”"—i-?\e]/".
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Comme x > 0, il est clair que la fonction

est de classe €' et strictement décroissante sur [0, 4+oo[. D’apres le Théoreme de la bijection mono-
tone, ’application 1 réalise une bijection de [0, +-oo[ sur ]0, x].

#o ]I suffit de calculer \p(0) et la limite de \p au voisinage de +oo pour déterminer l'intervalle image de cette
bijection.
On vérifie ensuite que

2

—x* du dt —xdu

el/xe Wt =el/x 1/t —et etque dt=——" dott — = .
(1 4+ xu)? t 1+xu

D’apres la formule du changement de variable,

61/XJ'X61/tdt:J+°°eu x du _ J+oo e U du
0 t 0 T4+ xu o T+4+xu

Pour tout (x,u) € Ry x R4, on pose

efu
T+xu’

(P(X, u) =

Régularité —
Il est clair que, pour tout u € R, la fonction [x — ¢@(x,u)] est de classe € sur R et on vérifie
par récurrence que

(=)™ nlume ™
(‘] + Xu)n+1

oMo

YneN VY (x,ueR: xRy, ey

(X, LL) =
Domination —
Il est clair que, pour tout n € IN* et pour tout (x,u) € Ry x Ry,

"o

ute ™
n,—u
ox™ )

(X)u)‘:nlmgnu e

Le majorant est indépendant de x et intégrable sur R, .

#o L'étude de la fonction T a montré que [w — u™e "] était intégrable sur R pour tout n € N.

Intégrabilité —
Il est clair que, pour tout x € IR, et pour tout n € N, la fonction

ot
|:u — W (X, u):|
est continue sur Ry et, d’apres la propriété de Domination qu’on vient de justifier, elle est donc
intégrable sur R .

@ On peut donc appliquer le Théoréme de dérivation sous [, ce qui prouve que la fonction g est
de classe € sur R et que

+oo

* (n) = n ute ©
YneN", VxeRy, g (x)=(=1) n!L (T +xu)n+1

# On a résolu I'équation différentielle compleéte sur R
On déduit de ce qui précede que le produit [x — xg(x) = h(x)e'/*] est une solution de classe € sur
R (et pas seulement sur R?_) de I'équation complete.
Comme e'/* tend vers +oo lorsque x tend vers O par valeurs positives, on en déduit que cette fonction
est la seule solution de I'équation complete qui soit de classe € sur R et aussi la seule qui reste bornée au
voisinage de 0.



