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Corrigé du DM 17

Formule de Poincaré

Partie A - Formule du crible ou de Poincaré

On rappelle que 15 =1—1¢ et 1 ne = [[1c, et Card(C) = Z 1c(e).

iel el ecE

1.O0na: 1 U B = 1-1 5 par propriété de l'indicatrice d’un complémentaire
1<i<n 1§LiJSn !
=1-1 n & par de Morgan
1<i<n
=1- [[ 15 par propriété de 'indicatrice d’une intersection
1<i<n *
=1— ][] (1—1p,) par propriété de I'indicatrice d’un complémentaire
1<i<n
Ainsi, |1 Bizl— H (1-1g,).
1<i<n 1<i<n

2.0na| [[(-15) = (—1)Card(J) [I15, = (—1)Card(/) A 55
jeJ JjeJ jeJ

3. Le cas J = () donne le terme —1 qui simplifie le 1 en amont. Ainsi par disjonction de cas suivant

le sous-ensemble J de [1,n], il vient | 1 U B = > (_1)Card(J)+1ﬂ N
1<i<n J S ;[[élb)n]] jeu

4. Effectuons une disjonction de cas suivant le cardinal de J, noté k, qui varie de 1 & n.
n

: _ k+1
Il vient |1 U B = Z(—l) Z 1 B,

1<i<n k=1 J C [1,n] JjeJ
Card(J) =k

5. Comme le cardinal d’'un sous-ensemble se déduit des évaluations de son indicatrice sur tout les
éléments de F, une sommation pour e € F des évaluations en e de la relation précédente donne :

Card <OB’> = Zn:(—l)’“rl Z Card ﬂBj

i=1 k=1 J C [1,n] jeJ
Card(J) = k

6. Autre approche : Procédons par récurrence.

Initialisation : Pour n =1, on a le relation est Card(B;) = Card(By).
Pour n =2, B1 U By = (Bl\Bg) U (Bl n Bg) U (BQ\BQ)
La réunion étant disjointe deux & deux alors

Card(31 U BQ) = CaI‘d(Bl\Bg) + Card(31 N BQ) + Card(Bg\Bg)
= Card(B;) — Card(B; N By) + Card(B; N Bg) 4+ Card(Bz) — Card(B; N Ba)
= Card(Bl) + Card(Bg) — Card(31 N Bg)

k=1 k=2
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Hérédité : Soit n > 1 ; on suppose la relation vraie au rang n.

n+1 n n n
Card (UBZ) = Card (Bnﬂ U (UBZ)) = Card(By41)+Card (UBi) —Card (B,Hl N (UBZ))
i=1 i=1 i=1 =1

Par distributivité, on a :
n n
Card (Bn+1 N (UBZ)) = Card (UBn+1 N B,»)
i=1 i=1
Par hypothése de récurrence, on a :

n

n+1
Card ( U B¢> = Card (Bp+1) + Z:(—l)’€+1 Z Card ﬂBj
i=1

k=1 J C[1,n] jeJ
Card(J) = k
n
— Z(—1)€+1 Z Card ﬂBn+1 N Bj
=1 J C[1,n] jeJ
Card(J) = ¢
n
= Card (Bny1)+ > _(-D)F' Y Card | (B
T ke JC[Ln] jes
= Card(J) = k
n
+Y (- Y Card | Buyan | (B
(=1 J C [1,n] jeJ

Card(J) = ¢

+1 n
Card (TU Bi> = Z k'H Z Card ﬂB +Z Z Card | Bpy1 N ﬂBj
SR e i<

Onposek=0+41:

n+1 n n+1
Card(UBZ):Z DF N Card | () By +Z DF N Card [ By | (B

i=1 k=1 Jc, n]] jeJ JC[1,n] jeJ
Card(J) = Card(J) =k —1

Ce qui se réécrit en

n+1 n n+1
Card(LJBi):Z(—l)]H'1 Z Card ﬂB —|—Z 1)k+t Z Card | Bpy1 N ﬂBj

i=1 k=1 J C [1, n+1]]\{n+1} je€J J C [1,n] jedJ
Card(J) = Card(J) =k —1

Ce qui est la disjonction de cas suivant le critére n +1 € J de

n+1 n+1
Card<UBi>=Z(—1)k+1 > Card | (B

=1 k=1 JcC1,n+1] jeJ
Card(J) =k

Conclusion : La propriété est vrai pour tout n > 1.
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Partie B - Applications

7. Etude des mains possédant les quatre couleurs :
a) Ona’Q:HﬂC’ﬂTﬁP.

b) On note qu'un mains est une 5-combinaison dans I’ensemble des cartes. Dans un jeu de 32 cartes,

il v a 8 cartes par couleur et donc 24 cartes qui ne sont pas des coeurs, 16 cartes qui ne sont pas
rouges, etc ...

Par passage au complémentaire puis par la formule de de Morgan et enfin par la formule du crible,
il vient :
Q =HNCNTNP=HUCUTUP
Card(Q) = Card(H) + Card(C) + Card(T) + Card(P) — Card(H N C) — Card(HNT)
—Card(H N P) — Card(C NT) — Card(C N P) — Card(T N P)

+Card(HNCNT) + Card(HNCNP)+ Card(HNT NP)+ Card(CNT N P)
—Card(HNCNTNP)

) -of¥) +1() -

Ainsi, | Card(Q) = (352) 4 (254) 56 (156) 4 @

8. Notons F = {y;,i € [1,n]}, S I'ensemble des surjections de F'¥ et pour i € [1,n],

F;={f € F¥ f(B) C F\{y:i}}

On note que S = QJIFz

La formule du crilZoTe donne :

Card(E):zn:(—l)’f“ > Cad (ﬂﬂ)

k=1 ICi,n] icl
Card(I) = k

Or, une application d’un ensemble & j éléments dans un ensemble & ¢ éléments est un j-liste sur les
k éléments ; il y en a #/. Ainsi, il vient :

pour k =1 et pour i € [1,n], alors Card(F;) = (n — 1)P

pour k = 2 et pour i, j € [1,n] avec i # j, alors Card(F; € F;) = (n—2)P etily a (g) parties
I de deux éléments dans [[1,n].
pour k € [1,n] et I C [1,n] tel que Card(I) = k, alors

Card (ﬂz«;) = Card ({f € F¥, f(E) c F\{ys;i € I}}) = (n — k)?

el
etilya <Z> parties I a k éléments dans [1,n].

Ce qui donne : Card (5) = Zn:(—l)k+1 (n) (n—k)P.

= )
Et donc : Card (S) = n? — > (~1)"! (Z) (n— k)P = Z(—l)’“(Z) (n — k)P,
k=0 k=1 0

n
Ainsi, |le nombre de surjections de F'¥ est Z(—l)k (n> (n — k)P.
k=0
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Partie C - Etude des permutations

9.a) Il deux points a établir :

L’espace d’arrivé est-il bien A4,, 7 Soit f € A; donc f est un bijection de E telle que f(i) = 1.
Comme h; est une bijection de F, par composition d’applications bijectives, h; o f o h; est bijective
sur E. De plus, (h; o f o h;)(n) = hi(f(i)) = hi(i) = n donc h;o foh; € A,.

¢ est-elle bijective 7 (On pourrais montrer qu’elle est injective, puis surjective).

Utilisons la caractérisation d’une bijection en introduisant la fonction suivant :

f = hijofoh;

Montrons que p o =1Idy, et Yo =1Idy, :

En effet, pour f € Aj, d(o(f)) = ¥(hio fohy) = hioh;o f o hioh;.
Or h;oh; =1dg donc ¢¥(¢o(f)) =Idgo foldg = f. Ainsi, ¢ oo = Idy,
On trouve de méme @ ot =1Id4, . Ainsi ¢ est bijective.

Ainsi, | application ¢ réalise une bijection entre A; et A,,. ‘

b) Pour i € [1,n], ¢; est une bijection entre A; et A,, donc ils sont équipotents.
Ainsi, ’pour tout 7 € [1,n], Card(4;) = Card(An).‘
c) Considérons B: A, — Spa-i] -

I = finn-

Il deux points & établir :

L’espace d’arrivé est-il bien Spy ;17 7
Soit f € Ay, donc f est un bijection de E telle que f(n) =mn. Ainsi f([1,n—1]) =[1,n —1] et
donc fi[1n-1] € S[1,n-1]-

B est-elle bijective ?
Considérons application a qui construit le prolongement d’une application sur [1,n — 1] en

affectant a n image n: a: o([l,n—1]) — Ay
g — | G: E — E
N { g(x) sz <n
n siz=n

Ainsi, par caractérisation, a o f =1d4, et foa = Idg[[1 ]’ Donc 3 est bijective.

Ainsi, | application 3 réalise une bijection entre A, et Sy ,_1]-

d) D’apres 1c¢) la bijectivité de 8 sur des ensembles finis donne

Card (A,) = Card (Sﬂl,n—l]]) =(n—-1)!

Ainsi, d’apres 1b) ’Vi € [1,n], Card(4;) = (n— 1)!.‘

10. Soient 1 < i1 < iy < -+ < 4 < n, considérons ’application suivante :

6: A MAL N NAy = SHn\{i1is,....i—k}
f = f\S[[Ln]]\{Z-N-Q ,,,,, i—k)

Comme dans la question 1c) on peut montrer que cette application est une bijection entre deux

ensembles finis. Or Sy p_1]\{i1,iz,1dots,i—k} €St I'ensemble des bijection sur un ensemble a n — k

éléments, donc de cardinal (n — k)!.

sil<iyp <ig<---<ip<nalors Card(4;; NA;, N---NA;,)= (n—k)!.‘

Alinsi,

n
11.a) Montrons que A = UAi :

=1
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n
pour tout i € [1,n], A; C A donc UAi C A.
i=1

Soit f € A, alors f posséde un point fixe : Ji € [1,n], f(i) =i ou encore f € A; C |J A4;.
=1

1=

n

Ainsi, | A = [ 4|

b) = Pour n =4 :

Card (A) = Card (Al UAsUAzU A4)

= Card (A;) + Card (Ag) + Card (As) + Card (A4)

—Card (Al N AQ) — Card (Al N Ag) — Card (Al N A4)

—Card (A2 N Ag) — Card (AQ N A4) — Card (Ag N A4)

+Card (Al NAsN Ag) + Card (Al NAsN A4) + Card (Al NAzN A4) + Card (AQ NAsN A4)
—Card (Al NAy;NA3zN A4)

= 4x31-6x21+4x11-1x1=15
Les ensembles de la réunion ne sont pas deux & deux disjoints ; on utilise la formule du crible :

n

Card (A) = Z(—l)kJrl Z Card ﬂAj

k=1 J C [1,n] jeJ
Card(J) =k

Si Card (J) = k alors d’aprés 2) : Card ( N Aj> =(n—k).
jeJ

La somme > contient (Z) termes : c’est le nombre de sous-ensembles de k éléments dans
C‘er(ci({[fl)’ Zﬂk
un ensemble de n éléments.
n n
. n!
Il vient : Card (4) = Y (~1)*! (Z) (n—k)! =Y (~DFI
k=1 k=1
n (_1)k+1
o o
Ainsi, | Card (A) = n! Z X
k=1




