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Corrigé du DM 18

Schéma de Markov

1. a) Mettons en oeuvre la méthode du pivot de Gauss (en travaillant sur lignes) avec un formalisme
matriciel pour montrer que P est inversible : 1 1 1 1 0 0

1 −1 0 0 1 0
1 0 −1 0 0 1

 {
L2 ← L2 − L1

L3 ← L3 − L1 1 1 1 1 0 0

0 −2 −1 −1 1 0

0 −1 −2 −1 0 1

 {
L1 ← 2L1 + L2

L3 ← 2L3 − L2 2 0 1 1 1 0
0 −2 −1 −1 1 0

0 0 −3 −1 −1 2

 {
L1 ← 3L1 + L3

L2 ← 3L2 − L3

On trouve trois pivots donc la matrice P est inversible. 6 0 0 2 2 2
0 −6 0 −2 4 −2
0 0 −3 −1 −1 2


 1 0 0 1

3
1
3

1
3

0 1 0 1
3 −2

3
1
3

0 0 1 1
3

1
3 −2

3


Ainsi, P est inversible et P−1 =

1

3

1 1 1
1 −2 1
1 1 −2

.

b) On calcule premièrement PD =
1

2

2 −1 −1
2 1 0
2 0 1

 car me coe�cient (1, 3) est obtenu par :

p1,1d1,3 + p1,2d2,3 + p1,3d3,3 = 1× 0 + 1× 0 + 1×
(
−1

2

)
= −1

2

Puis e�ectuant (PD)P−1 on trouve M = PDP−1 .

2. a) Soit n ∈ N, la famille (An, Bn, Cn) forme un système complet d'évènements.

D'une part, le jour n, le client choisi l'une des activité, donc An∪Bn∪Cn se réalise toujours
: c'est l'évènement certain.
D'autre part, le jour n le client choisi une seule activité, donc les évènements sont incom-
patibles deux à deux.

La formules des probabilités totales donne :

P(An+1) = P(An)PAn(An+1) + P(Bn)PBn(An+1) + P(Cn)PCn(An+1)

an+1 = an × 0 + bn ×
1

2
+ cn ×

1

2

=
1

2
(bn + cn)

1
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On trouve de même, bn+1 =
1

2
(an + cn) et cn+1 =

1

2
(an + bn). Ce qui se réécrit :

Un+1 =

an+1

bn+1

cn+1

 =
1

2

bn + cn
an + cn
an + cn

 =
1

2

0 1 1
1 0 1
1 1 0

an
bn
cn

 = MUn

Ainsi, Un+1 = Mun .

b) Le coe�cient m2,3 correspond à PCn(Bn+1) , la probabilité de choisir l'activité B le jour n + 1

sachant que l'on a choisi l'activité C le jour précédent.

c) La fonction PCn est une probabilité. Comme la famille (An+1, Bn+1, Cn+1) est un système com-
plet d'évènements, alors d'une part :

PCn(An+1 ∪Bn+1 ∪ Cn+1) = PCn(Ω) = 1

car la réunion des évènements forme l'évènement certain. De plus les évènements sont deux à deux
incompatibles, donc

PCn(An+1 ∪Bn+1 ∪ Cn+1) = PCn(An+1) + PCn(Bn+1) + PCn(Cn+1) = m1,3 + m2,3 + m3,3

Il vient : m1,3 + m2,3 + m3,3 = 1.
La somme des coe�cients de M sur la troisième colonne vaut 1. Il en est de même pour la première
et la deuxième colonnes, en considérant respectivement les probabilités PAn et PBn pour le même
système complet d'évènements.

Ainsi, la somme des coe�cients sur les colonnes de M vaut 1. .

þ La matrice M est appelée matrice de transition du schéma.

d) Montrons par récurrence sur n ∈ N que P(n) : Un =
1

3
PDn−1

 1
−2
1

.

• Initialisation : pour n = 1 :

1

3
PD0

 1
−2
1

 =
1

3

1 1 1
1 −1 0
1 0 −1

 1
−2
1

 =
1

3

0
3
0

 =

0
1
0

 et U1 =

0
1
0


Donc P(1) est vraie.
• Hérédité : soit n ≥ 1 ; on suppose P(n) véri�ée.

Un+1 = MUn =
1

3
MPDn−1

 1
−2
1

 par hypothèse de récurrence

=
1

3
(PDP−1)P︸ ︷︷ ︸

=In

Dn−1

 1
−2
1

 d'après 1b)

=
1

3
PDn

 1
−2
1


Ainsi, P(n + 1) est véri�ée.

• Conclusion : ∀n ≥ 1, Un =
1

3
PDn−1

 1
−2
1

.

2
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3. Or D est diagonale, une récurrence rapide donne :

∀k ∈ N, Dk =

1 0 0

0
(
−1

2

)k
0

0 0
(
−1

2

)k


Il vient : Dn−1

 1
−2
1

 =

 1

−2
(
−1

2

)n−1(
−1

2

)n−1

 et

PDn−1

 1
−2
1

 =

1− 2
(
−1

2

)n−1
+
(
−1

2

)n−1

1 + 2
(
−1

2

)n−1

1−
(
−1

2

)n−1

 =

 1−
(
−1

2

)n−1

1 + 2
(
−1

2

)n−1

1−
(
−1

2

)n−1



Ainsi, ∀n ∈ N∗, Un =

an
bn
cn

 =
1

3

 1−
(
−1

2

)n−1

1 + 2
(
−1

2

)n−1

1−
(
−1

2

)n−1

 .
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