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DS 9

Mercredi 13 mars 2024 — durée : 4 h

Exercice 1 - Fermetures de boulangeries

Dans une commune il y a 4 boulangeries. Chacune ferme un des cinq jours de la semaine autres
que le samedi et le dimanche. Le journal municipal publie la liste des jours de fermeture.

Tous les résultats sont demandés sous forme numérique explicite (toutes les puissances, les facto-
rielles, etc. doivent étre calculées).

1. Combien y a-t-il de listes possibles 7
2. Nombre de listes pour lesquelles, chaque jour, il y a au moins une boulangerie ouverte 7

3. On demande qu’aucune boulangerie ne soit la seule fermée lors de son jour de fermeture. Combien
y a-t-il de listes possibles ?

4. Nombre de listes pour lesquelles il n’y a jamais deux boulangeries fermées le méme jour 7

5. On suppose connue la liste des jours de fermeture de ’année précédente. Il n’y avait alors jamais
deux boulangeries fermées le méme jour.

a) On note L; (i € [1,4]) I'ensemble des listes possibles pour lesquelles on a a la fois :
e la i-éme boulangerie est fermée le méme jour que I’année précédente,
e i nouveau, il n’y a jamais deux boulangeries fermées le méme jour.
Déterminer les cardinaux des ensembles : Ly, L1 N Lo, L1 N LoN Lg et Ly N LoN Ly N Ly.
b) En déduire le nombre de listes pour lesquelles on a a la fois :
e aucune boulangerie n’est fermée le méme jour que I’année précédente,

e i nouveau, il n’y a jamais deux boulangeries fermées le méme jour.

Exercice 2 - Introduction au poker

Une main est composée de 5 cartes prises simultanément dans un jeu de 32 cartes.

1. Combien y-a-t-il de mains différentes 7
2. Déterminer le nombres de mains contenant exactement :

a) une paire de dix (exactement deux dix et trois cartes de hauteurs deux & deux différentes).
b) un brelan de rois (exactement trois rois et deux cartes de hauteurs différentes).

c¢) un full aux dames par les rois (trois dames et deux rois).
3. Combien existe-t-il de mains contenant

a) exactement une paire
b) au moins trois cartes de méme valeurs
¢) au plus un pique

)
)
)
d) un as et deux piques exactement
e) au moins un as, un valet et un 7
)

f) au moins un as, un valet ou un 7.
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Exercice 3 - Théoréme de Lagrange (1736-1813)

Démontrer le théoréme suivant qui donne le rayon d’un disque complexe contenant
toutes les racines d'un polynéme donné.
Théoréme —

n
Soit P = Zaka € C[X] de degré n € N*. Toute racine o de P vérifie :
k=0

n

\a|§1+max{ Ok
a

k€ [[O,n—l]]}

n
Soit P = Zaka € C[X] de degré n € N* et a € C* une racine non nulle de P.
k=0

1. Montrer que |a,a™| =

1

2. En déduire que |a| < W

3. On pose C = max{ Ok
%9

ke 0,n— 1]]} Si || > 1, alors montrer que |a| <

la]

4. En déduire le théoréeme de Lagrange : |a] <1+ C.

5. Montrer que cette majoration reste valable pour toute racine de P’, de P”, etc

6. Par exemple, donner un intervalle réel qui contient toutes les racines rélles de P = 3X° — X4 +

6X2 42X —5.

Exercice 4 - Polyn6mes de Newton

Soit n € N*. On pose Ny = 1 et pour tout k € [1,n] :

1% XX -1 (X —k+1)
/?1;[ k! ‘

1. Montrer que N' = (N, ..., N,) est libre.
2. On définit une application A de K[X] dans K[X] par :
VP eK[X], A(P)(X)=P(X+1)— P(X).
On définit AY = Idg x] et, pour tout i € N*, A’ = Ao A"l = A7 o A

a) Vérifier en détaillant les calculs que si P = X2 + 1 alors A(P) = 2X + 1.
b) Exprimer A%(P) et A3(P) en fonction de P.
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c¢) Montrer que pour tout P,Q € K[X] et «, 5 € K alors
A(aP + Q) = aA(P) + FA(Q) (L)

On dit que A est linéaire si elle vérifie cette propriété.
d) Montrer que, pour tout j € N, on a la propriété suivante :
J
VP eK[X], Y AMP)X)Ne(j) = P(X +j) (%)
k=0

INDICATION — faire une récurrence sur j ; on pourra établir puis utiliser que
. J J+1 J J
N = t —
=) e ()= (20) + ()
e) En déduire que : VP € K[X], Vj € [0,n], Y A*(P)(0)Nx(j) = P(j).
k=0

puis établir que : VP € K,[X], P = ZAk(P)(O)Nk.
k=0

3. Montrer que N' = (Ny, ..., N,) est une base de K, [X] et donner les coordonnées de P € K,,[X]
dans cette base.

Probléme 5 - Absolue monotonie

On note E ’ensemble des applications f de classe C* sur ]O, 1[ telles que:
VneN, Vxe ]0, 1[, f(”)(ac) >0

On dit alors que f est absolument monotone sur ]0, 1 [

Partie A — Exemples

1. Donner un élément non nul de E.

On pose f = Arcsin.
2. Montrer que f € C*® (]0, 1[), puis que Vz € ]0, 1[, (1 — w2) f"(z) = zf' ().
3. Rappeler la formule de Leibniz.

4. Soit n > 2. En dérivant n fois la relation du 2), donner une relation entre f((z), f"*+D(z) et
F+(z) pour tout z € ]0,1[.

Vérifier qu’elle reste valable pour n =0et n = 1.
5. Démontrer par récurrence que f € E.
Soit (a,b) € R?, on définit f,, sur ]0, 1[ par :

ar +b
r—1

Ve €]0,1], fap(z) =

6. Montrer que fq, € C™ GO, 1 D

d
7 et en déduire fé? pour tout n € N*.

Décomposer f,; sous la forme c +

7. Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que f,5(x) > 0 pour tout x € ]O, 1 [, puis
une condition nécessaire et suffisante pour que f,;, € E.

3



Lycée Saint-Exupéry — MPST 2023/2024 — Mathématiques DS 9

Partie B — Prolongement en 0
Soit f € F.

8. En utilisant la monotonie de f, montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
On note encore f la fonction ainsi prolongée sur [0, 1[ ; vérifier que f(0) > 0.

9. Prouver l'existence de lim f'(z).
z—0t

10. Montrer que f € C* ([0,1]) et que f'(0) > 0.

11. Montrer que f est C* sur [O, 1[ et que f(™(0) > 0 pour tout n € N.

Partie C — Formule de Taylor

Soit f une fonction C* sur [0, 1[ et A e R.
On définit ¢ sur [O, 1[ par:

2 3
vte 0,1, o(t) = f(t) - <f(0) +tf(0) + t2f”(())> - %t

12. Justifier que ¢ est trois fois dérivable sur [0, 1 [

13. Calculer () (t) pour tout k € {07 1,2, 3} et pour tout ¢ € [0, 1 [

Préciser les valeurs en 0.

Dans toute la suite, on fixe a € }0, 1 [

14. Montrer que 'on peut choisir A tel que ¢(a) = 0.

Nous supposons désormais que ¢(a) = 0.

15. Montrer qu'il existe ¢; € |0, af tel que ¢'(¢1) = 0.

16. En itérant le procédé, montrer qu’il existe c3 € ]0, 1[ tel que p® (c3) = 0.

17. En déduire que :
' a’ 1" a’ 3)
f(a) = f(0) +af'(0) + ?f (0) + gf (c3)
Nous supposons désormais que f vérifie :

vneN, Vze[0,1], f™(z)>0

18. Démontrer que la relation :

o) = F0) + af ©) + % //(0) + & £ cx(a)
deéfinit un unique élément c3(a) € ]O, 1 [
19. D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe ¢i(a) € }0, a[ tel que :
f(a) = £(0) + af'(c1(a))

a

Démontrer que c;(a) est unique et veérifie : ¢;(a) Y3
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Proposition de corrigé du devoir surveillé 9

Exercice 1 - Fermetures de boulangeries

1. La publication des jours de fermeture revient a choisir 4 jours avec ordre (car les boulangeries
sont deux & deux différentes) et avec répétitions (elles peuvent fermer le méme jour) parmi les
cing premiers jours de la semaine : c’est une 4-liste sur {L., Ma,Me,J,V}. Tl y a 5% possibilités.

Alinsi,

il y a 625 listes possibles. ‘

2. Considérant 'ensemble complémentaire, il s’agit de dénombrer les listes o1 toutes les boulangeries
ferment le méme jour. Il y a en a 5. Or 625 — 5 = 620.

Ainsi, |il y a 620 listes pour lesquelles, chaque jour, il y a au moins une boulangerie ouverte |.

3. Les listes telles qu’aucune boulangerie ne soit la seule fermée lors de son jour de fermeture se
distinguent en deux catégories :

les quatre boulangeries ferment le méme jour : (?) possibilités de choisir le jour.
Les boulangeries ferment deux par deux :

Nombre de fagons de choisir les deux boulangeries qui fermerons le méme jour (les autres
fermant un autre jour) : il s’agit de choisir deux boulangeries sans ordre et sans répétition
parmi les quatre, c’est un 2-combinaison, il y en a (g) = 6.

Nombre de fagons de choisir les deux jours de fermeture : il s’agit de choisir deux jours avec
ordre et sans répétition parmi les cing possibles, c’est un 2-arrangement, il y en a A% = 20.

Or 5+ 6 x 20 = 125.

Ainsi,

il y a 125 listes telles qu’aucune boulangerie ne soit la seule fermée un jour donné. ‘

4. Cette situation consiste a choisir quatre jours avec ordre et sans répétition parmi les cing possi-
bles, c’est un 4-arrangement, il y en a A} = 5! = 120.

Ainsi, |il y a 120 listes pour lesquelles il n’y a jamais deux boulangeries fermées le méme jour‘

5. a) Cardinal de Ly :
la iéme boulangerie ne change pas son jour de fermeture : 1 possibilité.

il faut choisir parmi les quatre jours restant les trois jours de fermeture de trois autres boulan-
geries (avec ordre et sans répétition) : A3 = 24.

Ainsi, Card(Ly) = 24.

Procédant de la méme fagon, on trouve :

Card (L1 N Ly) =1xA2=6  Card(LiNLyNL3)=1xA}=2 et Card(LiNLyNL3NLy) =1

Ainsi,

Card(Li) = 24, Card(Li N Ly) =6, Card(LiNLyN Lg) = 2|
et ’Card(Ll NLoNLsnN L4) =1. ‘

b) Soit A l'ensemble des listes telles qu'il n’y a jamais deux boulangeries fermées le méme jour.

Soit L ’ensemble des listes pour lesquelles on a a la fois aucune boulangerie n’est fermée le
méme jour que I’année précédente et il n’y a jamais deux boulangeries fermées le méme jour.

Alorsona L C Aet A\L =Ly ULyU L3U Ly. Donc

Card(L) = Card(A) - Card(L1 ULoUL3U L4)
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Calcul de Card(L; U Ly U L3 U Ly). Comme les ensembles ne sont pas deux a deux disjoints,
utilisons la formule du crible :

Card(Ly ULaUL3ULy) = Card(Ly)+ Card(L2) + Card(Ls) + Card(L4)

—Card(L1 N L2> — Card(L1 N L3) — Card(L1 N L4)
—Card(La N L3) — Card(La N Ly) — Card(Ls N Ly
+Card(Ly N La N L3) + Card(Ly N La N Ly)
+Card(L1 NL3N L4) + Card(Lg NLs3N L4)
—Card(L1 NLoNLsnN L4)

= 4x24-6x6+4x2-1x1

= 67

Or 120 — 67 = 53.
Card(L) = 53|

Alinsi,

Exercice 2 - Introduction au poker

Il n’y a ni ordre, ni répétition puisque les cartes sont prises simultanément. Ainsi, une main est une
combinaison de 5 cartes parmi les 32.

1.|/Ily a (352> mains possibles.

2. a) Travaillons par structuration :

Nombre de fagons de choisir les couleurs des deux 10 : (g)

Z) car il y a 7 hauteurs autres que 10.

Nombre de fagons de choisir les couleurs des 3 autres cartes, avec ordre (en fonction des trois
hauteurs choisies) et avec répétitions (elles peuvent avoir le méme couleur), donc ce sont les
3-listes sur les couleurs : 43.

Nombre de facons de choisir les 3 autres hauteurs : <

Ainsi, |il v a (;L) (;) 4% mains contenant une paire de 10.

=

lya (;,1) (;) 42 mains contenant un brelan de rois.

Ilya (g) (3) full aux dames par les rois.

o
~—

3. a) Travaillons par structuration :
Nombre de facons de choisir la valeur de la paire : (?) = 8 (Il y a 8 valeurs différentes dans
un jeu de 32 cartes).

Pour le reste, nous 'avons traité en la) : (;1) (;) 43

Ainsi, |le nombre de mains avec exactement une paire est : G) <;L> (?7)) 43,

b) On cherche le nombre de mains qui ont au moins trois cartes de méme valeur : les brelans,
les fulls et les carrés. Procédons par disjonction suivant le nombre de répétions : 3 ou 4

Nombre de mains avec exactement trois cartes de méme valeur : (213) (g) (228>
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Nombre de mains avec (exactement) un carré : (?) (i) (218>

Ainsi, |le nombre de mains avec au moins un brelan est (?) (;1) <228) + (;3) (218>.

c¢) Discutons les deux cas (disjoints) possibles :
Nombre de mains sans pique : (254). Car il y a 24 cartes qui ne sont pas des piques.

Nombre de mains avec exactement un pique :

Nombre de facons de choisir le pique : (?)

Nombre de facons de choisir les autres cartes : (244)

— . . 4
Ainsi, le nombre de mains avec exactement un pique est : G; (24>

Ainsi, |le nombre de mains avec au plus un pique est : <254 ) + (513) (244)

d) Discutons les deux cas (disjoints) possibles :
Cas des mains contenant 1’as de pique :
Nombre de fagons de choisir le second pique : (D

Nombre de facons de choisir les trois autres cartes parmi les 21 qui ne sont ni des piques, ni
des as : (231>

Cas des mains ne contenant pas ’as de pique :

Nombre de fagons de choisir les piques : <;>

Nombre de facons de choisir I’as : G)

Nombre de facons de choisir les deux autres cartes : (221>

Ainsi, | le nombre de mains avec un as et deux piques exactement est : (D <231) + (;) (i’) (221>.

e) Notons E I'ensemble des mains contenant (au moins) un as, un valet et un 7 ; A [respective-
ment B et C] ’ensemble des mains contenant un as [respectivement un valet et un 7] :

E=AnBnNnC

La régle de de Morgan donne : Card(E) = Card(A) U Card(B) U Card(C).

Ces ensembles ne sont pas deux a deux disjoints car il existe des mains qui n’ont ni as, ni
valet ;ounias, ni 7...

Utilisons la formule de Poincaré¢ : Card(E) = Card(A) +Card(B) + Card(C) — Card(ANB) —
Card(ANC) — Card(BNC) + Card(AN BN O).

On a Card(4) = Card(B) = Card(C) = (258) et

Card(AN B) = Card(ANC) = Card(BNT) = (2;) Card(ANBNT) = (250>

Donc, Card(E) = 3(258) - 3<2;) + (250) et Card(E) = (352> — Card(E).

Ainsi, le nombre de mains contenant (au moins) un as, un valet et un 7 est :

(352> -3 (258> 3 (254> B (250>
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f) Notons F' ’ensemble des mains contenant (au moins) un as, un valet ou un 7. On F =
AU BUC. Tl est plus facile de déterminer

F=ANnBnC

20

5) car il reste 20 cartes

Le nombre de mains contenant aucun as, aucun valet et aucun 7 est (

possibles.

Ainsi, |le nombre de mains contenant (au moins) un as, un valet ou un 7 est : (352) — (25()).

Exercice 3 - Théoréme de Lagrange (1736-1813)

1. Comme « est une racine de P alors P(« g aka
n—1
Ainsi, a,a” = — g aro® et donc ||ana™| =
k=0

2. Comme «a # 0 et a,, # 0, on divise I'égalité précédente par a,a™ ! ; puis l'inégalité triangulaire
donne :

n—1 a n—1 a 1
_ k k
o = Z a,an—1-Fk = |lal < Z an | |a|r—1-k
k=0 k=0
a = C
3. Pour tout k£ € [0,n — 1], on a “F| < C. Par somme d’inégalités, on obtient : o < Z a1k
" k=0 1<

1
Une somme géométrique avec — # 1 et le changement de variable j = n — 1 — k donnent :

ol
1 1
“Er_ O Cpr
) MR S
Ton—1-%k 1 1 1
N——
>0 car |a|>1

Ainsi, il vient | |a| <

|al

4. Procédons par disjonction de cas :
Si |a| <1 alors comme C > 0, il vient |a] <14+ C

1
Si || > 1 alors, multipliant la relation précédente par 1 — —(> 0), il vient |a| — 1 < C.

|

|a] <14 C est vérifiée ‘ ce qui constitue le théoréme de Lagrange.

Dans tous les cas,

5. Notons C'(P) la majoration de Lagrange définie ci-avant pour le polynomeP.

Comme P’ = Z kapX*~! est de terme dominant na, X!, il vient pour tout k € [1,n]
k=1

kak

Ny

_k
n

ay
— 1 <1 P
o | = x C(P)
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Ainsi C(P') < C(P).
Une récurrence rapide donne que pour tout j € N, C(P(j)) < C(P).
En appliquant le théoréme de Lagrange a PU), il vient que toute racine 8 de P vérifie :

18] <1+C(PY) <1+ C(P)

Ainsi, |la majoration reste valable pour toute racine de P’, de P”, etc. ‘

6. Par exemple, pour P = 3X° — X4 +6X2 +2X — 5, C(P) = 2, donc ses dérivées est celles de ses

polynémes dérivés sont dans [—3, 3].

Exercice 4 - Polynémes de Newton

Xk
1. Soit k € [0,n] ; le terme dominant de Ny est o et donc deg(Ng) = k.

La famille (Ng)ie[o,n] est échelonnée en degré, donc ’./\/' = (No, ..., Nyp) est libre ‘

Démontrons ce résultat. Utilisons un raisonnement par ’absurde.

Supposons que la famille est li¢e, donc il existe (ap,...,a,) € KP\{(0,...,0)} tel
que

n
Z ag N = Ogx) (%)
k=0
Ainsi, il existe i €€ [0,n] tel que a; # 0. Posons ig = max(i € [0,n]; a; # 0).

x) & Z%Nk = Ok[x]
k=0

En évaluant en z, puis divisant par z0 et passant a la limite lorsque z — 400,
I'unicité de la limite donne :

N; 1 i IN;
iec0,ip—1] = Y 11C
W0 oo glztT0 z—too 0 z—doo
(*x) = 0+- 0+ =0 = a;, =0
0

Ce qui contredit la construction de a,.
Alinsi, la famille est libre.

a)OnaAX?+1)=(X+1+1—-(X?+1)=X?>+2X+1+1-X?—-1=2X+1.
b) Soit P € K[X], on a A(P) =P(X +1) — P(X) et

AXP) = A( (P)) A(P)(X +1) = A(P)(X)
+2)— (X +1) - (P(X+1)—-P(X))
( +2)-2P(X +1)+ P(X)
A (A%(P))
P(X+3)—-2P(X+2)+P(X+1)— (P(X+2)-2P(X+1)+ P(X))
= P(X+3)-3P(X+2)+3P(X+1)— P(X)

A%(P)

Ainsi, | A%*(P)=P(X +2)—2P(X +1) + P(X)
A3(P)=P(X +3)-3P(X +2)+3P(X +1) — P(X)

On identifie la similitude des coefficients avec ceux de la formule du bindme.
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c) Soit P,Q € K[X] et a, € K

A(aP +8Q) = (aP+BQ)(X +1) — (aP + BQ)(X)

aP(X + 1)+ BQ(X +1) — aP(X) + BQ(X)
a(P(X+1)-P(X))+8(QX +1) —Q(X))
= aA(P)+ BA(Q)

Ainsi, | A est linéaire

d) Commengons par montrer deux résultats préliminaires.
Soit j € Net k € [0, j]

R = B | i
Ni(j) = Tl 1})(] —i) = WGk <k> (R1)

Soit j € Net k € [1,7]

J J g! 4! ! . .
)G - e e ok = (1)

Ce résultat est la formule de Pascal (& connaitre !).

Montrons (x) par récurrence sur j :
Initialisation : Pour j = 0. Soit P € K[X] alors

0
> AKP)X)N () = A(P)(X)No(0) = P(X)(() = P(X) = P(X +0)
k=0
La relation (%) est vraie au rang 0.
Hérédité : Soit j € N ; on suppose que la relation (x) est vérifiée au rang j.

J+1 J+1
Y ANPYX)NG+TD) = > ANPHX)NK(G +1) + P(X)
k=0 k=1 ?5
1
- ¥ (J i 1) AR(P)(X) + P(X) d’aprés (R1)
=
_ ; <@ + (k{ 1)) AF(P)(X) + P(X) d’aprés (R2)
j+1

, 1
= > (i) AMPY X))+ (k I 1) AR(P)(X) + P(X)
k=1 k=1
seconde somme : changement d’indice

BN . J —
premiére somme : (j+ 1) =0

_ z]: (i) AR(P)(X) + z]; (J) AP (X) + P(X)

seconde somme : "factorisation & gauche par A par linéarité
premiére somme : P(X) correpond au terme k =0

(DakP)x) +a (Z () N(P)(X))

I
R

0 =0

par hypothése de récurrence

(X +J) + A(P(X +j))
(X+)+PX+j+1)—-PX+j)=PX+j+1)

i

P
P

10
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Conclusion : |Vj € N,VP € K[X ZA’“ Nu(j) = P(X +j) |

e) Soit P € K[X] et j € [0,n]. D’aprés 2d) :

En évaluant la relation en 0, on obtient :
J

> AF(P)(0)Nk(4) = P(3)

k=0

De plus, pour k € [j + 1,n] alors Ng(j) = (i) = 0 par convention, d’oi

> " ARP)(0)Nk(5) = P(j)
k=0

Ainsi, |V P € K[X], Vj € [0,n], ZAk(P)(O)Nk(j) = P(j).

Soit P € K,[X]. Posons Q = Z A¥(P)(0) Ny, alors Q € K,[X].
Le polynéme P — @ est de degré mferleur a n. Cependant, pour tout j € [0,n]
QU)=r@) = FP-Q)U)=

Ainsi, P — (@ posséde au moins n+ 1 racines distinctes ce qui est incompatible avec son degré,
donc P — @ est le polynéme nul.

Ainsi, |V P € K,[X], P =) A*(P)(0)Ny

3. La famille est libre, d’aprés 1). De plus, d’aprés 2e) la famille N est génératrice de K, [X].
Ainsi, | la famille A est un base de K, [X] ‘

Les coordonnées de P € K,,[X] dans la base A sont (A°(P)(0), A*(P)(0), ..., A"(P)(0)).

Probléme 5 - Absolue monotonie

Partie A — Exemples
1. Exemple

3

Les fonctions exp,  +— x°,  — 1 sont absolument monotones sur |0, 1].

En effet, elles sont de classe C* et toutes leurs dérivées successives sont positives.

2. Une relation entre [’ et f”

sin est continue, strictement croissante sur [—5, %]
D’aprés le théoréme de la bijection, sin définit donc une bijection de [—g, g] sur [—1, 1].

La bijection réciproque est la fonction f = Arcsin.

11
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De plus, sin est dérivable sur [—%, T| et sin’ s annule en £3.
Donc f est dérivable sur [—1,1]\ {%sin (5)} =] — 1,1, de dérivée :

/ o 1 _ 1 _ 1
Jw) = sin’(Arcsin(z))  cos(Arcsin(z)) /1 — sin?(Arcsin(z))

Orz€]—1,1[ = Arcsin(z) €]|-3,5[ = cos(Arcsin(z)) > 0 donc

1— 22

On pouvait directement donner la dérivabilité de Arcsin sur | — 1,1[. Ce qui suit est le coeur de
la question.

u:z— 1— 2% est de classe C*° sur |0, 1] & valeurs dans |0,1[ ;  — /7 est de classe C* sur
R avec |0,1[C R% et ne s’annule pas. Ainsi, f" est obtenue comme composée puis quotients de
fonctions de classe C*°, donc f’ est de classe C* et donc ’f est de classe C* sur |0, 1]. ‘

De plus, en dérivant, il vient :

1 T

=
~—
8
S—
Il
g
—
8
SN—
o
il
&
|
|
\
:\
s
S—
£
&
|
NI
Il

(1—:1:2)% :l—ng( z)

Ainsi, |Vz € ]0,1[, (1—2%) f"(2) = 2f'(z).

3. Formule de Leibniz.
Si f et g sont deux fonctions n fois dérivables au point a (c’est-a-dire sur un voisinage de a), le
produit est n fois dérivable et :

(o)™ =3 (Z) FB) gn=k)

k=0

4. Application de la formule de Leibniz
Soit m > 2. f étant de classe C°°, par produit les membres de 1’égalité du 2) sont aussi de
classe C*°. Nous pouvons dériver a 'ordre n pour x €]0, 1] :

> (1) =)@ 0w = 3 (1) ) VP

k=0 k=0
Les termes sont nuls sauf a gauche pour k € {0, 1,2}, et a droite pour k € {0, 1}, il vient :

n(n—1)

(1—2%) fO(z) + n(—22) FOT (2) + 5

(—2) f™(z) = 2 f" D (@) +nf) (z)

Apreés avoir regroupé les termes, on a

Vo €0, 1, (1= 2*)f" (@) = 20+ Daf" V(@) + 02 (@) ()

Pour n = 0, on retrouve la relation du 2).
Pour n = 1, la dérivée de la relation 2) donne : (1 — 22)f®)(z) — 22f®) () = zfP(z) + f'(x)
ce qui correspond a ().

Ainsi %) est vraie pour n € N.
) p

5. f est absolument monotone sur ]0, 1[
Démontrons par récurrence sur n € N la propriété P(n) : Vo € ]0, 1 [, £ (x) >0

12
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NI

Initialisation : Pour z € |0,1][, f(z) = Arcsin(z) > 0 et f/(z) = (1 — %)~
P(1) sont vraies.

> 0 donc P(0) et

Heérédité : Soit n > 0. Supposons P(n) et P(n + 1) vraies. D’apreés la question précédente,
pour tout x € [O, 1[ :

f2) () =

—— (@t V2@ + n2 @) )20

>"0 >0 d’aprés P(n+1) >0 d’aprés P(n)

La propriété est donc vraie au rang n + 2.

Conclusion : | f € F, autrement dit, f = Arcsin est absolument monotone sur ]0, 1 [

6. Régularité de f,;
fap(2) est une fraction rationnelle définie sur R\{1} donc sur |0, 1[ et donc de classe C*.
En mettant au méme dénominateur et par identification des coefficients on trouve :
axr+b d cxt—c+d a+b
_ =a+

1 —_— p—
vz €10, 1] z—1 C+a:—1 z—1 x—1

Apres avoir fait le calcul des premiéres dérivée de f,p, on conjecture :

(—=1)"(a + b)n!

Vn >1, Vz€]0,1] fc(ﬁ, (z) = (z — 1)+l

Une récurrence permet d’établir la conjecture.
7. Condition pour que f soit absolument monotone sur ]0, 1[

Pour n = 0, sur |0,1],  — x — 1 est négative. Donc f,; est positive si et seulement si
x — axr + b est négative. Or & — ax + b est monotone, donc elle est négative si c’est le cas
aux deux bornes de l'intervalle de définition, c’est-a-dire si b < 0 et a + b < 0.

Pour n # 0, sur ]0,1[, sg(x — 1) = —1 (fonction signe) et donc

st () = G sl 4 ) = —ssla -+

Donc f(”) >0 si et seulement si a +b < 0.

Alinsi,

fap € I si et seulement sia +b < 0et b < 0.‘

13
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Partie B — Prolongement en 0

8.

10.

11

Prolongement de f en 0

f >0 sur ]O, 1[, donc f est une fonction croissante sur ]0, 1[ ainsi f admet en 07 une limite
dans RU {—o0}.

Comme f > 0 sur ]0, 1 [, par passage a la limite, lér+nf e R,.

Alinsi,

f est prolongeable par continuité en 0 par une valeur positive. ‘

. Limite de la dérivée en 0

Le méme raisonnement appliqué & f’ et plus généralement a toute dérivée successive de f.

Ainsi, | pour tout n € N, £ possede une limite finie positive en 07

Dérivabilité a droite de f en 0
f€C0(0,1]) et de classe C! sur ]0, 1[. De plus, f’ posséde une limite finie positive & droite en 0.
Alors le théoréme de prolongement de la dérivée, donne que ’ f est donc dérivable & droite en 0

et | f4,(0) > 0.

. Dérivées successives a droite de f en 0

Le méme raisonnement appliqué a f’ et plus généralement, par récurrence, a toute dérivée suc-
cessive de f donne que les dérivées successive de f sont de classe C* sur [0, 1].

Ainsi, | f € €*°([0,1[) avec pour tout n € N, f(™(0) > 0.
On pouvail aussi mettre en place le théoréme de prolongement de classe C™ vu en cours.

Partie C — Formule de Taylor

12.

13.

14.

15.

16.

Dérivabilité de ¢
@ est la somme de f, qui est de classe C* sur [0, 1[ et d’une fonction polyndmiale.
Ainsi, ¢ € C*([0,1]) et donc | € C3([0, 1[).

Dérivées successives de ¢
Pour ¢ € [0, 1],

Q') =f
@"(t) = f"(t) = f"(0) = Xt
e (t) = () — A

De plus, lorsque ¢t = 0, on vérifie : | p(0) = ¢'(0) = ¢"(0) = 0 et 3 (0) = F®)(0) — X #£ 0.

Choix de A
@(a) = 0 si et seulement si f(a) — (f(O) +af'(0) + %f”(())) ——=0.

Ainsi, [si A = % (f(a) - <f(0) +af’(0) + ‘if”(o))) alors p(a) = 0.

Théoréme de Rolle
p € ([0, 1) donc ¢ € C1([0,a]) et $(0) = p(a) = 0.
D’aprés le théoréme de Rolle, |il existe ¢ € }0, a[ tel que ¢'(c1) = 0.

Théoréme de Rolle itéré

14
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¢ € C%(]0,1]) donc ¢’ € CH([0, ¢1]) et ¢'(0) = ¢'(c1) = 0.
D’apres le théoreme de Rolle, il existe ¢ € 0, ¢1] tel que ¢”(c2) = 0.

p € C3([0,1[) donc ¢ € C1([0, c2]) et ¢"(0) = ¢"(c2) = 0.
D’aprés le théoréme de Rolle, |il existe c3 € }O, 02[ c]0, 1] tel que ¢ (¢c3) = 0.

17. Formule de Taylor-Lagrange

18.

19.

Rappelons que sur [0,1] , ¢®)(t) = f®)(t) — X et donc, d’aprés ce qui précede, A = ) (¢3).
Considérant ¢(a) = 0, il vient :

f(3)(03)a3

CL2
@) = (10 + ) + 510 + £

CL2 a3 ,
Ainsi, | f(a) = £(0) +af'(0) + 5 ["(0) + /P (es):

Unicité de c3(a)

Nous savons que f) > 0, donc f® est strictement croissante sur ]0, 1[ donc injective.

Pour a €]0, 1] fixé, 'équation du 17) donne que A a un unique antécédent par ) (Iexistence a
déja été établie en 16).

Ainsi, | pour a €]0, 1], Ilcz(a) €]0,1] tel que f(a) = £(0) + af’(0) + a;f”(O) - Cz:f(?’)(c;;(a)).

Existence et équivalent simple de c;(a)
f € CY([0,1]) donc f € C([0,a]). D’aprés le théoréme d’égalité des accroissements finis, il
existe c1(a) € ]0,a[ tel que :

fla) = f(0) + af'(c1(a))

f” > 0sur ]0,a] : f’ est donc strictement croissante sur |0, a[. En particulier, f’ est injective
sur ]0, a[, donc I’équation d’inconnue c :

a une unique solution. Ainsi, | ci(a) est donc défini de fagon unique. ‘

D’apres la question précédente :

a2 CL3
fla) = £(0) +af'(0) + L 1"(0) + % 9 (ea(@)

Nous venons de démontrer : f(a) = f(0) + af’(c1(a)). Ainsi, par identification :

a2 a3
af'(e1(@) = af'(0) + 5-1"(0) + 1 es(a)

2
et en regroupant : f'(ci(a)) — f'(0) — $£"(0) = %f(?’)(c;g(a)).
Nous voulons un résultat au voisinage de 0 pour a, on peut donc travailler en supposant a < %
f(3) est une fonction positive, strictement croissante sur [0, 1 [, donc, en posant K = f(3) (%), il
vient 0 < f®)(c3(a)) < K. Ainsi,

Ka?

71(0)] < =

15



Lycée Saint-Exupéry — MPST 2023/2024 — Mathématiques

DS 9

Nous en déduisons : f(c1(a)) — f/(0) — %f”(()) = o(a)

Ainsi, sachant que f”(0) # 0 par hypothése de la Partie C) :
a
f'(ei(a)) = £(0) ~ 577 (0)

De plus, la définition de la dérivée de f' en 0 donne : f'(¢1(a)) — f/(0) v c1(a) f"(0)

Ainsi, par transitivité de 1’équivalence et simplifiant par f”(0) # 0, on a|c;(a)
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