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Ensembles et applications

SOMMES DOUBLES

Exercice 5.1 Soit n € N. Calculer :

v Efe @ (B0

Exercice 5.2

1<p<g<n
Soit n entier naturel non nul. Prouver que :

n n n

> k=) min(i,j)

k=0 =0 j=0

Que vaut cette somme 7

ENSEMBLES

Exercice 5.3 Soit F un ensemble, et A et B deux parties de E.
Montrer que A = (AN B)U(ANDB) et que A=(AUB)N(AUB).

Exercice 5.4 Soit E et F' deux ensembles.

1. Montrer que E C F' si et seulement si P(E) C P(F).
2. Comparer P(ENF) et P(E)NP(F).
3. Comparer P(EUF) et P(E)UP(F).
Indication

: Raisonnement & double sens et donner un contre-exemple pour montrer

qu’une inclusion est fausse en général.

Exercice 5.5
Soit (A;)ien+ une famille de sous-ensemble de E. Soit k € N*. Pour tout
n > k, on note

n
Cp= UA4
i=k

+o00 +oo
Montrer que ‘UkAi = 'UkCi
1= 1=

Exercice 5.6 Soit A C E. Caractériser X C E dans chacun des cas suiv-
ants :

(1) AUX=E (2)ANX=A4 (3)AUX=A (4)ANX=0

Exercice 5.7 Soit E un ensemble. A tout élément (A, B) de (P(E))?,
on associe I’élément noté AAB de P(FE) défini par :

AAB = (ANB)U(BNA)

1. A T’aide d’un diagramme, représenter I’élément AAB.

2. Montrer que, pour tout (A4, B,C) € (P(E))3, on a :

AN (BAC) = (AN B)A(ANC)

3. Montrer que AAB = (AU B)\(AN B).

APPLICATIONS

Exercice 5.8 Image directe, image réciproque
Soit g : [0;47] — R : & +— cos(x).
Donner I'image directe de [0, 1], [0,5], [%; 2F].

Donner I'image réciproque de {0}, {%}, [—1; @}

Exercice 5.9 Soit f : R — R définie par
f(z) =2® —62® + 11z — 6

Dans cet exercice, vous avez la liberté d’introduire les constantes qui fa-
ciliteront la rédaction.
1. Dresser le tableau de variation de f. Calculer f(1), f(2), f(3), f(4).
Préciser I'image réciproque de {0} par f, de {6} par f.

-1 -1
2. Déterminer f ([2,3]), f(]0,3]), f (]0,+o0[), f ([-6,6]),

3. f est elle injective 7 surjective 7 bijective 7 Justifier chaque réponse.
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N
= f(z)

4. Déterminer deux intervalles ouverts I et J tels que g : {

soit bijective avec 0 € I et 0 € J

Exercice 5.10 Ecrire toutes les applications de £ = {1,2} dans F =
{a,b,c} et, pour chacune, indiquer si elles sont injectives, surjectives, bi-
jectives.

Exercice 5.11 Soit f : E— F et g: F'— G. Montrer que :
1. g o f surjective et g injective = f surjective.

2. go f injective et f surjective = g injective.

Exercice 5.12 Soit f : F — F et g : F' — FE deux applications telles que
fogo f soit bijective. Montrer que f et g sont bijectives.

Exercice 5.13 Soit f : . — FE une application telle que fo f = f.
Montrer que : «f est injective ou surjective» si et seulement si f = Idg

Exercice 5.14 Soit f : E— F une application telle que fofof = f.
Montrer que f est injective si et seulement si f est surjective.

Soit f:E— F. Montrer que :
& VACE, f(A) C f(4)

(ii) f est surjective & VACE, f(A) D f(A)

Exercice 5.15
(i) f est injective

Exercice 5.16 Soient E un ensemble, A, B C E et

f: P(E) — P(A) xP(B)
X +— (XNAXnNB)
1. Trouver une C.N.S. portant sur A et B pour les deux cas suivants :
a) f injective.
b) f surjective.

2. Dans le cas ou f est bijective, expliciter £~
Indication : Injectivité : regarder I'image de E et de AU B.

Surjectivité : considérer un antécédent de (A4, 0).

Exercice 5.17 Théoréme de Cantor—Bernstein
Soient E et F deux ensembles et f € FF, g € EF deux applications
injectives. Montrons qu’il existe une bijection de E dans F'.

Nous pouvons définir par récurrence :
A = (F) CFE
YneN A,41=gof(4,) CFE

et I'ensemble

A:UAn

neN
1. Démontrer que
{g of(A)C A
A=g(F)\go f(4)

2. Soit ¢ la fonction définie sur E par :

a) Démontrer que ¢ est injective,
b) Démontrer que ¢ est surjective,
c¢) Conclure

3. So0it s : N — N la fonction définie par :
s(n)=n+1

Préciser les ensembles A, A et la fonction ¢ lorsque E = F =Net f = g = s.

Remarque — Le théoréme de Cantor-Bernstein est utile pour définir une
relation d’ordre sur les classes d’ensembles équipotents.

Exercice 5.18 Fquipotence
Déterminer des bijections telle que :

A€o, 108 fHeRON e qo 1)L fe (RR
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RELATIONS BINAIRES

Exercice 5.19 Que pouvez-vous dire de la relation binaire sur ’ensemble
a,b,c,d définie par :

O = = =]
[=lNliT Nl | Ron
| == DO
el el Bl Bl | &S

Exercice 5.20 Soit R une relation binaire sur un ensemble E définie par :
1Ry < (VA € P(E), {z,y} C Aou {x,y} C A))

Montrer que R est une relation d’équivalence.
Décrire les classes d’équivalence de cette relation.

Exercice 5.21 Nombre de relations d’équivalence

Soit R, le nombre de relation d’équivalence sur un ensemble a n éléments.
1. Trouver une relation de récurrence entre R, et les Ry, k < n.

2. Calculer R,, pour n < 6.

Rappel : (g) est le nombre de fagons de choisir p éléments dans un ensemble

de ¢ éléments.

Indication : Fixer un élément et raisonner sur la taille de sa classe d’équivalence.



