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Intégration — Exercices

PRIMITIVES

Exercice 17.1 .
Montrer que : Vo € R,Vn € N, / ne™t (1 — e_t)n_l dt = (e* = 1)"
0

Exercice 17.2 Calculer les intégrales suivantes :

1
2
A= / exp(z B:/ :Lii%dx
0
! z+1

x? 4+ 2z + 2
C’:/ |2cos(x) —1|da D = ———dx

0o VrZ+2z4+7
o / sin(x _ sin{@) .
n sin(z) — cos(ac)

Exercice 17.3
Calculer les primitives suivantes en précisant l'intervalle de définition :

— T oat S N —
/ 3t / (t—2)%(t—1)

INTEGRALES ET PROPRIETES

F :/0 sin(z) exp(cos(z))da

) _ . 3z cos(t)
Exercice 17.4 Montrer U'existence et calculer lim —2=dt.

z—0t J, t
Exercice 17.5 Inégalités de Cauchy-Schwarz

Soient f, g € C([a,b])
1. Montrer que pour tout A € R,

b b b
¥ / £(z)dz + 22 / F(@)g(x)d + / ¢*(z)dz > 0

2. En déduire I'inégalité de Cauchy-Schwarz

/a " fa)a(a)d < \/ / ’ fQ(w)dw\/ / ' ()

3. Donner une CNS du cas d’égalité.

Exercice 17.6 Inégalités de Holder
1

1

Soient f,g € C([a,b]) et @ > 1 et B > 1 deux réels tels que — + 5 =1.
a

On souhaite établir 'inégalité de Hélder :

[ s < ([ 1rwrea) ' (f rg<x>\ﬁdx)é

1. Montrer que linégalité de Cauchy-Schwarz est un cas particulier de
I'inégalité de Holder.

h u®
2. Etudier la fonction ¢ : u — uwv — — afin de montrer que pour tout réels

o
positifs u et v, on a
T
< 42
uv < o + 3
3. Etablir 'inégalité de Holder. On pourra poser
@l )]

(PrroEa) (L eopa)’

Exercice 17.7
1. Montrer que, pour tout ¢ € R et pour tout n € N,

_ _1)ky2k il
14 ¢2 kzo( ) +(=1) 14 ¢2

2. Montrer que pour tout x € R,

T 2n+2 2n+3
/ (—ym dt‘ <l
0

1+t




Lycée Saint-Exupéry — MPSI — Mathématiques

Intégration — Ezercices

(—1)F
2k +1°

3. On pose S, = Z
k=0

Calculer lim 5,
n—-+00

Exercice 17.8 Echange de décimales
Soit f:[0,1] — [0, 1] définie par f(0,ajazas...) = 0,aza1a3.. ..

1
Montrer que f est continue par morceaux et calculer / f(t)de.
0

1
Exercice 17.9 Soit f:[0,1] — R continue. Montrer que / t"f(t)dt — 0.
0

xr
|a(t)|dt
0
converge lorsque x tend vers +oo, et S I'espace vectoriel réel des solutions
sur Ry de I'équation différentielle v/ = ay. Soit y € S, montrer :
(i) y est bornée sur Ry

Exercice 17.10 Soit a : Ry — R continue et telle que ¢ : x —

(ii) y admet une limite finie en +o0.

SOMMES DE RIEMANN

Exercice 17.11 Identifier des sommes de Riemann et déterminer un équiv-
alent des suites suivantes :

n+k
anzzn2+k2

k=1 k=1
2n—1 1 n
C”:Z2k+2 dn =) Vk

k=n k=1

n—1 k
en = Z k sin <n>
k=0

R
|
I
& 3
Y
—
_l_
S|=
N———
N——
3

Exercice 17.12 Identifier des sommes de Riemann et déterminer un équiv-
alent des suites suivantes :

Nk n+k

Exercice 17.13

Soit f : [a,b] — R continue.

1. Montrer qu'il existe une subdivision de [a,b] : a =xo < x1 < -+ <y =1b
telle que

Tk+1

ke [0,n— 1], / F(t)dt = ib/bf(t)dt

Tk

—+00

n—1
B 1
2. Etudier lim — g .
udier lim 2 f(xg)

Indication : Introduire la fonction réciproque d’une primitive de f.

INTEGRATION PAR PARTIES

Exercice 17.14 Soit u € C1([0,7]). Déterminer la limite lorsque A\ — +o00
de :

/7r u(t) sin(At)dt
0

Exercice 17.15 Pour n € N*, on pose :

1 ) 1 "
]n:/o 2" In(l 4+ z%)dz et Jn:/01+$2dx.

1
1.a) Calculer J; et montrer que : Vn e N* 0 < J, < g
n

b) En déduire que (Jp,)nen+ converge et préciser sa limite.
2.a) A l'aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout n € N* :

In(2) 2

I, = -
" pn4+1l n+41

n+2-

b) En déduire que (I,)nen+ converge et préciser sa limite.

¢) Déterminer un équivalent de I,,.
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Exercice 17.16 Inégalité de Poincaré
Soit f € C1([0,1]) telle que f(0) = 0.
1. Utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que pour tout x € [0, 1],

xX
f@F <a [ 17/)Pa
2. En déduire & I'aide d’une intégration par parties que

! 2 1 ! / 2
[ israc< [Cropa

Indication : Introduire G la primitive de f'? qui s’annule en 0.

X
|
Exercice 17.17 Calculer / ﬂdt.
1 (141¢2)2

CHANGEMENT DE VARIABLE

Exercice 17.18 Calculer les intégrales ou primitives suivantes & ’aide d’un
changement de variable :

Toode
poser u = In(t) / cos(t)1

4 1
/ cos (\/i) dt poser t = u? / dz
1 0

poser v = tan(t)

m poser r = § tan(cp) =+ %
Exercice 17.19

. . t
Calculer les intégrales suivantes en posant u = tan | = |.

2
/m dt
sin(t)

/Z dt /m dt
o 3+ 2cos(t) tan?(t)

Exercice 17.20 Montrer que :

/0er In(cos(z))dz = /OZ In (cos (§ —x)) d

™

En déduire la valeur de l'intégrale : I = /4 In(1+ tan(z))dz
0

Exercice 17.21 Reégle de Bioche
Pour intégrer une fraction rationnelle en sinus et cosinus, on considére
g(t) = f(t)dt, alors
si g(—t) = g(t) alors poser u = cos(t)
si g(
si g(m +t) = g(t) alors poser u = tan(t)
Calculer les primitives suivantes suivantes :

x 3 x 3 T 12
/ sin”(t) gt / C?b (t) it / sin®(t) + 1dt
cos2(t)(1 — cos(t))3 sin’(t) cos(t)
Exercice 17.22

m —t) = g(t) alors poser u = sin(t)

o , T ¥ tan(t)
Soit I'intégrale définie par: z € [0, — I(z) = —dt
g b O A e
Calculer I(x) et donner sa limite en 7. On fera successivement les change-
4

ments de variable u = tan(t) et v? = 1 — u*.

INTEGRALE A PARAMETRE

z+1
Exercice 17.23 Montrer que/ en(t)dt ~
x

T——+00

e’(e—1)In(x)

Exercice 17.24 Soit f € C'([0,1],R). Montrer que

/ e = L0, < : )

Exercice 17.25 Apreés avoir justifié leur existence, calculer :

1 v 1 [ 14
lim / cos(t?)dt lim — / T g
g /T T — /T Jr a1z —x f, 1+e€t
= 4t
Exercice 17.26 On pose f(z) = ot
e

1. Déterminer Dy, I'ensemble de définition de f.
2. Montrer que f est dérivable sur Dy et calculer f'(z).

3. Montrer que f(x) — —oo.
z—0t

4. Montrer que f(z) — 0.

T—>+00
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FORMULES DE TAYLOR

Exercice 17.27 Montrer & 'aide des formules de Taylor-Lagrange les iné-
galités suivantes :

—p?

1. pour tout (a,b) € (Ry)?, e_b—e_a—i-(b—a)e_a‘ < la 2 | ;
2 3 2 3
2.pourtoutx€R+,x—%+ﬁSln(l—&-x)éx—%—i—%.

Exercice 17.28
S
Pour tout « € R, on pose : f(x) = / eTsin(t) 3z
0
1. Montrer qu'il existe C' € R tel que : Vu € [-1,1], |e* — 1 —u| < Cu?.

2. S0it ¢ € R, montrer que :

lim (f(a? +h) - f@) /gsin(t)e“in(t)dt) =0.
0

h—0 h

Que peut-on en déduire pour f 7

3. Montrer que f € CY(R).

Exercice 17.29 Si f est de classe C? sur [a,b] et ¢ € |a,b] :

flet+h)+ fle=h)=2f(c)

h2 h—0

f(e)

Exercice 17.30 Soit f une fonction de classe C* : [a,b] — R. On
suppose qu’il existe xg € |a,b[ et k réel strictement positif tels que :
Vn €N, f")(zq) = 0 et sup{|f™(z)| ; = € [a,b]} < k"n!

1. Montrer que f est nulle sur Jzg — 7,0 + 7[.

2. Montrer que f est nulle sur [a, b].

Exercice 17.31 Complezité de la méthode de Newton

Résoudre f(z) = 0 sur I, un segment
ott f € C%(I), f' ne s’annule pas sur I et £ est unique racine de f.

Introduire une suite récurrente (u,) de limite £

f(t)

f(t)

1. Utilisé la formule de l'inégalité de Taylor-Lagrange pour montrer qu’il
existe M € R tel que pour tout n € N

telle que up4+1 = g(uy) avec g 1t —t —

M
|Uuns1 — €] < ?’un — (1)

M-
En particulier, M = —2 convient avec My = sup(|f”]) et my = irllf(\f’]).
mq 1

Remarque : On note que ¢’'(¢) =0 : £ est dit point fixe super attractif.

1
2. Considérons |ug — ¢| < TR Montrer que pour tout n

2 _on
luy, — 4] < Ml() 2 (2)

3. En déduire, une estimation de la complexité de la méthode de Newton
1

exprimée en fonction de — ol p est la précision souhaitée.

Préciser I'impact théorique sur la précision de la limite que donne chaque

itération de la méthode.

Rappeler la complexité des méthodes de dichotomie et de balayage et les
comparer.

Exercice 17.32
1. Donner le développement de Taylor avec reste intégral de 'exponentielle
entre 0 et 1 a 'ordre n + 1.

2. En déduire la convergence de la suite de terme général u,, = nsin(27nle)
et préciser la limite.



