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A rendre le mardi 23 avril 2024

Application linéaire

Soient E un C-espace vectoriel et f € L(F). On note f =Idg et, pour n € N*, f* = fo---o f.
—_—

n fois

On suppose qu’il existe a € E tel que :

(a, f(a), f*(a)) est une base de E et que f3(a) =a

1.a) Montrer que f3 = Idg, autrement dit : pour tout = € E, f(f(f(z))) = .
b) En déduire que f est un automorphisme de E et déterminer son automorphisme réciproque.

2. Pour tout A € C, on note E) I’ensemble des solutions dans E de f(z) = Az.
a) Montrer que, pour tout A € C, E) est un sous-espace vectoriel de F.

b) Soit A € C tel que 'équation f(x) = Az admette (au moins) une solution non nulle. Montrer
alors que A\ est racine cubique de 'unité.

c) Soit A une racine cubique de I'unité. Trouver un vecteur z) € E tel que E)\ = Vect(z)) (on
déterminera ) par ses coordonnées dans la base (a, f(a), f2(a))).

Intégration sur un segment

Soit F' la fonction définie par :

F(z)=— /:: h?(tt) siz€]0,1[, F(0)=0 et F(1)=1In(2)

1. Vérifier que F est bien définie et positive sur [0, 1]. Justifier que F' n’est pas définie sur [—1, 0].
2.a) Pour tout z €]0, 1], montrer que :
Toode
/ = —1In(2)
L2 tIn(t)

b) Montrer que, pour tout x €]0, 1] :
2%In(2) < F(z) < x1n(2)

3.a) Montrer que F' est dérivable sur |0, 1[.
b) Montrer que F' est continue sur [0, 1].
c¢) Calculer F’ sur |0,1[. En déduire sur F’ est continue sur [0, 1].
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4. Justifier ’existence de / ——dt et donner sa valeur.
o In(t)



