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Corrigé du DM 22

Lancers d'une pièce

1. Étude de Tn : on note que Tn(Ω) = J1, nK

a) On note que P([Tn = 1]) = P(P1) = p.
Soit k ∈ J2, n− 1K,

[Tn = k] = F1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ Fk−1 ∩ Pk

La formule des probabilités composées, où l'hypothèse P

(
k−1
∩
j=1

Fj

)
> 0 est véri�ée par construction

de ladite formule, donne :

P(Tn = k) = P(F1)PF1(F2) . . .Pk−2
∩

j=1
Fj

(Fk−1)Pk−1
∩

j=1
Fj

(Pk)

= qk−1p

La formule reste valide pour k = 1.

Ainsi, ∀k ∈ J1, n− 1K, P(Tn = k) = qk−1p .

b) Deux situations conduisent à e�ectuer n lancers :

P(Tn = n) = P ((F1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ Fn) ∪ (F1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ Fn−1 ∩ Pn))
par incompatibilité des évènements

= P (F1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ Fn) + P (F1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ Fn−1 ∩ Pn)
par la formule des probabilités composées

= qn + qn−1p
= qn−1(q + p) = qn−1

Ainsi, P(Tn = n) = qn−1 .

þ On pouvait aussi montrer que [Tn = n] = F1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ Fn−1.

c) On a
n∑

k=1

P(Tn = k) =
n−1∑
k=1

qk−1p + qn−1

= p
n−2∑
j=0

qj + qn−1 par changement d'indice j = k − 1

= p
1− qn−1

1− q
+ qn−1 = 1− qn−1 + qn−1 car p = 1− q

= 1

Ainsi,
n∑

k=1

P(Tn = k) = 1 .

d) Tn étant une variable aléatoire �nie, elle admet une espérance et

E(Tn) =
n∑

k=1

kP(Tn = k)

=

n−1∑
k=1

kqk−1p + nqn−1

1
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þ Méthode 1 : faire une récurrence pour n ≥ 2. A faire en exercice.

Méthode 2 : utiliser une fonction ad-hoc

Calcul de
n−1∑
k=1

kqk−1 :

Posons ϕ :


]0, 1[ −→ R

x 7−→
n−1∑
k=1

kxk−1
, alors

n−1∑
k=1

kqk−1 = ϕ(q). Pour x ∈]0, 1[,

ϕ(x) =
n−1∑
k=1

kxk−1 =

(
n−1∑
k=0

xk

)′
=

(
1− xn

1− x

)′
=
−nxn−1(1− x) + 1− xn

(1− x)2

On obtient donc :

E(Tn) = p
−nqn−1(1− q) + 1− qn

(1− q)2
+ nqn−1 = −nqn−1 +

1− qn

1− q
+ nqn−1 =

1− qn

1− q

Ainsi, ∀n ≥ 2, E(Tn) =
1− qn

1− q

2. Étude de Xn : on note que Xn(Ω) = {0, 1} donc Xn suit une loi de Bernoulli.

a) Le plus simple est de déterminer P(Xn = 0) en utilisant la formule des probabilités composées :

P(Xn = 0) = P(F1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ Fn) = qn

On en déduit P(Xn = 1) = 1−P(Xn = 0) = 1− qn.

x 0 1

P(Xn = x) qn 1− qn
et Xn ↪→ B(1− qn)

b) On a bien E(Xn) = 1− qn .

3. Étude de Yn : on note que Yn(Ω) = J0, nK.

a) Soit k ∈ J0, n− 1K, la formule des probabilités composées donne

P(Yn = k) = P(F1 ∩ F2 ∩ · · · ∩ Fk ∩ Pk+1) = qkp

Ainsi, ∀k ∈ J0, n− 1K, P(Yn = k) = qkp .

þ On aurait pu traiter séparément le cas k = 0.

b) On a P(Yn = n) = P(Xn = 0) = qn .

c) Le nombre total de lancers est égal à la somme du nombre de Pile et de Face obtenus.

Tn = Xn + Yn

Ainsi, Yn = Tn −Xn et

E(Yn) = E(Tn)−E(Xn) =
1− qn

1− q
− (1− qn) =

q(1− qn)

1− q

Ainsi, E(Yn) =
q(1− qn)

1− q
.
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