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Corrigé du DM 22

Lancers d’une piéce

1. Etude de T}, : on note que T5,(Q) = [1,n]

a) On note que P([T,, =1]) =P(P1) =p.
Soit k € [2,n — 1],
[T, =kl=FiNF,N--NFx_1N P

k—1
La formule des probabilités composées, ou 'hypothése P <‘O1F j> > () est vérifiée par construction
]:

de ladite formule, donne :

P(L, =k) = P(F)Pp(F)...Pis

j=1""7 j=1

(Fk—l)PkﬁlF (Pr)

J

= ¢ p
La formule reste valide pour k£ = 1.
Ainsi, |Vk € [1,n — 1], P(T, = k) = ¢" 'p|

b) Deux situations conduisent a effectuer n lancers :

P(T,=n) = P(FiNnFkKN---NF)UF1NFKN---NF,_1NP,))
par incompatibilité des événements
= PFNkEN---NF)+P(FiNFFHN---NF,_1NE,)
par la formule des probabilités composées
= ¢"+¢"'p
= ¢"Hg+p) =q""

Ainsi, |P(T, =n) =q¢" |

On pouvait aussi montrer que [T, =n|=FiNFyN---NF,_1.

n n—1
¢)Ona Y P(T,=k) = ¢ p+ ¢t
k=1 k=1
n—2
= p ¢ + ¢! par changement d’indice
ii_o qn—l
= 14 +q¢"t=1-¢"1+q¢"tcarp=1—¢
= 1

Ainsi, | > P(T, =k) =1}
k=1

d) T}, étant une variable aléatoire finie, elle admet une espérance et

E(T,) = Zn:kP(Tn:k)
k=1
n—1

— Z quflp + nqnfl
k=1

1
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Méthode 1 : faire une récurrence pour n > 2. A faire en exercice.
Méthode 2 : utiliser une fonction ad-hoc

n—1
Calcul de » kq"'
k=1
10,1] — R 1
. n—1 E—1
Posons ¢ : NN Z k1 alors kz_l kq" " = ¢(q). Pour x €]0, 1],
k=1 B

n—1 n—1 ! / 1
_ 1—a" —nz" (1—z)+1—2a"
_2 k—1 __ § : k _ —
(p(x)_kﬂkx _<k—0x> _<1_x> - (1—w)

On obtient donc :

_nqn_l(l _Q) +1—4¢" n—1 n—1 1—-q" n—1 1 —q"
E(T,)=p +ng""t = —ng"' + +ng" =
) (1-4q)? 1-¢ 1—q
o 1—q"
Ainsi, |Vn > 2, E(T,,) = :
—q

2. Etude de X, : on note que X,,(Q) = {0,1} donc X,, suit une loi de Bernoulli.

a) Le plus simple est de déterminer P(X,, = 0) en utilisant la formule des probabilités composées :
P(X,=0)=P(FNFN--NE,)=q"
On en déduit P(X,, =1)=1-P(X,, =0) =1—¢"

T ‘O‘ 1
n

Pa=a) ¢ [ 1-g B0

b) On a bien |E(X,) = 1 - ¢"|

3. Etude de Y;, : on note que Y,(Q) = [0,n].

a) Soit k € [0,n — 1], la formule des probabilités composées donne

P(Y, =k)=P(FLNFan---NFpN Pepy) = ¢*p

Ainsi, |Vk € [0,n — 1], P(Y,, = k) = ¢"p|.

On aurait pu traiter séparément le cas k = 0.

b) On a|P(Y, =n) = P(X, = 0) = ¢"|

c¢) Le nombre total de lancers est ¢gal a la somme du nombre de Pile et de Face obtenus.

(T = X+ Yy

Ainsi, Y, =T, — X, et

Ainsi, | E(Y,,) = Sl .




