Lycée Saint-Exupéry — MPST 2023/2024 — Mathématiques Proposition de corrigé du DM 23

Corrigé du DM 23

Entropie d’une variable aléatoire

Partie A - Premiers exemples

1.a) Soit = € X (Q), alors

PX =2]€)0,1] = PX=z|ln(PX=2])<0

Par sommation Z P[X = z]In (P[X = z]) <0 et donc |H(X) > 0.

zeX ()
b) Procédons par double implication :
si X(w)={a}alors P(X =a)=1et H(X)=—-1In(1) =0

raisonnons par contraposition : soit n > 1 et X(w) = {x1,z2,...2,} et P(X = z1) €]0,1].

Par sommation de termes de méme signe on a :

HX)=0 = -PX=z)h(P(X=2))=0 = IhPX=z))=0 = PX

Ainsi,

H(X) =0< X est constante. ‘

2. Soit n € N et X < U([0,n]). Done X(Q) = [0,n] et Vk € [0,n], P(X = k) = i
n

alors :

1 1 n+1 1 1
I = H(X) = — 1 S ey S —In(n+1
H(X) Zn+1n<n+1) n—|—1n<n+1) n<n+1> n(n+1)

k=0

Ainsi, | hy = In(n+1) |

3. Soit p €]0,1[ et X — B(p).

a) On a | f(p) = H(X) = (1 - p)In(1 —p) — pln(p) |
b) f est dérivable sur ]0, 1]

f'(p) =M1 —p)+ 1§ +In(p) — % =In (1_p>

1- p
1— 1
Ainsi f'(p) =0 <& szl S l1l-p=p < p:§
/ 1—p 1
et f'lp) >0 & —>1 & 1—-p>p < p<§.
p
Le tableau de variation de fest: p 0 % 1
f'(p) + 0 -
f(p) N
1 1.1 1.1 1
A — = —— —_ — — _ = —— =
V€Cf<2> 21112 2ln2 5 In(2)

1
Ainsi, | f admet un maximum (global) en 5 bar la valeur In(2) |

c¢) Comme h; = In(2) alors ’pour tout p €]0,1[, f(p) < h ‘
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Partie B - Entropie de la loi du premier succés

4.a) Ona’X(Q):[[O,nﬂ ‘

b) Notons P; I'événement "Pile sort lors du iéme lancer" et F; = P;. Ainsi :

P(X=0) = P(NF)
par indépendance des lancers
- 1
- HP(E) = o
=1
Soit k € [1,n],
k-1

P(X=k) = P(( igl Fz) ﬂPk)

par indépendance des lancers

k-1 )
([[PE))PPL) = oF
=1

1
o et pour tout k € [1,n] P(X = k)

c¢)(i) Simulation de la variable X :

Ainsi, [P(X = 0) =

1 from numpy.random import rand
2

3 def X(n):

4 r=rand ()

5 y=1

6 while r>0.5 and y<n:
7 r=rand ()

8 y=y+1

9 if y==n and r>0.5:
10 return O

11 else:

12 return y

ii) Le test r>0.5 induit qu’un nouveau lancer doit étre effectué, avec une probabilité 0. r e
ii) Le test r>0.5 induit qu’ 1 doit &t ffectué babilité 0.5 (P
10.5,1[) = 0.5) : |le test traduit 'obtention d’un Facel.

F(x) = Zxk =
k=0

La fonction F' est un polyndéme, donc dérivable sur R.

1— xn+1

5.a) Soit 0,1], al
a) Soit  €]0, 1], alors T

En particulier ’F est dérivable sur |0, 1] ‘

—(n+1)z"(1—z)— (1)1 —2™)  na"™ —(n+1)2" +1
(1—x)? (1—x)?

Fl(z) = Zk;:z:k_1 et F'(x) =
k=1

n

~na" — (n41)2" + 1

v €]0,1], F'(z) (1—x)2

Ainsi,
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b) D’aprés la loi définie a la question B1), on a :
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Ainsi, | H(X) = In(4) (1 — 2n> i
¢) On note que ’Vn e N*, H(X) < h, ‘ et méme que H(X) = o(hy).

TL‘)_‘FOO
La croissance du logarithme donne les résultats pour n > 3 .

Pour n = 2, H(X) = Zln(él) < In(3).
Pour n =1, H(X) =1n(2) = h;.




