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Corrigé du DM 23

Entropie d'une variable aléatoire

Partie A - Premiers exemples

1. a) Soit x ∈ X(Ω), alors

P[X = x] ∈]0, 1] ⇒ P[X = x] ln
(
P[X = x]

)
≤ 0

Par sommation
∑

x∈X(Ω)

P[X = x] ln
(
P[X = x]

)
≤ 0 et donc H(X) ≥ 0.

b) Procédons par double implication :

• ⇐ si X(ω) = {a} alors P(X = a) = 1 et H(X) = −1 ln(1) = 0

• ⇒ raisonnons par contraposition : soit n ≥ 1 et X(ω) = {x1, x2, . . . xn} et P(X = x1) ∈]0, 1].
Par sommation de termes de même signe on a :

H(X) = 0 ⇒ −P(X = x1) ln
(
P(X = x1)

)
= 0 ⇒ ln

(
P(X = x1)

)
= 0 ⇒ P(X = x1) = 1

Ainsi, H(X) = 0⇔ X est constante.

2. Soit n ∈ N et X ↪→ U(J0, nK). Donc X(Ω) = J0, nK et ∀k ∈ J0, nK, P(X = k) =
1

n + 1
alors :

hn = H(X) = −
n∑

k=0

1

n + 1
ln

(
1

n + 1

)
= −n + 1

n + 1
ln

(
1

n + 1

)
= − ln

(
1

n + 1

)
= ln(n + 1)

Ainsi, hn = ln(n + 1) .

3. Soit p ∈]0, 1[ et X ↪→ B(p).

a) On a f(p) = H(X) = −(1− p) ln(1− p)− p ln(p) .

b) f est dérivable sur ]0, 1[

f ′(p) = ln(1− p) +
1− p

1− p
+ ln(p)− p

p
= ln

(
1− p

p

)

Ainsi f ′(p) = 0 ⇔ 1− p

p
= 1 ⇔ 1− p = p ⇔ p =

1

2

et f ′(p) > 0 ⇔ 1− p

p
> 1 ⇔ 1− p > p ⇔ p <

1

2
.

Le tableau de variation de f est : p 0 1
2 1

f ′(p) + 0 −
f(p) ↗ ↘

Avec f

(
1

2

)
= −1

2
ln

1

2
− 1

2
ln

1

2
= −1

2
= ln(2).

Ainsi, f admet un maximum (global) en
1

2
par la valeur ln(2) .

c) Comme h1 = ln(2) alors pour tout p ∈]0, 1[, f(p) ≤ h1 .
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Partie B - Entropie de la loi du premier succès

4. a) On a X(Ω) = J0, nK .

b) Notons Pi l'évènement "Pile sort lors du ième lancer" et Fi = Pi. Ainsi :

P(X = 0) = P
( n
∩
i=1

Fi

)
par indépendance des lancers

=

n∏
i=1

P(Fi) =
1

2n

Soit k ∈ J1, nK,

P(X = k) = P
(( k−1
∩
i=1

Fi

)
∩ Pk

)
par indépendance des lancers

=
( k−1∏
i=1

P(Fi)
)
P(Pk) =

1

2k

Ainsi, P(X = 0) =
1

2n
et pour tout k ∈ J1, nK P(X = k) =

1

2k
.

c)(i) Simulation de la variable X :

1 from numpy.random import rand

2

3 def X(n):

4 r=rand()

5 y=1

6 while r>0.5 and y<n:

7 r=rand()

8 y=y+1

9 if y==n and r>0.5:

10 return 0

11 else:

12 return y

(ii) Le test r>0.5 induit qu'un nouveau lancer doit être e�ectué, avec une probabilité 0.5 (P(r ∈
]0.5, 1[) = 0.5) : le test traduit l'obtention d'un Face .

5. a) Soit x ∈]0, 1[, alors F (x) =
n∑

k=0

xk =
1− xn+1

1− x
.

La fonction F est un polynôme, donc dérivable sur R.
En particulier F est dérivable sur ]0, 1[ .

F ′(x) =
n∑

k=1

kxk−1 et F ′(x) =
−(n + 1)xn(1− x)− (−1)(1− xn+1)

(1− x)2
=

nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(1− x)2

Ainsi, ∀x ∈]0, 1[, F ′(x) =

n∑
k=1

kxk−1 =
nxn+1 − (n + 1)xn + 1

(1− x)2
.
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b) D'après la loi dé�nie à la question B1), on a :

H(X) = − 1

2n
ln

(
1

2n

)
︸ ︷︷ ︸

k=0

−
n∑

k=1

1

2k
ln

1

2k

= ln(2)

(
n

2n
+

1

2

n∑
k=1

k

2k−1

)
= ln(2)

(
n

2n
+

1

2
F ′
(

1

2

))
= ln(2)

(
n

2n
+

1

2

n
(

1
2

)n+1 − (n + 1)
(

1
2

)n
+ 1(

1− 1
2

)2
)

=
ln(2)

2n
(
n + n− 2(n + 1) + 2n+1

)
= ln(4)

(
1− 1

2n

)

Ainsi, H(X) = ln(4)

(
1− 1

2n

)
.

c) On note que ∀n ∈ N∗, H(X) ≤ hn et même que H(X) =
n→+∞

o(hn).

La croissance du logarithme donne les résultats pour n ≥ 3 .

Pour n = 2, H(X) =
3

4
ln(4) < ln(3).

Pour n = 1, H(X) = ln(2) = h1.
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