
Lycée Saint-Exupéry � MPSI 2023/2024 � Mathématiques Proposition de corrigé du DM 25

Corrigé du DM 25

Partie A

1. La fonction t 7→ 0 ∈ N donc N 6= ∅. Soit f, g ∈ N et λ, µ ∈ R, λf + µg ∈ E2 et

(λf + µg)(0) = λf(0) + µg(0) = 0 et (λf + µg)(1) = 0

donc λf + µg ∈ N et N est stable par combinaison linéaire.
Ainsi, par caractérisation, N est donc un sous-espace vectoriel de E2.

2. Par propriété de la dérivation, pour f, g ∈ N et λ, µ ∈ R on a

u(λf + µg) = (λf + µg)′′ = (λf ′ + µg′)′ = λf ′′ + µg′′ = λu(f) + µu(g)

Ainsi, u ∈ L(N,E0).

Déterminons Ker (u). On sait déjà que t 7→ 0 ∈ Ker (u). Soit f ∈ Ker (u) alors f ′′ est nulle sur
l'intervalle [0, 1]. Donc, il existe a, b ∈ R tel que ∀x ∈ [0, 1], f(x) = ax+ b.
De plus, f(0) = f(1) = 0, donc b = a = 0 donc f est nulle.
Ainsi, Ker (u) = {0N} et donc u est injective.

3. a) Pour x ∈ [0, 1], on a : G(x) =
1

2

∫ x

0
(x− t)g(t)dt+ 1

2

∫ 1

x
(t− x)g(t)dt.

Donc G(x) =
x

2

∫ x

0
g(t)dt− 1

2

∫ x

0
tg(t)dt+

x

2

∫ x

1
g(t)dt− 1

2

∫ x

1
tg(t)dt.

D'une part, t 7→ g(t) et t 7→ tg(t) ∈ E0, donc les quatre intégrale sont des primitives de fonctions
continues et donc des applications de E1. D'autre part, x 7→ x ∈ E1, alors par produit et par
combinaison linéaire, G ∈ E1.

Pour x ∈ [0, 1], G′(x) =
1

2

∫ x

0
g(t)dt+

1

2
xg(x)− 1

2
xg(x) +

1

2

∫ x

1
g(t)dt+

1

2
xg(x)− 1

2
xg(x)

Ainsi, ∀x ∈ [0, 1], G′(x) =
1

2

∫ x

0
g(t)dt+

1

2

∫ x

1
g(t)dt.

b) G′ est une combinaison linéaire de primitives de g ∈ E0, donc G
′ ∈ E1 et donc G ∈ E2 .

De plus, pour x ∈ |0, 1], G′′(x) = 1

2
g(x) +

1

2
g(x) = g(x).

c) G et x 7→ ax+ b sont de classe C2 sur [0, 1], donc H également.

Il vient : H ∈ N ⇔ H(0) = H(1) = 0 ⇔
{
G(0) + b = 0
G(1) + a+ b = 0

⇔
{
b = −G(0)
a+ b = −G(1)

b = −1

2

∫ 1

0
tg(t)dt et a = G(0)−G(1) = 1

2

∫ 1

0
tg(t)dt− 1

2

∫ 1

0
(1− t)g(t)dt = 1

2

∫ 1

0
(2t− 1)g(t)dt

Ainsi, H ∈ N si et seulement si a =
1

2

∫ 1

0
(2t− 1)g(t)dt et b = −1

2

∫ 1

0
tg(t)dt.

d) On a alors u(H) = H ′′ = G′′ car la dérivée seconde de x 7→ ax+ b est nulle donc u(H) = g.

On vient de montrer que pour tout g ∈ E0, il existe H ∈ N tel que u(H) = g donc u est surjective.

e) D'après 2) et 3d), u est un isomorphisme de N sur E0.
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Partie B

4. Nn+2 = {P ∈ Rn+2[X];X(X − 1) divise P}

= {X(X − 1)Q;Q ∈ Rn[X]} =

{
n∑

k=0

αkX
k+1(X − 1); (αk)0≤k≤n ∈ Rn+1

}
= Vect(P0, P1, . . . , Pn)

Ainsi, C est une famille génératrice de Nn+2.
De plus, pour tout k ∈ J0, nK, deg(Pk) = k + 2 ; donc la famille est échelonnée en degré et donc

libre. Ainsi, C est une base de Nn+2.

5. a) Soit k ∈ J0, nK alors Pk = Xk+2 −Xk+1, P ′k = (k + 2)Xk+1 − (k + 1)Xk.

En�n, Si k > 0, v(Pk) = P ′′k = (k + 2)(k + 1)Xk − (k + 1)kXk−1 et P ′′0 = 2.

On en déduit que la matrice de v dans les bases C et B est :

A =



d0 −d0 0 · · · 0

0 d1
. . .

. . .
...

...
. . .

. . .
. . . 0

...
. . .

. . . −dn−1
0 · · · · · · 0 dn


où dk = (k + 2)(k + 1)

b) A est donc une matrice triangulaire dont tous les coe�cients diagonaux sont non nuls (puisque
dk 6= 0 pour tout k ∈ J0, nK).
Ainsi, A est inversible et donc v est un isomorphisme de Nn+2 sur Rn[X].

c) Soit k ∈ N,
k∑

j=0

Pj =

k∑
j=0

Xj+2 −Xj+1 = Xk+2 −X par téléscopie.

Ainsi, pour tout k ∈ N,
k∑

j=0

Pj = Xk+2 −X.

d) Pour déterminer A−1 = MatB,C(v
−1), exprimons v−1(Xk) dans la base C où k ∈ J0, nK.

D'après 5c),

 k∑
j=0

Pj

 = (Xk+2 −X)′′ = (k + 2)(k + 1)Xk donc v−1(Xk) =
k∑

j=0

1

(k + 2)(k + 1)
Pj .

A−1 =


d−10 d−11 · · · d−1n

0 d−11 · · · d−1n
...

. . .
. . .

...
0 · · · 0 d−1n

 où dk = (k + 2)(k + 1)

6. a) Soit P ∈ Rn[X],

w(P ) =
(
(X2 −X)P

)′′
=
(
(2X − 1)P + (X2 −X)P ′

)′
= 2P + (4X − 2)P ′ + (X2 −X)P ′′

Par combinaison linéaire d'applications linéaires, w est linéaire.
De plus, deg

(
(4X − 2)P ′

)
≤ deg(P ) et deg

(
(X2 −X)P ′′

)
≤ deg(P ), alors le degré d'une somme

donne deg(w(P )) ≤ deg(P ) donc w(P ) ∈ Rn[X]. Ainsi, w ∈ L(Rn[X]).

b) w(1) = 2, et pour k ≥ 1, w(Xk) = v(Pk) = (k + 2)(k + 1)Xk − (k + 1)kXk−1.

c) Ainsi, par dé�nition d'une matrice d'application linéaire, MatB(w) = MatC,B(v) = A.
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