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Corrigé du DM 27

Série de Bertrand

1
L. Une série de Riemann est de la forme » —. Elle converge si et seulement si a > 1.
n

1 1 1
2.0 — =0 () et > — est une série de Riemann divergente (c’est la série harmonique), alors par
n

n Vnln(n)

Comparaison de Série A Termes Positifs, | la série > m diverge.
ln(g)g =0 (;) et > % est une série de Riemann convergente.
n nl nl
Alors par C.S.A.T.P. |la série > 1n7(17;)3 converge.
% =0 (ln(nn)> ety % est une série de Riemann divergente ; alors par C.S.A.T.P. |la série ) @ diverge.

1 1 1 1
3.0na ——— = o — ] et pour tout « > 1, — = o| ———— |. Le critére de comparaison de série a
nln(n) n ne nln(n)

termes positifs ne peut étre appliqué, en 1’état, par comparaison avec une série de Riemann.

4. Etude de 3 5, pour n > 2.

1
nln(n)
1

1
a) Pour n > 3, In(n) > 1 et donc - < wIn()? (car 8 <0).

1
Alors par C.S.A.T.P. |si 8 <0, alors la série ) W diverge.
nln(n

1
b) Soit 5 > 0, la fonction ¢ — ——— est décroissante.
tln(t)?

(i) Soit n > 2 :
Pour k € [2,n] on a, par décroissance de la fonction, pour ¢ € [k, k + 1] :

1 1 1
< <
(k4 1)In(k+1)8 — tIn(t)? ~ kln(k)#

Par croissance de l'intégrale, il vient

1 k+1 1 k+1 k+1 1 1
i+ Din(k+ 1P /k Gt e+ 1P S /k tine)p Ot = /k Fn(r)P Y = Bn(e)?

1 k+1 1 1
< e — < -
et donc 0 < K n(k)? /k tln(t)ﬁdt “kln(k)?  (k+1D)In(k+1)8

Par sommation, relation de Chasles et simplification téléscopique, il vient :

" 1 o - 1 1
< — — < -
0= kZ_Q K Tn(k)? /2 = kZ_Q Fn(k)?  (k+ ) In(k + 1)P

a 1 1
< —
-2 1n£2)5 (n+1)In(n + 1)#
<
~ 2In(2)8

n

A n+1 1 1 1 n+1 1
insi —— __dt< < ——dt.
s, /2 tin()p = ;;2 FIn(E)? = 2In(2)f /2 ANOE
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Par curiosité, le script PYTHON donnant cette figure est :

plt.

axis([-0.2,7.5,-0.1,0.8]) # fenetre

f=lambda x:1/x/np.log(x)
t=np.arange(1.5,7.5,0.01)

plt.
plt.
plt.

plot ([-0.5,7.5]1,[0,0],°k-’) # axex (0x)
plot ([0,0],[-0.5,6.5],°k-’) # axex (0y)
xticks([0,1,2,3,4,5,6,7]1,[°0°,21°,227,232 94> 352 263 2777])

x=[2,2,3,3,4,4,5,5,6,6,7,7]
y1=[0,£(3),£(3),£(4),£(4),£(5),£(5),£(6),£(6),£(7),£(7),0]
y2=[£(3),£(2),£(2),£(3),£(3),£(4),£(4),£(5),£(5),£(6),£(6),£(7)]

for i in range(3,7):
plt.plot([1i,i],[0,£(i)],’r-’,1lw=1)
plt.plot(x,yl,’r-’,1lwu=2) # rectangles sous la courbe
plt.plot(x,y2,’g-’,1lw=2) # rectangles au-dessus de la courbe
plt.fill(x,yl1,’r’,alpha=0.1) # remplissage des rectangles
plt.plot(t,[f(e) for e in t],’b-’,linewidth=2) # courbe
plt.show ()
z = In(t)
dt
(ii) » Si B € RE\{1}, 0 — In(t) est de classe C* sur [2,n +1] : 1 (dg; = 7
x = In(2 > t=2
n+1 1 In(n+1) 1 21-8 In(n+1) e=ln(n+1) « t=n+l
11 vient :/ ﬁdt:/ —de: [}
> tn(t) In(2) % 1= B2
n+1 1-8 1-8
1 1 1 In(2
Ainsi, / dt = n(n+1) — n(2) .
9 tln(t)P 1-p 1-p5
Si f =1, une démarche similaire donne : / Wdt =In(In(n + 1)) — In(In(2)).
2 n

(iii) Soit 8 €]0, 1[, alors In(n + 1)1 =% — +oc0. Montrons que In(n + 1)1 7% ~ In(n)!=#

In(n + 1) = <1n(n) +In (1 + i))l_ﬁ = (In(n) + 0(1n(n))17B ~ In(n)t=7

car il est possible de composer un équivalent par une fonction puissance.
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In(n)!=#

-3 , il vient :

Maintenant divisons I'inégalité du 4bi) ré-écrite avec le résultat du 4bii) par
In(n+1)'=%  In(2)*8 < 1- 1-p In(n+1)'=#  In(2)'¥

/B n
< —
In(n)t-# In(n)1=# =~ In(n)!-~# Z kIn(k)? — 21In(2)# In(n)1-# * In(n)1-5 In(n)1-~
—_———— —— k=2 ——
-1 -0 —0 -1 -0

1— ~ 1
Par encadrement, il vient ln(n)lﬁ—ﬁ ; FIn(k)? — 1.

1 N In(n)!=#
(F)? (1=p)"

Ainsi, | si 0,1, al 1, al
insi, |si 8 €]0,1], alors 8 < ,aLorskZ:Qkh[1

~ 1
(iv) Une démarche similaire donne kzzg NG ~ In(In(n)).

En particulier In(In(n + 1)) = In(In(n)) + In (1 + lnl(i(:)’ll)> = In(In(n)) + o(1).

¢) La limite infini des équivalents ci-dessus donne que la série diverge si 5 €]0, 1].
Si 8> 1, alors In(n+1)'=# — 0 et donc I'inégalité du 4bi) ré-écrite avec 4bii) donne que les sommes partielle

1

n
1
;_2 W sont majorée et donc par CNS de convergence des séries a termes positifs, la série Z W

converge.

Ainsi, |la série de Bertrand converge si et seulement si 5 > 1.

o
nln(n)8

5. a) L’expression O est définie  si n*U(2) > 0 et mFH(r) £1
n (¢

e

est définie pour 1 > ng avec ng = [¢¢ | +1.
n ln(n) ln(ln(n)) R ]n[k_l] (n) ( ln[k] (n))’Y p 0 0 L J
k—2 fois

Ainsi, |la série Y

1
b) e Si v =1 alors est décroissante.

tIn(t) In(In(t)) - - - ¥ (2)

Par comparaison & une intégrale et utilisant le changement de variable |z = In[*! (t) | on trouve :

n

2 ; - / B 1 dt = (0 4 1) ~ Y (ng +1)
S i) In(in()) - M) T Jay tIn(t) In(ine)) - (1) 0

et " (n 4+ 1) — I (ng + 1) ~ mF U (n) = 400. La série diverge.

. 1 _, 1
Sy <1, alors nln(n) In(In(n)) - - - " (n) a (nln(n) In(In(n)) - - - =1 (n)(ln[k] (n))AY) .

1
Par C.S.A.T.P., la série
2 nln(n)In(In(n)) - - nlF—1 (n) ( In!*! (n))

Si v > 1, par comparaison & une intégrale, on trouve :

- diverge.

n

Z 1 < 1
nln(n) In(In(n)) - - - In*=(n) ( In*! (n))’y ~ noln(ne) In(In(ng)) - - - In* = (ng) ( In*! (no))ﬂ{

Jj=no

n+1 1
- /n tIn(t) In(In(t)) - - - m* () (I (1)) a
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Le changement de variable | 2 = In'*/(¢) | donne :

/n—H 1 &= 1 B 1
o tln(t)In(in(t)) - - 1@ (I @1))” 1= (B m+1)""" (1 =) (M (ng)) ™

—0

Les sommes partielles sont donc majorées, la série étant & termes positifs, elle converge.
1

nin(n) In(In(n)) - - = (n) ( ¥ (n))

Ainsi, |la série >

- converge si et seulement si y > 1.

6. Pour appliquer une comparaison avec une série de Bertrand, il convient de repérer la pre-
miére puissance qui différe de 1, dans ’ordre des compositions de In.

In(In(In(n)))3
nln(n)?

1 1
=0 et la série ————— est une série de Bertrand convergente.
<nln(n)1v5> by nln(n)t5 vers

n(Iln(In(n)))?

1
Ainsi, par C.S.A.T.P. |la série > nIn(n)? converge.

1

1
nln(n)  ° (n /In(n) ln(ln(n))2>

et la série . ———

est une série de Bertrand divergente.
nln(n)

1
Ainsi, par C.S.A.T.P. |la série diverge.
P > n+/In(n) In(In(n))>? 8
1 In(In(In(n)) L 1 L. .

_— — _— 1 _— B -

() In(n(n)) ) (nln(n) In(In(n)) et la série ) () In(n(n)) est une série de Bertrand diver
gente.
Ainsi, par C.S.A.T.P. |la série > m diverge.




