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Séries de Bertrand

1. Dé�nir les séries de Riemann et donner la CNS de convergence.

2. En déduire la nature des séries
∑ 1√

n ln(n)
,
∑ ln(n)3

n2
et
∑ ln(n)

n
.

3. Justi�er que la comparaison à une série de Riemann, ne permet pas de déterminer la convergence de la

série
∑ 1

n ln(n)
.

4. Étude de
∑ 1

n ln(n)β
, pour n ≥ 2.

a) Montrer que si β ≤ 0, la série diverge.
b) Soit β > 0.
(i) Montrer que pour tout n ≥ 2 :∫ n+1

2

1

t ln(t)β
dt ≤

n∑
k=2

1

k ln(k)β
≤ 1

2 ln(2)β
+

∫ n+1

2

1

t ln(t)β
dt

et illustrer cette situation de comparaison série-intégrale.

(ii) En distinguant les cas β = 1 et β ∈ R∗
+\{1}, e�ectuer le changement de variable x = ln(t) sur

∫ n+1

2

1

t ln(t)β
dt

(iii) Montrer que si 0 < β < 1, alors
n∑
k=2

1

k ln(k)β
∼ ln(n)1−β

(1− β)

(iv) Donner un équivalent simple de
n∑
k=2

1

k ln(k)
.

c) Déterminer, en fonction de β, une CNS de convergence de
∑ 1

n ln(n)β
.

5. Étude de
∑ 1

n ln(n) ln(ln(n)) · · · ln[k−1](n)
(
ln[k](n)

)γ , avec k ≥ 2. On note f [k] = f ◦ f ◦ · · · ◦ f︸ ︷︷ ︸
k fois

.

a) A partir de quel rang n0, la série ci-dessus est bien dé�nie.
b) Brièvement, en donnant les étapes mais sans les démontrer, refaire la démarche ci-dessus et établir que la
série converge si et seulement si γ > 1.
6. Donner la nature des séries suivantes :∑ ln(ln(ln(n)))3

n ln(n)2

∑ 1

n
√
ln(n) ln(ln(n))2

∑ ln(ln(ln(n))

n ln(n) ln(ln(n))


