
Lycée Saint-Exupéry � MPSI 2023/2024 � Mathématiques DM 28

DM 28

à rendre le mardi 11 juin 2024

Soit n ∈ N∗, x ∈ R et An(x) la matrice dé�nie par :
[
An(x)

]
i,j

=


x si i = j

1 si i = j ± 1

0 sinon

.

Par exemple, lorsque n = 3 : A3(x) =

x 1 0
1 x 1
0 1 x


1. Calculer ∆n(x) = det(An(x)) lorsque n = 1 et 2

2. Lorsque n ≥ 3, démontrer :
∆n(x) = x∆n−1(x)−∆n−2(x)

3. En déduire que ∆n est un polynôme de degré n, de coe�cient dominant 1.
4. Démontrer par récurrence sur n ≥ 1 :

∆n = Xn −
(
n− 1

1

)
Xn−2 +

(
n− 2

2

)
Xn−4 − . . .

=

n∑
k=0

(−1)k
(
n− k
k

)
Xn−2k

5. Soit θ ∈ R et k ∈ N. Exprimer :

ϕ(θ) = sin
(
(k + 1)θ

)
+ sin

(
(k − 1)θ

)
en fonction de sin(kθ), cos(kθ), sin(θ) et cos(θ).
6. Soit θ ∈ R, S(θ) et U(θ) les vecteurs colonnes :

S(θ) =


sin(θ)
sin(2θ)

...
sin(nθ)

 et U(θ) = An(−2 cos(θ))× S(θ). On note U(θ) =


x1
x2
...
xn


Calculer xk pour k ∈ J2, n− 1K, puis x1 et xn.
7. À quelle condition sur θ ∈ R le vecteur S(θ) véri�e-t-il :

An(−2 cos(θ))× S(θ) = 0

Que peut-on en déduire pour det
(
An

(
−2 cos(θ)

))
?

8. Démontrer que ∆n(−2 cos(θ)) = 0 lorsque θ =
kπ

n+ 1
où k ∈ J1, nK.

En déduire une factorisation de ∆n.

Pour tout k ∈ J1, nK, on pose Uk = S

(
kπ

n+ 1

)
et λk = x+ 2 cos

(
kπ

n+ 1

)
.

9. Démontrer que, pour tout m ∈ N :
An(x)mUk = λmk Uk

10. En déduire que si une combinaison linéaire annule la famille (U1, . . . , Uk) :

n∑
k=1

xkUk = 0

alors, pour tout entierm ∈ N :
n∑

k=1

xkλ
m
k Uk = 0 puis, pour tout polynôme P ∈ R[X] :

n∑
k=1

xkP (λk)Uk = 0

11. Pour k étant �xé, si P = Pk est le polynôme dé�ni par : Pk =
∏
` 6=k

(X − λ`)

en déduire que xkPk(λk) = 0, puis en déduire que (U1, . . . , Un) est une base de Rn.
Quelle est la matrice de l'endomorphisme associé à An(x) dans cette base ?


