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x sii=j
Soit n € N*, zz € R et A, (x) la matrice définie par : [An(x)]” =<1 sii=j=+1.
0 sinon

z 1 0
Par exemple, lorsque n =3 : As(z) =1 = 1
01 =z

1. Calculer A, (x) = det(A,(z)) lorsque n =1 et 2
2. Lorsque n > 3, démontrer :

Ap(z) =xA,—1(x) — Ap_a(x)

3. En déduire que A,, est un polynome de degré n, de coefficient dominant 1.
4. Démontrer par récurrence sur n > 1 :

—1 _9
A, = X" — (”1 >X”‘2+<n2 >X”‘4—...

S (7 s

k=0
5. Soit 8 € R et k € N. Exprimer :
©(0) = sin((k + 1)8) + sin((k — 1))

en fonction de sin(kf), cos(k@), sin(f) et cos(d).
6. Soit 0 € R, S(0) et U(f) les vecteurs colonnes :

sin(6) z1
sin(20) Z2
S(0) = : et U(0) = Ap(—2cos(f)) x S(#). On note U(0) = | .
sin(.nﬁ) T

Calculer zy, pour k € [2,n — 1], puis 1 et z,,.
7. A quelle condition sur 6 € R le vecteur S(0) vérifie-t-il :

Apn(—2cos(#)) x S(0) =0

Que peut-on en déduire pour det (A, (—2cos(9))) ?
km

1 ou k € [1,n].

8. Démontrer que A, (—2cos(f)) = 0 lorsque § =
n
En déduire une factorisation de A,,.

km km
Pour tout k € [1,n], on pose U, = S (n—!—l) et \p, =z + 2cos <n—|—1>

9. Démontrer que, pour tout m € N :
An(x)mUk = )\?Uk

10. En déduire que si une combinaison linéaire annule la famille (Uy,...,Uy) :
Z T Uk =0
k=1

alors, pour tout entier m € N : Z AL U = 0 puis, pour tout polynéme P € R[X] : Z e P(Ap)Up =0
k=1 k=1
11. Pour k étant fixé, si P = Py est le polynome défini par : P, = H(X - o)
1#£k
en déduire que xp Pi(\;) = 0, puis en déduire que (Uy,...,U,) est une base de R™.

Quelle est la matrice de ’endomorphisme associé a A, (z) dans cette base?



