Lycée Saint-Exupéry — MPSI — Mathématiques

Primitives et équations différentielles — Exercices

Primitives et équations différentielles

PRIMITIVES

Exercice 4.1 Calculer les intégrales suivantes :

2 dt 2 ¢ 1In(t
I = / = Iy, = / t67t2 dt, I3 = / n( )dt
1t 0 1
2 T
< dt 3 sin(#) 1 u2
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Exercice 4.2 Déterminer une primitives et un intervalle associé pour cha-
cune des fonctions suivantes :

fi(r) =vidzr -1 fo(z) = sin®(x), fs(z) =In(2z + 3),
2 — J7)? x
fa(z) = <x2 + ;) , fol) = uﬁﬂ folo) =~ 1
1 1 1
@) = iy PO POy

Exercice 4.3 Calculer les intégrales suivantes & l’aide d’une intégration par
parties :

2
le/(t2+2t—3)etdt, Jg(x):/
1

12 /2 ® Loy
= ——dt = in(2t)e“"\" dt = _—
Jy /0 aree Js /0 sin(2t)e . Je /0

Exercice 4.4 Calculer les intégrales suivantes & 1’aide d’'un changement de
variable :

In(3) d 1 1
Bi= / er ;Ee z (:em),ngﬁ z(z+1) hl(:cil)dx (uzxi1>
2

71'/2 sm3 In(3) du
Ks / T+ cos(d) d9 (s=cos(0)), K4y = e ——— (s=ver—1)
t?

K5(I>:/ mdt, (t=tan(p)), K¢ = ——dt, (t=cos(20))

T €

Arccos(t)dt, J3 :/ln(t)2 dt,
1

1+t2dt

Exercice 4.5 Déterminer une primitive sur un intervalle & préciser de cha-
cune des fonctions suivantes :
i 1

91(e) = s, (o) = ¢ Tsin20), (@) = ——. ga(e) = ae

1T

Exercice 4.6 Pour tout (a,b) € N?, on note I, le réel défini par :

1
Inp = / 2% (1 —2)"dx
0

1. Calculer I, pour tout a € N.

2. A l'aide d’une intégration par parties, montrer que :

. b
V(a.b) ENXN', Lop= = losio
En déduive que : ¥(a,0) € Nx N, Ly = (55,

Exercice 4.7
et
Considérer que t — — est continue sur [z, 2z] et introduire g une primi-
tive qu’il ne sera pas utile d’expliciter : g € C([z, 2z]).
2z, —t2

e

Pour tout > 0, on pose : f(z) = Tdt'

x
1. Montrer que f est de classe C! sur |0, +o0| et calculer f'.

2. Montrer que f’ admet une limite en 0.

3. On rappelleque Vu e Ry, 1 —u <e ™™ < 1.
En déduire la limite de f en 0.

4. Montrer que f admet une limite & déterminer en +oc.
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2x 1
O t : —dt
n note ¢ m»—>/w ()

1. Montrer que ¢ est bien définie et dérivable sur |0; +oc[, et que l'on a :

Exercice 4.8

In(2) — In(x)
(x — In(z))(2z — In(2z))

¢'(x) =

2. En déduire les variations de .
3. Montrer : Va €]0;4o00[, 0 < ¢(z) < z.

4. Montrer que ¢ est prolongeable par continuité en 0. On note ¢ la fonction
ainsi prolongée. Préciser ¢(0).

5. Montrer que lim ¢'(z) = 0.
z—0

Justifier que @ est dérivable en 0 et donner ¢'(0).

EDL D’ORDRE 1

Exercice 4.9 Résoudre les équations différentielles sur les intervalles pré-

cisés :
(E1) o —2xy = sh(z) — 2z ch(z) sur R,
(E2) y/—i-y:a:—i-l_i_ex sur R,
(Es) y'sin(z) —ycos(z) +1 =0 sur |0, 7,
(By) z(1+In*(z))y +2In(z)y = 1 sur RY.

Exercice 4.10 Déterminer 'ensemble des fonctions f continues sur |0; +00]
vérifiant :

Ve >0, f(z) = /mf“) dt + zf(1)

1t

Indication : montrer que si f est solution, alors f vérifie une certaine EDL1.

Exercice 4.11 On considére deux fonctions a et b dans C(R, R).

On suppose qu'il existe deux solutions différentes ¢ et ¢ de I’équation :
(B) : ¥ +a(z)y = b(z)

telles que @ et ¥ ont la méme limite £ € R en +oo.
Montrer que toutes les solutions de (E) tendent vers £ en 4o00.

EDL D’ORDRE 2

Exercice 4.12 Résoudre les équations différentielles suivantes :
(E1) : vV +3y +2y=e" (B3) : o +2y +y=2e"" +¢%

(E3) : y" + 4y = sin(2x) (Eq) = y" —2y +y = e cos(z)

Exercice 4.13 Résoudre sur R I’équation différentielle :
y" + 9y = t cos(3t)

avec les conditions initiales y(0) = 1 et 3/(0) = 0.

Exercice 4.14 Soit y; et ys deux solutions sur R d’une méme EDL du
second ordre a coeflicients constants :

(E) : y"+ay +by = f(t)
oit (a,b) € K? et f € CO(R,K).
On suppose qu’il existe 7 € RY tel que f soit 7-périodique et que :
y1(0) =y2(7) et y1(0) = ys(7)
Montrer qu’on a alors :

Vi e R, yi(t) = alt + 7).

Exercice 4.15
Montrer que I’équation y” — 2y’ 4+ 2y = ¥ sin(z) posséde une solution parti-
culiére sous la forme x — axe” cos(z) + Sre” sin(x).
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Exercice 4.16
1. Soit « et 8 deux nombres réels. Résoudre I’équation différentielle :

(Er) + ¢ —y=ae"+ pe”

2. Soit y : R — R une fonction 4 fois dérivable sur R. On pose z = 3" — .
Montrer que y est solution de I'équation différentielle

(B) : g =2/ +y=0

si, et seulement si, z est solution d’une EDL du second ordre (E2), que 'on
précisera.

3. Résoudre (E») et en déduire ’ensemble des solutions de (E).

Exercice 4.17 Résoudre sur RY I'équation différentielle (£) suivante :
(E) : 2% +4zy — (2* = 2)y =0

en posant z = x%y (comprendre : Vz € R, z(x) = 2%y(x)).

Exercice 4.18 Résoudre sur R I'équation différentielle (E) suivante :
(B) : (1+2%)%" + 2@ = 1)(1+2%)y +y =0

en procédant au changement de variable ¢ = Arctan(z).

Poser z(t) = y(tan(t)) ce qui revient & y(z) = z(Arctan(z)), calculer y/,
y” et remplacer dans I’équation en fonction z et en la variable t.

Exercice 4.19 On pose I =]0;+o0|.
1. Résoudre sur [ I'équation (E) a ’aide du changement de variable ¢ = In(x)

(E) : 4%y +y =0

2. En déduire I’ensemble des fonctions f € D'(I,R) telles que :

Wz >0, f’(x)—f<1>.

4z

Exercice 4.20 Déterminer les fonctions f de classe C! sur R vérifiant :

Vz e R, f(z)+ f(z) = f(0)+ f(1)

Exercice 4.21 Déterminer les fonctions f dérivables sur R telles que :

Vz €R, f(z) = f(-x)

On pourra commencer par montrer que si f est une solution alors f vérifie
une certaine équation du second ordre.



