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Comparaison logarithmique

Les suites (uy,), (v,) sont a termes strictement positifs.

1. Critére de comparaison logarithmique

Unt+l _ Untl | . .
"L < L partir d’un certain rang, alors u, = O(vp).

a) Montrer que si
n Un
b) En déduire une relation de comparaison pour la convergence des séries Y u, et > vy,.

2. Critére de d’Aleumbert
On suppose que lim ntl _ g eR.
Un,
a) Mettant en oeuvre une comparaison logarithmique a une suite géométrique, montrer que

(i) si £ < 1, alors > u, converge;
(ii) si £ > 1, alors Y u, diverge.

b) Donner des exemples de séries vérifiant I'une ou 'autre des deux situations.

¢) Exhiber au moins deux exemples justifiant que lorsque que lim ntl — 1, la naturel est
Un,

indéterminée.
3. Critére de Raabe-Duhamel

Un41 < 1. Up+1 1
") = B e R, clest-a-dire que —- =1 — B +ol=).
Un Up n n
Mettons en place une comparaison logarithmique avec une série de Riemann en posant

On suppose que limn ( 1 —

1
pour tout n € N*, vp = — avec a € R
n

Untl  Uny1  a—f
Up Un n

a) Montrer que si a # 3, alors

b) En déduire que
(i) si > 1, alors ) uy converge;
(ii) si B < 1, alors ) u,, diverge.
c¢) Donner des exemples de séries vérifiant I'un ou l'autre des deux situations.

d) Considérons une série du type avec 7 € R* appelée série de Bertrand.

1
nln(n)Y

Par comparaison série-intégrale, montrer que la série converge si et seulement si v > 1.

e) Monter que les séries de Bertrand relévent de la situation "5 = 1" de Raabe-Duhamel.

f) En déduire au moins deux exemples justifiant que lorsque que § = 1, la nature est indéterminée.
4. Critére de Gauss

1 1
On suppose que Intl _1_ 210 (2>
Un n n

s a)’ en déduire que Y u, diverge.

a) Par comparaison logarithmique a une suite de type <

b) Que dire des séries de Bertrand et du critére de Gauss.



