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Matrices et applications linéaires —
Exercices

Calculs matriciels

Exercice 21.1

2ik/
Calculer A? lorsque A = (ak’ﬁ)lgk,fgn et app = exp < ! 7T>.

Exercice 21.2 Dire si les matrices suivantes sont inversibles et donner leur
inverse éventuelle :

2 2 3 A 1 2 -1
A=[1 -1 0 B:<3 :1> C=(20 1
-1 2 1 0 0

1 2 =2 g _01(1) f 1 0 0
D=2 -3 —4| E= F=|-2 3 —4
-1 -2 2 -2 -l -2 2 -3
1 -2 3 -1

Exercice 21.3
On consideére les suites réelles u et v définies par ug, v et

Un+1 = 6up — v
Upt1 = Up + 4vp

Vn € N, {

1. Montrez qu’il existe une matrice A € My (R) telle que

vn €N, <“”+1> —A (“”)
Un+1 Un
2. Montrer que l'on peut écrire A = 5I>+ J avec J une matrice & déterminer.

3. Calculer A™ pour n € N.

4. Déduisez les expressions de u,, et v, en fonction de n.

Trace et rang

Exercice 21.4 Soit A, B € M,,(K). Montrer que

VM e M,(K), tr(AM)=tr(BM) = A=B

Exercice 21.5 Soit A € M, (K) telle que tr (AAT) =0. Que direde A ?

Exercice 21.6
Résolution de I'équation en X, ou X, A, B € M, (R) et A#0:

X+tr(X)A=B
Onpose h: X —tr(X)Aet f=1id+h
1. Trouver une polynéme annulateur de f.

2. A quelle condition f est bijective 7

3. Lorsque f n’est pas bijective, montrer que f est un projecteur dont vous
déterminerez son noyau et son image.

4. Résoudre ’équation.

Exercice 21.7 Calculer le rang des matrices suivantes, avec a,b,c € K :

2 2
a® ab ab b
1 1 1 .
ab a* b ab
A=1|b+c c+a a+bd B = 9 9
ab b a* ab
be ca ab

b2 ab ab a?

Exercice 21.8 Montrer que toute matrice rang 1 peut se décomposer sous
la forme d’un produit d’une colonne par une ligne :

M € Mpp(K) et rg(M) =1 = 3C € Mp1(K) et L € My ,(K); M =CL

Exercice 21.9
1. Soient M € M, 4(R) et N € M, ,(R). Montrer que :

rg(MN) < min(rg(M), rg(N)).
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2. Soient A € M32(R) et B € M3 3(R) telles que :
0 -1 -1
AB=1| -1 0 -1
1 1 2
a) Calculer (AB)? et déterminer son rang.
b) En déduire a I'aide de 1. que BA est de rang 2 et qu’elle est inversible.
c) Calculer BA.

Matrices et applications linéaires

1 2 -1
Exercice 21.10 Soit M la matrice | =2 3 2
-3 -1 1
Quelle est Vimage de @ = (2,—1,3) par 'application linéaire associée a M ?

Exercice 21.11

r 4+ 2y — z = a 1 2 -1
(S) —2r — 3y + 3z = b A=1-2 -3 3
r 4+ y — 2z = c 1 1 -2

1. A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur (a,b,c) € R3 le
systéme (S) admet-il au moins une solution ?

2. Soit u € L(Ro[X]) dont la matrice dans la base (1, X —1, (X —1)?) est A.
A P’aide de la question précédente, déterminer une base de Imu

Exercice 21.12
1. Quelle est la matrice dans les bases canoniques de ’application linéaire f
deéfinie sur R3[X] par : Vo € R, f(P)(x) = P(zx +1).

2. Etablir que f est un automorphisme et donner la matrice de f~! et plus
généralement de f™ pour n € Z.

1 2
3 4
Montrer que ¢ est un isomorphisme de Ms(R).

Exprimer ¢! et donner le matrice de ¢! dans la base canonique de Ms(R).

Exercice 21.13 Soit A = et o : M — AM.

Exercice 21.14

Soit f € L(Ry[X]) définie par : VP € Ro[X], f(P)=2XP— (X%?-1)F
1. Donner la matrice de f dans la base (1, X, X?) :

2. En considérant la matrice montrer que Im (f) = Vect(X, 1+ X?) et déter-
miner Ker (f).

Exercice 21.15 Soit F un R-espace de dimension 3 de base canonique B.
Soit f 'endomorphisme de E dont la matrice relative a la base B est

4 -1 5
A=|-2 -1 -1
-4 1 -5

1. Déterminer une base de Ker (f) et une base de Im (f). Ces espaces sont-ils
supplémentaires 7

2. Déterminer une base de Ker (f?) et une base de Im (f2). Ces espaces
sont-ils supplémentaires ?

Exercice 21.16
Soit F' un sous-espace vectoriel de F et A le sous-ensemble défini par

A={feL(B); FCKer(f)}
Montrer que A est un sous-espace vectoriel de L(E).

Si E est de dimension finie, déterminer la dimension de A.

Exercice 21.17 Matrice compagnon
Soit P = X° + as X* + a3 X3 + aa X% + a1 X + ap € K[X].
On définit la matrice compagnon C associé & P par :

00 0 0 —ag
1 00 0 —a
C=|101 0 0 —as| € M5(K)
001 0 —as
00 0 1 —ay

Soit B = (e1, €2, €3, €4, €5) la base canonique de K°. On note Id I’application
identité de K® et f I’endomorphisme canoniquement associé a C.
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1.a) Exprimer, pour tout ¢ € [1;4], f(e;) en fonction de e;.
b) En déduire, pour tout i € [1;4], f/(e1) = ej41 et f°(e1) = —(aoer +area+
ases + azeq + a4e5).
2. Soit g 'endomorphisme de C> définit par g = P(f).
) Vérifier que g(e;) = 0.
b) Montrer que pour tout i € N, go fi = flog.
) En déduire que pour tout @ € [1;5], g(e;) = 0.
) Montrer que P est un polynéme annulateur de f.

3. Déterminer une matrice A telle que A% = A3 +2A + I.

Exercice 21.18

1. Soit f la rotation du plan d’angle 8 et de centre l'origine du repére.
a) Donner la matrice de f, noté A, dans la base canonique.

b) Pour tout k € Z, donner I'expression de A*.

¢) Pour tout k € N*, donner une matrice B telle que B¥ = A.

2 0 0
2.5it A=({0 -1 0
0 0 -1

a) Pour tout k € Z, donner I’expression de A,
b) Pour tout k& € N* impair, donner une matrice B telle que B* = A.
¢) Pour tout k € N* pair, donner une matrice B telle que B* = A.

Matrices équivalentes

Exercice 21.19
Soit A, B € My, et P,P',Q,Q" des matrices carrées telles que

B=QAPet A= Q' BP

Montrer que A et B sont équivalentes.

Exercice 21.20 Soit A € M,,(C). Déterminer le rang de

fa: My(C) — M,(C)
X — AX

Indication : Etablir qu’il existe r € [0, n] tel que rg(fa) = rg(fs,.).

Matrices semblables

Exercice 21.21 L’objectif est de montrer que A et B sont semblables :

2 1 17 5 0 010
10 7 2 0 001
A= 0o -1 -3 -1 B= 0000
-1 3 2 1 0 00O

Soit u € L(R*) de matrice A dans la base canonique :
1. Déterminer Ker (u) et Im (u).

2. Trouver une base dans laquelle la matrice de u est B.

Exercice 21.22 Malrice nilpotente

1. On considére un endomorphisme g de R™ tel que : g"~' # 0 et g" = 0.
On a déja vu (TD 17) qu’il existe a € R™ tel que

B= (g"fl(a), g 2(a),. .. ,a)

est une base de R™. Donner la matrice N de g dans la base B .

2. Considérons les matrices suivantes :

5 -3 -2 4 0100
2 1 3 -3 0010
A=1 7 4 5 7% B=100 01
11 6 8 —11 000 0

a) Calculer A2, A3, A%,

b) En s’inspirant de la premiére question, montrer que A et B sont semblables
et donner une matrice P telle que B = P~1AP.

Est-ce que P est unique ?

Exercice 21.23 Soit p la projection sur E parallélement & F' avec :

3
F=Vect|c=1|1

1 2
E=Vect|la=|0],b=1]3
1 0 1
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1. Vérifier E et F sont supplémentaires, ¢’est-a-dire que que la famille {a, b, ¢}

est une base de R3.
T

Donner les coordonnées de | y | dans cette base.
z

2. Déterminer la matrice, A, de p dans la base canonique de R3.

3. En déduire, la matrice de la symétrie par rapport a F' parallélement & F
dans la base canonique de R3.

4. Donner la matrice, B, de p dans la base {a,b, c}.

5. En introduisant une matrice ad-hoc, donner une relation liant A et B.

Exercice 21.24 Diagonalisation d’une matrice
Soit f I’endomorphisme de matrice A dans la base canonique de E = R3 :

1 11
A=11 0 0

100
1. Justifier que pour tout A € R Ker (f — Aldg) est un sous-espace vectoriel
de B
2. Déterminer les valeurs de A telles que rg(A — AI3) < 3.
3. Pour chaque valeur trouvée, donner une base de Ker (f — Aldg).
4. Vérifier que la juxtaposition de base trouvée est une base de E.

5. Donner la matrice de f dans cette nouvelle base.

6. Counsidérer chacune des questions suivantes dans la nouvelle base pour
apporter une solution :

a) Pour n € N, donner A™.

b) On admet que C(A) = {M € M3(R),AM = MA} est un sous-espace
vectoriel de M3(R). Donner une base de C(A).

¢) Résoudre X3 = A. On pourra commencer par montrer que X € C(A).
Remarque : On dit qu'une matrice est diagonalisable si elle est semblable
a une matrice diagonale. Une CNS est mise en évidence & la question 4 : la
juxtaposition des bases des Ker (f — Aldg) forme une base de E.

Exercice 21.25 Soit n > 2. On considére 'application ¢ définie sur R, [X]
par :

@o(P) = (X*-1)P' —nXP.
1. Montrer que ¢ € L(R,[X]).

2. Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique B = (1, X, . ..
R, [X].

3. Pour k € [0,n], on pose P, = (X + 1)F(X — 1)k,
Montrer que la famille C = (P,..., P,) est une base de R, [X].

4. Déterminer la matrice de ¢ dans la base C.

,X™) de

Matrices par blocs

Considérant M € M,, ,(K) et M’ € M, ,(K) s’écrivant par blocs

(A C , (A C
= (3 ) =4 €)
On admet que si les produits AA" et DD’ sont compatibles alors le produit M M’

, AA'+CB' AC'+CD
) [—
Pest aussi et MM' = (BA’ +DB' BC'+ DD’)

Exercice 21.26 Soit A, B € M,,(K).

(A 0 L. s Treca) 0
1. Montrer que C' = (O B) est équivalente & ( 0 i)

2. En déduire le rang de C.

Exercice 21.27 Soit 4, B € M,,(K).

) . (A A
1. Déterminer le rang de C' = <A B)'

2. Donner un CNS d’inversibilité de C.
3. Donner 'expression de l'inverse de C' lorsqu’elle existe.

Exercice 21.28 Soit A € M, ,,(K) de rang k. Calculer le range de B €
Mip mp(K) avec
A 0 - 0

o



