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Logique mathématique — Exercices Exercice 1.5
1. Déterminer des réels a, b et c tels que, pour tout entier £ > 2 :
1 a b c
R -1k E—1 k4l
n
2. Pour tout entier n > 2, en déduire la valeur de Z S
Sommes et produits ' - e k(k* — 1)
Exercice 1.1 Développer si nécessaire et calculer avec n € N : n 1
3. Déterminer de méme Z ——— oun € N*
10 — k(k+2)
a=> (k+2)(k—1) b= > 2i+javeci,jeN
k=3 i+j=n n n
Exercice 1.6 Soit n € N*, on note P, = Z ketl,= Z k.
Exercice 1.2 Faire apparaitre une somme ou un produit téléscopique : E=0 E=0
k pair k impair
r k p n-l In(k) Donner 'expression de I, en fonction de P, et P,. Calculer P; et Izj4q.
C_kz_l(kJrl)! _kllln(k—i—l)

Exercice 1.3 Soit M € N* et ag,a1,...,ay € R. Montrer que : Coefficients binomiaux

Exercice 1.7 Résoudre :
M n n

Z o — ay) = (Ail ak) My 1. (T) + (2) + <3) = 5n d’inconnue n € N, n > 3.
k=0

05

Exercice 1.4 Parmi les formules suivantes, lesquelles sont vraies. Donner 2. " n d’inconnue n,p € N* avec p < n.
un contre exemple pour celles qui sont fausses : 4<p) - 5<p— 1)

n n n n n—1

(1) Z(a tap) =at Zak (2) Z(ak +br) = Zak + Zbk Exercice 1.8 Calculer S,, = Z(—l)kk<n> ou n entier, n > 2.

k=1 L k=l k=1 Lok, k=l — k

n E n n T Exercice 1.9 Montrer que Z ( . ) =2 ( K ), oun € N.

(5) Z(akbk) = ( ak> < bk> (6) H(aak) =« H ag N k=0 k=0

o P e "= n En déduire la valeur de Z <2n]:_ 1).
(1) T](arbr) = T ar I tx ®) [](ar+0x) = <H ak) + (H bk) k=0

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
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Exercice 1.10 Somme de carrés, de cubes
1. Montrer par récurrence sur ¢ que, pour tout (p,q) avec p < q :

()G ()= 6)-G)

2. En déduire les sommes suivantes pour n € N :

I
pg:

A, = ik(k ~1)(k—2), Bn= ik(k ~1), G,
k=0 k=0

e
Il
o

3. Déterminer les réels a, b, c,d € R tel que

k* = ak(k —1)(k —2) + bk(k — 1) + ck +d

n
4. En déduire Z k3.
k=0

Symbolique et logique

Exercice 1.11 Traduire en symboles mathématiques les assertions suiv-
antes puis donner leur négation.

1. Pour tout réel strictement positif a, il existe un réel positif b tel que, pour
tout réel z, si |x| < b alors |e* — 1| < a.

2. Soit f une fonction de R dans R. 1l existe un réel positif C' tel que, pour
tout réel z, on ait f(z) €] — C,CJ.

3. Pour tout nombre réel A, il existe un réel positif B tel que, pour tout réel
x,si x > B alors In(z) > A.

4. Pour tout entier naturel NN, il existe un entier naturel £k > N tel que
szn(%ﬁ) # 1.

Exercice 1.12 Soit f [a,b] — R une fonction. Traduire les phrases
suivantes en termes mathématiques puis les nier (en termes mathématiques
puis en frangais si possible).

1. f est croissante.

2. f est majorée.
3. f est bornée.
4. f est constante.

5. f est la fonction nulle.

Exercice 1.13 Pour chacune des situation, proposer deux ensembles réels
non vides, X et Y, la vérifiant :
LVyeY,Jze X Jy=a+3,

2 dze X /VyeY, |z —yl <1

Exercice 1.14 Descriptions d’ensembles

1. Soit £ un sous-ensemble de Ry. Traduire en symboles mathématiques les
assertions suivantes :

"On peut trouver dans £ un nombre rationnel strictement positif aussi petit
qu’on veut",

"On peut trouver dans F un nombre rationnel aussi grand qu’on veut",

"Il existe dans E des éléments aussi proches de 3 qu’on veut".

2. Donner, pour chaque assertion, un ensemble la vérifiant.

Exercice 1.15 Implications
Dire si les assertions suivantes sont vraies ou fausses. Justifier votre réponse.
. Si I'égalité 22 — 16 = 0 est vraie, alors z = 4.

1

2. Si x € {—4;1;4} alors 'égalité 22 — 16 = 0 est vraie.
3. Si I'égalité 22 — 16 = 0 est vraie alors @ € {—4;1;4}.
4. Si x €] — 3,2[U]4, +o00[ alors = €] — 3, +00].

5.Si x €] — 3, +o0[ alors x €] — 3,2[U]4, +00][.

6

. Soit & € R. Pour que 22 + 1 soit strictement supérieur a 10, il faut que z
soit strictement supérieur a 3.

7. Soit & € R. Pour que z2 + 1 soit strictement supérieur a 10, il suffit que x
soit strictement inférieur & -3.

8. Pour qu’un entier naturel soit pair, il suffit qu’il soit divisible par 4.

9. Pour qu’un entier naturel soit divisible par 4, il faut qu’il soit pair.
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Exercice 1.16 Compléter par <, = ou < afin que l'assertion soit vraie RECURRENCE
quels que soient les prédicats p(x) et g(x).
Donner un contre-exemple pour les implications fausses. Exercice 1.20 Travail sur les indices

On considére la relation de récurrence suivante : Vn € N
(i) (Vm (p(z) et q(x))) e ((Vm p(z)) et (Va q(x)))
(n+2), = (n+1)I42

(ii) (Va: (p(:z:) ou Q(l’))> ce ((Vl’ p(x)) ou (Va: q(m))) 1. Exprimer I,,12 en fonction de I,
2. Exprimer I,,41 en fonction d’un terme de rang inférieur.
(i) (350 (p(fE) et Q(ﬂf))> e ((393 p(l‘)) et (Ell’ q(x))) 3. Exprimer I,,;1 en fonction d’un terme de rang supérieur.
4. Exprimer Io; en fonction d’un terme de rang inférieur.
(iv) (H:U (p(x) ou ‘](fc))) ((ch p(:z:)) ou (3m q(m))) 5. Exprimer I en fonction d’un terme de rang inférieur.
Raisonnements Exercice 1.21
Montrer que les propriétés suivantes sont héréditaire : c’est-a-dire que pour
DISJONCTION DE CAS tout n € N*, les implications P(n) = P(n + 1) sont vraies.

1.P(n):5" >mn,
Exercice 1.17 Montrer que pour tout z,y € R : 1
2.9(n):142+...4+n= g(2n+1)2. Que dire de Q ?

max(z,y) +min(z,y) =z +y

Exercice 1.22 Montrer par récurrence :
Exercice 1.18 Montrer que pour tout x,y € R : 1.VYn>5, 2" >n?

Proposer une expression de min(z,y).

Exercice 1.23

Exercice 1.19 Un prisonnier doit choisir entre deux portes identiques, I'une 1. Montrer que pour tout n > 2, avec x1,%2,...,2, € R :
est une sortie et ’autre une cellule. Devant chaque porte se trouve un gardien .

o . . o } . .

; I'un dit toujours la vérité et I'autre ne fait que mentir. In (561 X Ty X e X $n) _ Z In(z)

Le prisonnier a le droit de poser une seule question a 'un des deux gardiens

k=1
pour faire son choix. Pourriez-vous le conseiller?

n
2. Soit n € N*| donner une expression simplifiée de In <H en+1> .
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Exercice 1.24

1
Soit Iy = /m, I; = 0 vérifiant pour tout n € N I;,1 5 = nt

I,.

2p)!
Montrer, pour tout p € N1 Ig,11 =0 et Iz, = ;25)' V.
p!

n
1 1
Exercice 1.25 Montrer que pour tout n € N* on a : Z - <2-—.

n
p=17

Exercice 1.26 Soit (uy), o une suite réelle vérifiant :

U0:7
u1:—11
VneN upyo+ upy1 —6u, =0

Mettant en oeuvre une récurrence sur deux rang, montrer que

VneN, wu,=2""145x(=3)"

. 2n
Exercice 1.27 Démontrer par récurrence que Vn € N, < ) > 2™
n

Exercice 1.28 Soit ¢ € N*. On suppose que pour tout z,y,n € N*,
Y

i
ui(z,y) = et Unt1(2,y) = un(x + ¢, y) —— + up(z,y + ¢)

Montrer que la suite (un(z, y))neN* est constante.

AUTRES RAISONNEMENTS

Exercice 1.29 Soit xg,21,...,z, (n € N*) dans [0; 1] tels que :
0<zp<a®1 <<, <1

1
Montrer qu’il existe deux de ces réels qui sont distants d’au plus —.
n

Exercice 1.30
Soit x et y réels tels que, pour tout € > 0, x < y + &. Montrer x < y.

X
Tr—+vy r+vy r+y



