Lycée Saint-Exupéry — MPST 2023/2024 — Mathématiques DS 1

DS 1

Mercredi 13 septembre 2023 — durée 2

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans ’appréciation des copies.

Les candidats sont invités 4 encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document : ’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdit. Seule
I’utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra

sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Exercice 1
On définit une suite réelle (uy,)nen par :
ug >0 5 Vn>1, up,=+v/n4+Un_1

1. Montrer que pour tout entier n,  wu, > \/n.

1
2. a) Montrer que : Ve e Ry, Vo< 5(1 + ).
ug
27.
> converge vers (.
n>1

b) En déduire que pour tout entier n, wu, <n+

L. . . Unp—1
Déduire aussi que la suite ( 5
n

, U
c¢) Montrer que la suite (—n) converge vers 0.
n /n>1

Etablir que pour tout entier n non nul,

u Up—
n S 1+ n—1

1<

B

u
Montrer que lim — = 1.

vn

3. On pose wy, = U, — \/n.

. V1i+zxz—-1 1
a) Montrer que lim ——— = —.
z—0 X 2

b) Montrer que la suite (wy),en admet une limite £ que 1'on précisera.

4. Calculer  lim (Vn—+vn—1).

“+oo
En déduire lm  (uy — up—1).
n—-+o00

5. Montrer que u,4+1 — Uy est du signe de 1+ up — Up—1-
En déduire que la suite (u,) est croissante a partir d'un certain rang.
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Exercice 2

On rappelle que e = el ~ 2,7.
On consideére la fonction f définie sur D =]0,1[ U |1, +oo[ par :

Vee D, f(x)=

In (x)

ainsi que la suite (uy), oy définie par :

uy = 3 et YneN, upr1 = f(uy) = I ()

1. Calculer les limites suivantes : i i i t i .
alculer les limites suivantes : lim f(x) xirilmf(x) Jim f(x) e Jim, f(z)

2. Pour x € D, Calculer f’(x) puis justifier que f’(x) est du méme signe que In(z) — 1.
3. Dresser le tableau de variations de f en le complétant par les limites aux bornes de D.

4. a) Résoudre I'équation f(z) = 2 d’inconnue z, pour x € D.

b) Donner le signe de f(x) — x lorsque = € D.

)
)
5. a) Prouver par récurrence que : Vn € N, u, >e.
b) Justifier que la suite (uy,), oy est décroissante.
)

c¢) Démontrer que la suite (uy,),cy converge puis que lim wu, = e.
n—-+o0o

6. a) Montrer que :

2
vz € fe, 400, fl(z) = % - % <1 _ ln?x)> |

b) Déterminer un encadrement de f/(z) pour z € [e, +o0o[ et en déduire que :

N

Va € fe, ool |f/(2)] <

Un
7. a) Soit n € N. En appliquant le théoréme de croissance de l'intégrale a / f'(t)dt|, montrer
que : ¢
1
[un+1 — €| < 1 lun — €.
1 1
b) En déduire que : Vn € N, |u, —e| < Yox

c) Retrouver ainsi la convergence de la suite (up)nen-

FIN DE L’ENONCE
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Proposition de corrigé du devoir surveillé 1
Exercice 1

1. Montrons par récurrence sur n € N la proposition P(n) : «u, est défini et u,, > \/n ».

Initialisation : P(0) est vraie pour n = 0 car ug > 0.
Hérédité : Soit n € N, supposons P(n), montrons P(n + 1)
Uy, est défini et up, > /n >0. Ainsin+1+u, >n+1>0.

Alors up41 = v/n+ 1+ u, est défini et la croissance de x — /x donne u,; > v/n+ 1. D’on
P(n+1).

Conclusion : ’pour tout n € N, on a u, > /n. ‘

2. a) Soit x € Ry. Ona%(1+x)—\/§:%(l—2\/§+x):

1
Ainsi, |Vz e Ry, Vo < 3 (1+z).

On peut aussi étudier les variations de t — % (1 + :U) -z

b) Montrons par récurrence sur n € N la propriété Q(n) : «u, < n+ %» .
Initialisation : Q(0) est vraie car ug < up =0+ %
Hérédité : Soit n € N, supposons Q(n), montrons Q(n + 1).
1 n 1
n+14+wu, € Ry donc upt1 =vn+1+u, < 3 (1—|—n—|—1+un) = 1+§+§un

uo uo
::n_+]'+-2n+1'

s N . . n 1 up\ n n
D’apres Q(n), il vient w,41 < 1—1—5—1—5 <n+2—n> = 1—1—5—1—5—}— St
D’on Q(n + 1) est vérifiée.

Conclusion : [Vn €N, u, <n+ g—g.
Ce qui précede donne : Vn € N¥, Oéunflén*1+2ggl.
% Unp—1 1 1 Uuo
DochnGN,OS1 nl Sﬁ_ﬁjLW'
. Unp—1 Uuo
<7_7 R — = .
Orn11_>r{>10< = n2+n22”_1> 0+0+0=0

Unp—1
n2

Ainsi, d’aprés le théoréme des encadrements, |la suite ( ) converge vers (.
n>1

_ 1 _
c)Vn e N¥, Un _ \/n_H;"l - \/—i—uan. Alors, d’apres 2.b) lim Un =+v0+0=0.
n

n n n n—oo 1N

.. ) Un,
Ainsi, | la suite (—) converge vers 0.
n /n>1

D’apres 1), Vn € N, /n <wu, =+/n+ uy_1 donc Vn e N*, 1< u\/—"» =4/1+ Yn-t
n n

Un—1

Ainsi, |[Vn € N*, 13”—\/%§ 1+

n

Comme lim = =0, lim 7L = lim <“"1 ”—1> —0x1=

n—oo N n—oo N nsoco\n—1 n
. Unp—1 . Un
Alors lim 4/1+ = 1. Par encadrements | lim — = 1.
n—00 n n—r00 n
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3. La fonction ¢ — +/t est dérivable sur R* et donc x — /1 + z est dérivable sur |1, 400 et donc

en 0 :
Vitz—vV1+0 V1i+az-1 1 1
= V1 -
z—0 x z—>0( —|—x)() 20/1+tzx ) T2
ool VIt —1 1
Ainsi, | lim ———— = —.
z—0 X 2

De plus, u, — V1 = /1 + Up_ —f:\/ﬁ( 14 dn-t —1>. Or lim 2=t =0 (vu en 2¢),
n

n—oo N
{1+t -1

Un—1
n

donc par composition de limite, — 3 et donc

u, —y/n 1

7%7
N 2

vavn—1 u,1 1 1 Up_1

n \/n— nyvn— 1

—%1

. Up—1
Or, d’aprés 2¢, \/n 7;1

1 1
Ainsi, u, —/n — B et donc |la suite (wy,)nen converge vers 7

. _(Wn=vn-1)(/n+vn-1)  n—-(n-1) 1
4.OnaVn €N yn—/n—1= T \f+\/m NN
Commenh_{rgof_’_\/nf—Oalors nli_)rgo(f—\/n—l):().
De plus,VneN,un—un_lz(un—\/ﬁ)—(un_l—\/ ) (\f vn — )
Alors | lim (un—un_l)zl—l—l—O:O.

n—oo 2 2

5.50it n € N*. uyy1 —up = vVn+1+u, —/n+ up_1. Alors,

(\/n+1+un—\/n+un_1) (\/n—l—l—i—un—i—\/n—i—un_l) _ (n+1+un)—(n—un_1)

Up4+1—Unp =

Vit T+ uy + v+ up_ Vit Tt un /T Un

L+ up — up—1
V4T +un + 0+ un1
positif, il vient que ’Vn € N*, upy1 — uyp est du signe de 1+ wy — up—1.

Enfin, w41 —u, = . Comme v/n + 1 + up++/n + up_1 est strictement

Or 14+ up —up— —+> 1, d’apres 4) ; alors, a partir d'un certain rang, 1 +u, —u,—1 >0 et a
n—-+0o0

fortiori wp+1 — up > 0.

Ainsi, | & partir d’un certain rang, la suite (u,) est (strictement) croissante. ‘
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Exercice 2

1. Comme limIn = —oo ainsi, lim = 0 (pas de forme indéterminée).
o+ z—0t ln(ac)
Lalimite lim —— est une forme indéterminée ; par croissance comparée, lim = —+o00.

s—rtoo In () a—+oo In(x)

Comme limIn = 0~ ainsi, lim = —oo (pas de forme indétermineée).
.

r—1— ID(JB)
) x
De méme, on trouve lim =400
z—1+ 111(:19)
x
Ainsi, | li = li = li =— li = .
mel L I @)~ e T M) T O M ey T
In(z) —zi In(z)—1
2. Sol D "(z) = z = In(z)? > 0.
Soit x € D, on a f () In(2)2 (22 et In(z)* >0
Ainsi, |Vz € D, f'(x) Inz) — 1 i est du signe de In(z) — 1
insi, | V& x) = ———— qui u sign n(z) — 1.
7 Y 111(33)2 q g
3.0na:In(x)—1=0 < z=cetln(z)—1>0 & z>e
Le tableau de variations de f est : x 0 1 e ~+00
f'(=) - I - 0 +
0 || + o0 +00
f(z) N I NS
—o0| e
4. a) Soit x € D,
flz)=2 < lng(U:L‘) =z & hx)=1 & z=e
Ainsi, | La solution de f(x) =z sur D est e. ‘
b) Soit z € D,
_x _z(1—1In(x))
f@) -z =1y~ In(z)
Ainsi, x 0 1 e 400
x + || + +
In(x) - I + +
1 —1In(x) + || + —
f@)—z| — || + 0 -

5. a) Rédaction de la récurrence sur n € N :
Initialisation : soit n =0, ug =3 > e
Hérédité : soit n > n. Supposons e < uy,.
D’apres 3), on sait que f est croissante sur [e, +o0o[ donc

e<u, = fle)<flun) = e<Lup

Conclusion : ’Vn eN, wu, > e.‘

b) Soit n € N, d’apres 4b),

up>e = flup) —up <0 = flup) <up = Upy1 < uy

Ainsi, |la suite (un),cy est décroissante |.
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c) La suite est décroissante et minorée ; d’aprés le théoréme de limite monotone, la suite con-

verge.
Notons ¢ la limite de la suite; alors, u,41 — ¢ et la continuité de f en e donne que
flun) = f(0).

Par unicité de la limite, ¢ vérifie f(z) = x, c’est-a-dire d’aprés 4a), £ = e.

Ainsi, | La suite (uy),,cy converge vers e |

6. a) Soit x > e :

B 1 B 1
B }nEx; 11n(ac)2
- In(x)? = /')

2
Ainsi, |Vz € [e,+oo[, f'(z) = i - % (1 - ln?m)> :

b)Ona e<zx = 1 =1In(e) <In(z) car In est croissante

1
= 0< glcartr%%est décroissante
ln(aj)2
= —-2< - <Ocar —2<0
In(z)
2
= —-1<1- <1
- In(x) —
9 \2
= 0<(1- <1
In (z)
= 1< L 1 2 2<0
4~ 4 In(x)) —
111 2\’ 1
= 0<--—>-<-—-(1- — f(2) < -
=1 41" 4( 1n(a;)> fa) <5
S 1< )<
_Z )< =
4 — — 4
1
Ainsi, |Vz € [e, +o00], ‘f’(a:)‘gi.

7. a) Soit n € N, f" étant continue sur [e, +00[ et e < uy,, la croissance de U'intégrale donne :

[ o < [Mir@la s [T Ga= -0

De plus, d’aprés la définition de la suite (u,) et d’aprés 4a),

[ ] = 0 = 1)~ £ = i e

1
Ainsi, [Vn € N, |ups1 —e] < 1 lun, — e |

b) Procédons par récurrence sur n € N :

1
@zletuo—e%0.3<1.
La relation est vraie au rang 0.

Initialisation : pour n =0 :



Lycée Saint-Exupéry — MPST 2023/2024 — Mathématiques DS 1

Hérédité : soit n > 0, on suppose |u, — e| < Yol

1
lupt1 —e| < 1 |un, — €| d’apres 7a)
11
< i par hypothése de récurrence
< 1
—  yn+l
La relation est vérifiée au rang n + 1.
Conclusion : |Vn € N, |u, —e|] < o
c) Or — — 0 ; ainsi, par encadrement, |la suite (u,) converge vers e |.
4" n—+oco ) g




