Lycée Saint-Exupéry — MPST 2023/2024 — Mathématiques DS 2

DS 2

Mercredi 4 octobre 2023 — durée 2h

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans ’appréciation des copies.

Les candidats sont invités 4 encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document : ’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdit. Seule
I’utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de ’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra

sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Probléme 1 - La somme des cancres

Rappel et notation :

Soit a,b € Z. On dit que b divise a s’il existe k € Z tel que a = kb.
Deux entiers sont dit premiers entre euz si les entiers qui divisent I’'un et 'autre sont —1 et 1.

Pour tout x € Q, il existe un unique couple (a,b) d’entiers naturels premiers entre eux tel que

z=2. On dit que le quotient % est la forme fractionnaire irréductible (en abrégé FFI) de z.

0
Par convention, la forme fractionnaire irréductible de 0 est T

Partie A - Somme des cancres

Définition —

a . c
Soient x,y € Q4 de FFI respectives 3 et 7 La sommes des cancres de x et y est définie par :

a—+c
b+d

rTDy=

2 342 3 2
Par exemple, - ® = = She_ D en remarquant bien que — et — sont des FFI.
5 7T 547 12 5 7

2 5 6
1. Justifi -h-=-.
u81erque4693 5

2. Soit a,b,n € Z, a et b étant non nuls. Montrer que les diviseurs communs de a et b sont les
mémes que les diviseurs communs a a et b + na.

3. Soient z,y € Q..

a) Montrer que = @ y est un rationnel positif.

b) On note % la FFI de z et 5 la FFI de y. La FFI de = @ y est-elle toujours Zi_; ?

4. Chacune des affirmations suivantes est soit vraie, soit fausse. Préciser pour chacune ce qu’il en
est, en justifiant la réponse.

a) Pour tout z € Qq, z® 0 = x.
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b) Pour tout x € Qy, x ®x = .
c) Pour tout 2,y € Q, xdy=y D z.

)
)
d) Pour tout 2,9,z € Q, 2® (y D z) = (z DY) ® 2.
1 1 1
e) Pour tout z,y € Q%, —p — = .
) Yy @+ z "y Ty
)

f) Pour tout z,y € Q% , pour tout n e N (n+2z)® (n+y) =n+ (xdy).

. Soit z,y € Q4.

a) Montrer que x @ y = x si et seulement si z = y.

b) Montrer que si < y, alors z < x Dy < .

. Interprétation géométrique. On se place dans un plan euclidien, muni d’un repére (O, I, J). Pour

x € Qy, de FFI %, on note M, le point de coordonnées (b;a).

a) Soit x,y € Q% , montrer que O, M q, et le milieu de [M,, M,] sont alignés.
b) Qu'est la droite (OMjq,) pour le triangle OM,M, ?

. Soit x,y € QY de FFI respectives % et 2, tels que a > cet b < d.

En utilisant 'aire de rectangles et de triangles rectangles, montrer que l'aire du triangle OM, M,

est
ad — be

2

Partie B - suites de Farey

Définition —

Pour tout entier n > 1, la suite de Farey d’ordre n est la suite dont les termes sont, rangés dans
Uordre croissant, tous les rationnels positifs compris entre 0 et 1 dont la FFI a un dénominateur
wnférieur ou égal & n. On note F, cetie suite. Par exemple :

10.
11.

12.

=

=

21
F3: T9 90 9 1
1'3°'2° 31

. Déterminer Fy, F5 et Fg.

.Soit x € Q4 et n € N*. Montrer que x est un terme de la suite F), si et seulement s’il existe

a
a,beNavecbnonnultelsquex:getOSangn.

Soit n € N*. Montrer que les termes de F, sont aussi des termes de Fj, 1.

Montrer que si z est un terme de la suite F, alors 1 — x également.
a
On considére 'application 6 qui a tout « € Q4 associe le couple (a,b) tel que 3 est la FFIT de z.

a) Montrer que 6 est injective.
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b) Montrer que 6 n’est pas surjective lorsque I'on considére I’ensemble d’arrivée suivant :
{(a,b);a,b € N}

c) Soit z un élément de la suite F,,, non nul. Montrer que 6(x) € {(a,b);a,b € [1,n]}.

d) On note f, le nombre de termes de F,,. Montrer que f, < n?+1 et que ’égalité n’est satisfaite
que sin =1.

Probléme 2 - Logarithme a base

Dans ce probléme, tout résultat du cours spécifique aux fonctions logarithmes devra étre démontré
avant de pouvoir étre éventuellement utilisé.

Partie A : logarithme de base a

Définition —
On appelle logarithme toute fonction f définie sur |0;4+00|, dérivable, telle que :

a
(1) il existe un nombre réel a non nul tel que, pour tout nombre réel x strictement positif, f'(xr) = —

(i) f(1) = 0.

1. Soit @ un nombre réel non nul. Justifier qu’il existe un unique logarithme, que ’on notera f,, tel
a
que, pour tout nombre réel z > 0, f(z) = —.
x

Lorsque a = 1, on utilise la notation In (logarithme népérien).
2. Pour tout nombre réel a non nul, exprimer f, a ’aide de In.

3. Montrer que, pour tout nombre réel a non nul, tous nombres réels z,y > 0,
fa(zy) = fa(z) + fa(y)
Indication : on pourra étudier, pour y fizé, la fonction définie par x — f,(zy).
4. Montrer que pour tout nombre réel x > 0, f, <:1U> = —fa(x)

5. Soient x un nombre réel strictement positif et 7 un nombre rationnel. Montrer que

fzz(xr) = rfa()

Indication : on pourra commencer par le cas ot r est un entier naturel, puis celui ot r est un
entier relatif, avant de conclure dans le cas ot T est un nombre rationnel.

6. Montrer que la fonction In est strictement croissante.
7. Déterminer les limites quand x tend vers +oo et quand x tend vers 0 de la fonction In.

8. Comment peut-on généraliser le résultat des questions 6) et 7) au cas des logarithmes f, ?
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Partie B - logarithme décimal

9. Montrer qu’il existe un unique logarithme f, tel que f,(10) = 1.
Ce logarithme est noté Log et est appelé logarithme décimal.

10. Soit N un nombre entier naturel dont ’écriture en base dix posséde n chiffres. Déterminer la
partie entiére de Log(N).

11. Les exercices suivants sont proposés & une classe de terminale scientifique :

(a) Combien le nombre 4299 posséde t-il de chiffres ?
(b) Le niveau sonore L (en dB) s’exprime en fonction de lintensité I (en W.m™2) selon la

formule 7
L =10L —
o8 <10>

ot Iy = 10~ 12W.m~2 correspond 4 I'intensité sonore minimale a laquelle I’oreille est sensible

pour un son de fréquence 1000H z.

(i) Calculer le niveau sonore correspondant & une intensité sonore de 10~°W.m 2.

(ii) Quel est Deffet sur I'intensité sonore d'une augmentation du niveau sonore de 10dB 7
(c) Une balle lancée d’une hauteur de 2m atteint aprés chaque rebond 70% de sa hauteur

précédente et cesse de rebondir quand sa hauteur n’excéde pas 1mm.

Au bout de combien de rebonds cela se produira-t-il 7

Pour chacun de ces trois exercices, présentez une rédaction de la solution, telle que vous ’exposeriez
A une classe de terminale scientifique.

FIN DE L’ENONCE

PNACEMENT,
LE RECIT DE
MA Vi€ &sT
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Proposition de corrigé du devoir surveillé 2
Probléme 1 - La somme des cancres

Partie A - Somme des cancres

2 1
1. L’opérateur @ travaille sur des FFI ; la FFI de 1 est 2 ainsi :
2.5 1.5 145 6
473 273 2+3 5

2. Procédons par double inclusion :

Soit ¢ un diviseur commun a a et b : il existe k, k' € Z tel que a = kc et b = k’c alors
b+ na = c(k' + nk).

Ainsi, ¢ est un diviseur commun a a et b+ na.

Soit ¢ un diviseur commun & a et b+ na : il existe k, k' € Z tel que a = kc et b+ na = K'c
alors b = (b+ na) — na = c(k’ — nk).

Alinsi, ¢ est un diviseur commun a a et b.

Ainsi, | les diviseurs communs de a et b sont les mémes que les diviseurs communs 4 a et b+ na.

En conséquence, a et b son premiers entre eux si et seulement si a et b+ na le sont.

3. Soient z,y € Q4+ avec % la FFI de z et 2 la FFI de y.

a—+c
b+d

a) Comme a +c € Net b+ d € N* alors =rxdyec Q4.

1 3 4 1
b) Considérons x = 3 ety = R alors z @y = 3 dont la FFI est 7

a—+c

b+d

Ainsi, |la FFI de z @ y n’est pas toujours

4. Examen des affirmations :

a) "Pour tout z € Q4, x &0 = 2" est fausse.

1 0 1 1
U tre- leest —D0=-® - = # —.
n contre-exemple es 269 2@1 37&2
b) "Pour tout x € Q4+, x ® x = " est vraie.
2
Pour:z::%EQ+ écrit sous FFI alorsx@:c:?;j:%:x.
c¢) "Pour tout x,y € Qp, Dy =y D x" est vraie.
Pourx:%€Q+ ety:§€Q+ écrits sous FFI, alorsx@yzZiézZiZ:y@x.

d) "Pour tout z,y,2 € Q, z B (y D z) = (x D y) ® 2" est fausse.

U cont et Yo (Toly 12 1 1 2 (1 1\ 1 2 1_3
n contre-exemple est — — — = — - = — — = =€ — — - = — - = —.
b 39\ 6%2) T3Ys 731 7%\ \3%6) Y27 9% 2" 11

la contrainte vient du fait que les fractions doivent étre des FFI pour 'opérateur

@. Dés qu’il y a une simplification, nous perdons les entiers de départ.

e) "Pour tout x,yEQi,l@lzi” est vraie.
r Yy rDy
Pourx:%€Q+ ety:§€Q+ écrits sous FFI, alors
1 1 b d _b+d 1 1
z Z_a@g?a—i-c_m_x@y
b+d
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. . _a . b . .
On remarque que si une fraction 3 est une FFI alors son inverse, —, I'est aussi.
a

f) "Pour tout x,y € Q% , pour tout n € N (n+ ) ® (n+y) =n+ (r ©y)" est vraie.
Pour z = % €EQpety= 2 € Q4 écrits sous FFI et n € N. D’aprés 1), comme a et b sont

premiers entre eux alors a + nb et b le sont aussi. 1l vient :

(n+2)® (n+y) a—i—bn@c—i—nd a+nb+c+nd nb+d) +a+c a+c +(@ey)
n+x)®d(n = = = =n =n+(x
Y b d b+d b+d b+d Y
5. Soit z,y € Q.
a) Procédons par double implication :

[<=] Comme z =y, d’aprés 3b) x ® v = x.

Notons % et 2 les FFT respectives de x et y.
rhy=xz = Zi;:% = ab+cb=ab+ad = cb=ad = %zs = =y

Ainsi, |z ® y = x si et seulement si z = y.

b) Notons % et 2 les FFI respectives de x et y avec z < y. Notons :

r<y © %<§ o ad—be<0
_atc a_ (at+c)h—ald+d)  bc—ad
@&y —r=1 == Gxdb - Grdp
—(z® )7E_a+070(b+d)—d(a+c)i be — ad =0
! VA brd (b+ d)d " (b+d)d

Ainsi, |si ¢ < y, alorsw<x@y<y.‘

6. Interprétation géométrique. Notons % et 2 les FFT respectives de = et y. Soit € la FFI de z Dy
donc il existe k € N* tel que a+c=keet b+d =kf.

b+d
a) Notons N le milieu de [M,, M,]. Les coordonnées de O, (0,0), de N, (;, a _2‘_ C), et Mgy,

(e, f), sont donc proportionnelles entre elles. Ainsi, | O, My, et le milieu de [M,, M,] sont alignés.

=

La droite (OMx@y) est la médiane issue de O du triangle OM, M, | puisque qu’elle passe par
N le milieu de [M,, M,].

7. Notons P, et R le point de coordonnées respectives (0,a), (d,a) et (d,0).
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Partie B - suites de Farey

1'4’3727374"1

01112132341
F5_ TJIOEY AV Q' EY Y Y 0 4V Y 1

1'5°4°3'5°2°5°34°5"°1
F_0111121323451
6 — 1’6’5’4737572’5’374’5’6’].

9. Procédons par double implication :

Notons % la FFI de z, alors b < n et z € [0,1] c’est-a-dire 0 < a < b.

/

/
Notons % la FFI de . Donc % = % et il existe d € N* tel que a = da’ et b = db’. Donc,

~

0<a<b<n = oga’gb’gbgnetog%gl ~ z€eF,

a
Ainsi, |z € F), si et seulement §’il existe a,b € N avec b non nul tels que x = 3 et0<a<b<n.

10. Soit % la FFIde z € F), alors 0 <a <b<n<n+1, donc d’aprés 9), x € F,41.

Ainsi, | les termes de F;, sont aussi des termes de Fj, 1.

11.Soit%laFFIdexEFnalorsogagbgnet

1—x:()_Ta€[O,1]avec0§b—a§b§n

D’apreés 9), 1 —x € F,,. Ainsi, [si x € F, alors 1 —x € F,.

12. Considérons 'application 6.

a) Soit x,y € Q4 tel que O(x) = O(x) = (a,b) ou % est une FFI, alors x =y = %

Ainsi,

0 est injective. ‘

2
b) Soit F' = {(a,b);a,b € N}. (2,4) € F mais la fraction 1 n’est pas une FFI et donc n’a pas
d’antécédent par 6.

Ainsi, |§ € FO+ n’est pas surjective.

c)Soit%laFFIxEFn avec x # 0 alors 0 < a <b<meta,be [l,n].

Ainsi,

pour tout z € F,, non nul, f(x) € {(a,b);a,b € ﬂl,nﬂ}‘

d) On note H,, = {(a,b);a,b € [1,n]}. Comme 6 est injective alors tout élément de H,, posséde
au plus un antécédent et donc, d’aprés 12¢), le nombre d’élément non nul de F), est inférieur

u nombre d’élément de H,, a savoir n2.

Ainsi, , le +1 correspond au nombre nul.

fi=2=12+1. Pour n > 2 alors (2,2) € H, ne posséde par d’antécédent par  puisque ce

n’est pas une FFI et donc f, < n? + 1. ’L’égalité fn =n?+1 n’est vérifiee que si n = 1.
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Probléme 2 - Logarithme & base

Partie A : logarithme de base a

1. La fonction z +> < est continue sur Uintervalle R?%, donc elle possede des primitives et en
particulier une uni%p:lue primitive s’annulant en 1.

2. Soit a € R*. Pour x > 0, fl(x) = 2og 1o aln’(x) = (aln)'(x).
Donc il existe a € R tel que f, = gln —I—Of De plus f,(1) =0=aln(1l) + a = a.
Ainsi, | pour tout a € R*, f, = aln. ‘

3. Soit a €, R% et y > 0. On considére la fonction g : x — fu(xy) € RF%
Comme z — zy est dérivable sur Ry & valeurs dans R et que f, est dérivable sur R* alors g
est dérivable sur R* . Pour z > 0,

/ Y _, 4 _a_
g (@) =yfolzy) =y Wz Ja(x)
Donc il existe o € R tel que g = f,+a. De plus, g(1) = fo(y) par définition et g(1) = fo(1)+a =
a donc a = fu(y).
Ainsi, pour tout x > 0, g(z) = fao(z) + fa(y).
Ainsi, pour tout y > 0 et tout z > 0, fo(xy) = fo(x) + fa(y).

Ainsi, | pour tout a €, R* et tout x,y € RY, fo(zy) = fa(z) + fu(y).

1
4. Soit x € RY, alors — € R et d’apres 3)
x
1 1
fa(x) + fa <.%'> = fa <5L' > = fa(l) =0

1
Alinsi, | pour tout = > 0, f, <) = —fa(z).
T

5. Soit € R* . Procédons par étapes.
Pour r € N. Montrons par récurrence sur n € N la propriété P(n) : f, (a:") = nfq(z)

Initialisation : P(0) est évidente : fo(2°) = fa(1) = 0 = 0fq(z). P(1) est aussi évidente.
Hérédité : Soit n > 1. Supposons P(n) vraie.

fa(xn—H) = fa(x xn) 3:) fa(x) + fa(xn) H:R fa(x) +nfa($) = (n+ l)fa(ﬂf)

Donc P(n + 1) est vérifiée.
Conclusion : pour tout n € N, f, (ac”) =nfq(x).

Pour r € Z. Soit n € —N* alors

e = b (55) = F ((i) ) =t () 5 halo)

Pour r € Q. SoitrzgavecneZetdeN*:

o~

dfa(@) = fu ((£7)") = fula") = nfula)

8
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En divisant par d on trouve f, (.r%) = %fa(x).

Ainsi, |pour x > 0 et r € Q, fa(xr) =rfa().

6. Pour x € R* | In’(x) =

7. La croissance de In donne ’existence de ses limites en 0 et en +o0.

2" — +o0 et In (2") = nln(2) — +o0 avec In(2) > In(1) = 0.

Par unicité de la limite, 1+1m In = 400
o0

1 1

— — +o0 donc par composition de limite In(z) = —In <> — —oo donc |limln = —c0.

T z—0 T ) xz—0 0
8.5i a € RY alors f, = aln est strictement croissante avec Em fo =40 et lign fo = —0c.

o0
Si a € R* alors f, = aln est strictement décroissante avec L&m fo=—00 et li(r)n fo = +00.
o0
Partie B - logarithme décimal
9. On sait que f, = aln donc
1
10)=1 & In(10) =1 <« =
fa( ) a Il( ) a 111(].0)

Ainsi, |il existe un unique logarithme Log = f —— tel que Log(10) = 1.
10)

10. Soit N un nombre entier naturel dont 1’écriture en base dix posséde n chiffres, alors N €
[10"~1,10™ — 1]. Comme Log est strictement croissante sur R* d’aprés 8),

10" <N <10 = Log(10" ') < Log(N) < Log(10™)

= (n —1)Log(10) < Log(N) < nLog(10)
= mn—1<Log(N)<n = |Log(N)]=n-1

Ainsi,

(N) est n—l.‘

11. Exercices en vrac :

(a) Le nombre de chiffre de 429" correspond a la partie entiére de son logarithme décimal
augmenté de 1 :
Log(4*°") +1 = 2019Log(4) + 1 ~ 1216,6

Ainsi, |le nombre 42°1 posséde [2019Log(4) | + 1 chiffres & savoir 1216 chiffres.

(b) (i) Calcul du niveau sonore :

I 107°
LzHE@(I):HE%<Hkm>:HE%GW):mx7hng:m
0

(ii) Notons L et L’ les niveaux sonores associés respectivement aux intensités I et I”.

r 1
L'=10+1L < 10Log <I> = 10 + 10Log (I)
0

0
r I
< Log Io) — Log <IO> =

/ I/
< Log )—1 & —=10

Ainsi, | une augmentation du niveau sonore de 10dB & pour effet de décupler I'intensité.

9
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(c) Introduisons une suite pour décrire la hauteur des rebonds successifs. Soit (r,,) la hauteur,
en mm, atteinte lors du niéme rebond. Alors

ug = 2000 et Vn € N, r,11 =0.77"

et donc pour tout n € N, r,, = 2000 x 0, 7™.
On cherche le premier n tel r, < 1 ce qui désigne la fin des rebonds.

ra<1l & 2000x0,7"<1 < Log(2000 x 0,7") < Log(1)
< Log(2000) + nLog(0,7) <0 < nLog(0,7) < —Log(2000)

L
o ~ Log(2000)
Log(0,7)
Log(2
Ainsi, | La balle s’arréte aprés —M rebonds soit 21 rebonds.
Log(0,7)

Le 22-iéme ne se produit pas.

10



