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MATRICES

Exercice 6.1 Soit A=|1 0 2

G _11>E:<1 _12>,F:(1 -3 0 2)

Calculer AB, B®, CF, FC, D? D3, D'? et ES.

w O = N

Exercice 6.2
2 11 111
Soit A=1[1 2 1]etU=1[]1 1 1
11 2 111
1. Exprimer A en fonction de U et I3.

2. Déterminer pour k € N, 'expression de U*.

3. Utilisant la formule du binéme, donner une expression de A™ en fonction
de A et I3.

Exercice 6.3

-1 2 0 0 2 0
Soit les matrices A= 0 -1 3 JetN=]|0 0 3
0 0 -1 0 0O

1. Calculer N2 et N3. En déduire N? pour tout p € N.

2. Exprimer A en fonction de I3 et NV et en déduire AP pour tout p € N.

Exercice 6.4 Les matrices suivantes sont-elles inversibles 7
Si oui, déterminer leur inverse.

1 -1 1 3 -1 -2 3 4 4
A=(3 1 -1], B=|2 0o —2|, c=|-2 -1 2
11 1 2 -1 -1 -2 0 1

Exercice 6.5 Malrices nilpotentes

Une matrice N € M, (K) est nilpotente lorsqu’il existe p € N* tel que NP=0.
Soient A et B deux matrices de M,,(K) nilpotentes et telles que AB = BA.
1. Montrer que AB est nilpotente.

2. Montrer que A + B est nilpotente.

3. Pour k € N*, factoriser I¥ — A" par I, — A.
En déduire que I,, — A est inversible.

Exercice 6.6 Trace d’une matrice

Si A = (a;j)i<icn € My(K), on appelle trace de A et on note trA
1<j<n

la somme des coefficients diagonaux de A :

tr (A) = Z am-.
i=1
1. Montrer que pour tout A, B € M, (K) et a,y € K :
tr (A +vyB) = atr (A) + ytr (B)

On dit que la trace est une forme linéaire sur M, (K).
2. Soient A, B € M,,(K), montrer que tr (AB) = tr (BA).
3. Considérons M, D, P € M, (R) telles que M = PDP~!. Montrer que

tr (M) = tr (D)

Exercice 6.7 Les matrices B et P sont données.

3 2 2 0o -1 1
B=| 2 3 2 et P=|-1 -1 1
-2 -2 -1 1 2 -1
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1. Montrer que P est inversible est donner P~
2. Calculer D avec D = P~'BP.

3. Montrer que pour tout n € N, B® = PD"P~L.
4. Déterminer B™, pour n € N.

-7 4 5
Exercice 6.8 On considére My = A—Xzavec A=|-3 2 3
—6 4 4

1. Vérifier que My est inversible et que My ne 1’est pas.
2. Déterminer les A tels que M) ne soit pas inversible.
Lorsqu’un pivot dépend d’un parameétre, il convient d’effectuer
1. On dit qu’un polynéme R est annulateur de la matrice A si R(A) = 0.
a) Calculer A%, A3 et A3 — A2 — 24,

b) En déduire un polynéme R non nul, annulateur de la matrice A.

une discussion ou de changer de pivot par échange de ligne.

Exercice 6.9

Soit A la matrice carrée d’ordre 3 définie par A =

—_ o O
= o O

1
1
1
S

c¢) Déterminer les racines du polynéome R.

1 1 1
2.a) Soient Uy = 1 ,U=| -1 JetUs=| 1
-1 0 2

Pour i € {1;2;3} calculer AU; et 'exprimer simplement en fonction de Uy,
U2 et Ug.

-1 0 0 1 1 1 2 2 -2
b)Soit D=[ 0 0 0], P=[ 1 -1 1 |et@=[3 =3 0
0 0 2 -1 0 2 1 1 2

Calculer le produit PQ. En déduire que la matrice P est inversible et déter-
miner son inverse P!

c) Vérifier la relation AP = PD.

3.a) Etablir par récurrence, pour tout n >1: A" = PD"P~1.
b) En déduire pour tout n > 1, la matrice A™ sous forme explicite.

4. Soit M la matrice carrée définie par M = I — 2A + 5A2.

a) Montrer que A2P = PD?,
En déduire D'égalite MP = P (I — 2D + 5D?).
b) Enfin, montrer que P~'M P est une matrice diagonale.

4 00 1 00
Exercice 6.10 On considere A= -5 9 0 Jetl3g=[ 0 1 0

-5 5 4 0 01
1. Trouver, en fonction de I3 et de A, deux matrices P; et P, de M3(R) telles

que :
P+P=1I3 et 4P +9P,=A
Expliciter ensuite les coeflicients de P; et ceux de Ps.
2.a) Vérifier que P = Py et PiPy = O, r) et calculer PPy et Py
b) En déduire : Vk € N, A¥ = 4*P| + 9¥ Py,

3. Pour tout k£ € N, calculer (4_kP1 + 9_kP2)Ak et en deduire que A est
inversible.
En déduire pour tout k € Z I'expression de A* en fonction de Py et P.

4. Trouver une matrice B € M3(R) telle que B? = A et expliciter la.

Exercice 6.11

111 011
Onpose M=|0 1 1]JetJ=1]0 0 1
0 0 1 0 00
1. Calculer les matrices J2, et J3. En déduire I'expression de J", pour n > 3.
. n n(n—1)
2. Montrer que pour tout entier naturel n > 2 : M" = Is+nJ + TJ

3. L’écriture obtenue est-elle encore valable pour n =0, n=1oun € —N.

Exercice 6.12 Pour quelles valeurs de A, la matrice suivant n’est pas in-
versible 7
1—A 2 -2
A= 3 2—A —4
3 3 —5—=A
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Exercice 6.13

L0 1 I-XA 0 1 Soit A € M, (K), une matrice a diagonale strictement dominante, c’est-a-
Soit A= -1 2 1 JeteMy=[ -1 2-x 1 dire -
0O 1 -1 0 1 —1-=A n
1. A quelle condition sur A la matrice M est-elle inversible ? vie [Ln], lai] > Z i j]
2. Résoudre M\ X =0 avec X = | y | pour chacune des valeurs trouvées. J#i
z Montrer que A est inversible.

3. Former une matrice P en prenant pour colonne une solution des trois

systémes résolus. Déterminer l'inversibilité de P.

4. Donner P~LAP.

Exercice 6.16 Lemme d’Hadamard

SYSTEMES LINEAIRES

Exercice 6.17 Résoudre les systémes suivants :

Exercice 6.14 3z —2y+z2z = 2 B 7
Justifier 'inversibilité puis calculer I'inverse de la matrice suivante : (51) €T -z = =2 (S2) { yor= 15
—rz+2y—2z = 0 3z -5y = -3
1 2 3 -+ n
z+y+z = 1
0 (Ss) 2 —y+2z = 1 (S4) 2e+y—2z = -1
A= 3 3 2 +y+z = 2 4 —r+y+2z = 2
SRR r—y—z = 0
0 0 1

Exercice 6.15 Soit A € M, (K). On note :

Exercice 6.18
Résoudre le systéme homogeéne dont la matrice associée est :

. . . 1 -1 1 -1 1
(i) A est inversible . 1 1 2 -1 0
(i) VX e M, 1(K), AX = OMn,1(K) = X = OM"J(K) 12 -2 3 -1 2

4 -2 6 -3 3

1. Montrer que (i) = (7).

2. On supposons (ii).

Exercice 6.19
Soit m € R. Résoudre le systéme d’inconnues (z,y,2) € R3 :

a) Soit YeM,, 1 (K), montrer que I'équation AX =Y d’inconnue XeM,, 1(K)
posséde une unique solution.

b) On pose C; la solution de I'équation AX = e; = (0x,i)rei,n] € Mn,1(K).
En déduire une matrice B € M,,(K) telle que AB = I,, et conclure.

z+my+z=1
(m+1)z+2y+(m—3)z= -1
(m—1)x—3z=-1
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Exercice 6.20 Soit a,b € R?. Résoudre le systéme d’inconnues z, y, z € R3:

ar+by+z=1
xr+aby+z=>
r+byt+az=1

Exercice 6.21 Résoudre
r+y+z+t = 2 r+y+z+t = 2
) r4+2y+2z = 0 r+y—z2+2t = -1
(S1) 3x+3y+2:—t = —1 () 20 +2y+3t = 1
—y+2z+2t = 1 r+y+3z = 5
r+y—2 = 0
(S3):{z+y+z+t = 12 (Sy) : 2e4+y—2z = -2
—x+3y—2z = 2
r+y+z = 1
) 2r+y—2z = -1 ) r+ytz+t = 1
(S5) - rT—3y+z = (Sﬁ)'{Zw—l—y—z—?)t = -1
—zr+y—2z =1

Exercice 6.22

1. A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur (a,b,c) € R3 le

systéme suivant admet-il au moins une solution ?

r + 2y — z = a
—2x 3y + 3z = b.
x + y - 2z = c

2. Déterminer f(R?) avec :

f: R R3
(r,y,2) — (r+2y—2,—2x—3y+3z,2+y—22)

l

Exercice 6.23 Montrer que I’application suivante est bijective et détermine

I’expression de sa bijection réciproque.

. R — R3
g (fL‘,y,Z) = (y—z,3m—y—|—z,2$—y)

Exercice 6.24 Soit n > 2, résoudre le systéme donné par :
n
Vieo,n] 2z — 14> x4 =0
k=1

Exercice 6.25 On pose A(—3,—1), B(4,1), C(—2,3) et 1 (1,2).
1. Donner une équation cartésienne de Dy = (AB),

2. Donner une équation cartésienne de la droite Do passant par C' et dirigée
par U,

3. Déterminer D1 N Ds.



