Lycée Saint-Exupéry — MPST 2023/2024 — Mathématiques DS 5

DS 5

Mercredi 29 novembre 2023 — durée : 2 h

Exercice 1 - Décomposition de Dunford

On dit qu’une matrice A carrée d’ordre n est une matrice nilpotente s'il existe un entier naturel k
non nul tel que :

APt 20, et AF =0,

ou 0, représente la matrice carrée nulle d’ordre n.

Soit A une matrice carrée d’ordre n, on dit que le couple (A, N) est une décomposition de
Dunford de A lorsque :

A est un matrice diagonalisable

i.e. il existe une matrice P telle que P~'AP est diagonale
N est une matrice nilpotente

i.e. il existe p € N* tel que NP est la matrice nulle
AN=NA e A=A+ N

1 2 10 0 2
1.Onpose.A—<O 1>, A—<0 1) et N_<O O>

Vérifier que (A, N) est une décomposition de Dunford de A.

Dans toute la suite de I’exercice, on pose :

3 1 -1 00 —1 310 2 0 0
A=|-20 2|, N=(oo0 2|, A=[(-200|, D=0 10
0 0 1 00 0 0 0 1 00 1
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a) Exprimer les produits AX7, AXs et AX3 en fonction de X7, X9, X3
b

Déterminer si P est inversible et donner son inverse éventuelle.

c) Calculer, puis identifier P~'AP.

)
)
)
3. a) Etablir que N est une matrice nilpotente.
b) Vérifier que (A, N) est une décomposition de Dunford de la matrice A.
)

c¢) En utilisant la formule du binéme de Newton que I'on justifiera, donner I'expression de A"
en fonction des puissances de A, de N et de n.

d) Etablir que pour tout entier naturel k > 1, AN =N

e) Proposer une décomposition de Dunford de A™.
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Probléme 2 - Etude d’une suite récurrente

Dans tout le probléme, on considére la fonction réelle f de la variable réelle x définie sur ] 0; +o0 [ par :

f(z) =In <1 + i)

Partie A — Etude du sens de variation de la fonction f

1. Calculer f/(z) et étudier son signe sur ]O, +00 [ En déduire le sens de variation de f sur ]0, 400 [

2. Déterminer les limites de f en +o0o et en 0.

3. Dresser le tableau de variations de f.

4. En admettant que 0.7 < f(0.9) < f(0.7) < 0.9, montrer que, pour tout = élément de Pintervalle
I=10.7,0.9], f(z) est aussi élément de I et que |f/(x)] < 0.9.

Partie B — Equation f(x)=x

On se propose dans cette partie de montrer que I’équation d’inconnue z > 0 : f(z) = = a une
solution unique dans l'intervalle ]O,+oo[ et de donner une valeur approchée de cette solution a
I'aide d’une suite.

5. On considére la fonction g définie sur ]0, —i—oo[ par :

g(x):ln<1+i>—x

Déterminer les limites de g en +00 et en 0.
6. Montrer que g est une fonction strictement décroissante sur ]0, ~+00 [

7. Montrer que 1’équation d’inconnue z : g(z) = 0 admet une solution unique, que l'on notera «,
appartenant & l'intervalle I = [0.7 , 0.9]. Montrer que cette équation n’a pas d’autre solution
dans ]0, 400 [

8. On consideére la suite réelle (uy), oy définie par :

ug = 0.7
VneN, upi1 = f(un)
Montrer que, pour tout entier naturel n, u,, est élément de I.
9. Démontrer que pour tout entier n :

[tnt1 — o <0.9|u, — «f

10. Démontrer, en utilisant un raisonnement par récurrence, que pour tout entier n :
lup, — ] <0.9"|ug —
En déduire que la suite (u,),cy converge vers a.

11. Montrer que si < a alors f(z) > « et que si z > « alors f(x) < a. En déduire que, pour tout
entier naturel n pair, u, < a et que pour tout entier naturel n impair, u, > a.
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12. Le calcul des termes successifs de la suite (uy),, .y donne :

uy ~ 0.843719674807030
ug ~ 0.781720071819179

Quel encadrement en déduit-on pour a 7 Quel est 'ordre de grandeur de la précision ?

13. On souhaite calculer a avec une précision inférieure a 10710,
Sachant que 0.9%? ~ 0,0984--- < 0,1, pour quelle valeur de n peut-on étre certain que

Up < a < uy + 10710

Ecrire un programme PYTHON qui calcule une valeur approchée de a a 10710 preés.

Exercice - Etude d’une suite explicite

On se propose d’étudier la suite (uy)nen+ définie par

’LL1:1

1
Vn € N*, up41 =1In <1 + >
n

n n
ainsi que les sommes S5, = E ug et T, = g up
k=1 k=1

1. a) Etudier g :  — In(1 4+ ) — x et déterminer son signe.

(Domaine de définition, dérivabilité, tableau de variation ...)

b) Donner un encadrement de la suite et en déduire qu’elle converge vers 0.

et déterminer son signe sur [1 ;+o0[.

- 1
2. a) Etudier h: z +— In <1+) —
x x —+

b) Montrer que Vn € N*,

>In(1+ L > 1
U n =
" n n+1
c) Pour n € N*, on pose S, = w1 +ua + -+ + up.
Donner une minoration de (S, — S,) indépendante de n.

d) En déduire que la suite (S,,) n’a pas de limite finie.
Que peut-on conclure sur la suite (S,) ?
3

3. a) Montrer que Vx € [1 ;+oo[, In <1 + > <
T

3
x+1

n+1
1 1 1

—— <= =
m+1)2 n n+1

d) En déduire la nature de la suite de terme général T}, = uf +u3 + - - + u2.

b) En déduire que Vn € N*, u,, <

¢) Montrer que Vn € N,

FIN DE L’ENONCE
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