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Colle 11

Les questions "4 " sont avec un développement (démonstration, exemple, exercice).

EXTRAIT DU PROGRAMME

1. FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE :
A. LIMITES ET CONTINUITE

A. LIMITE D’UNE FONCTION EN UN POINT

Etant donné un point a de R appartenant a I ou extrémité
de I, limite finie ou infinie d’une fonction en a.

Unicité de la limite.

Si f est définie en a et posséde une limite en a, alors
lim f(z) = f(a)

r—ra

Si f posséde une limite finie en a, f est bornée au voisinage
de a.

Limite & droite, limite & gauche.

Caractérisation séquentielle de la limite (finie ou infinie).
Opérations sur les limites : combinaison linéaire, produit,
quotient, composition.

Passage a la limite d’une inégalité large.

Existence d’une limite par encadrement (limite finie), par
minoration (limite +00), par majoration (limite —oo).
Théoréme de la limite monotone.

B. CONTINUITE EN UN POINT

Continuité, prolongement par continuité en un point.

Continuité & gauche, a droite.

Caractérisation séquentielle de la continuité en un point.
Opérations sur les fonctions continues en un point : combi-
naison linéaire, produit, quotient, composition.

C. CONTINUITE SUR UN INTERVALLE

Continuité sur un intervalle.

Théoréme des valeurs intermédiaires.

Image d’un intervalle par une fonction continue.
Corollaire : cas d’une fonction continue strictement mono-
tone.

Théoréme des bornes atteintes : toute fonction continue sur
un segment est bornée et atteint ses bornes.

Image d’un segment par une fonction continue.

Une fonction continue sur un intervalle, & valeurs réelles et
injective, est strictement monotone.

Toute fonction réelle strictement monotone, définie et con-
tinue sur un intervalle, admet une fonction réciproque de
méme monotonie, définie et continue sur une intervalle.

D. FONCTIONS COMPLEXES
Bréve extension des définitions et résultats généraux sur les
limites et la continuité.

2. ANALYSE ASYMPTOTIQUE

A. RELATION DE COMPARAISON :

Relations de domination, de négligeabilité, d’équivalence en
un point a de R.
Lien entre ces relations

LIMITES ET CONTINUITE, DERIVABILITE, CONVEXITE

Les définitions sont énoncées avec des inégalités larges.

Notations f(x) —— ¢, lim

T—a T—a

(z).

Notations lim f(z) ou lim f(z).
i st

La continuité de f au point a de I est définie par la relation

f(@)s5af (a).

Principe de démonstration par dichotomie.

La démonstration n’est pas exigible.

La démonstration n’est pas exigible.

Caractérisation de la limite et de la continuité & 'aide de
parties réelle et imaginaire.

CAS DES FONCTIONS

Notations

f(x) ~ g(@).

Tr—a
La relation f(z) =

f(x) r—a
g(x)

calement.

o(g(x)) est définie & partir du quotient

sous I’hypothése que la fonction g ne s’annule pas lo-
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Pour la relation f(z) ~ g(x), on donne les deux formes
r—ra

f(z) _ o
(@) = 1 et f(z) S g(z) + o(g(x)), en insistant sur

I'intérét de la seconde dans les calculs.
Pour mener une étude locale de f au voisinage de a < 0, on
étudie f(a + h) pour h — 0.
Traduction & l'aide du symbole o des croissances comparées
de In?(z), =%, &® e, +00, de In’(z), z* en 0.

Reégles usuelles de manipulation des équivalents et des sym-

boles 0 et O. Obtention d’un équivalent par encadrement

: si les fonctions réelles f, g, h vérifient f < g < h et si

f(x) e h(zx), alors g(x) o f(x). Propriétés conservées

par équivalence : signe, limite.

METHODES ET SAVOIR-FAIRE
Ecrire et identifier une définition de limite

Calculer une limite en utilisant les relations de comparaisons
Etablir la continuité ou le prolongement par continuité
Mettre en oeuvre le principe de dichotomie

Différencier 1'utilisation du TVI et du théoréme de la bijection

QUESTIONS DE COURS

Donner des exemples de définition de limite (exemples : lién f = o0, ljg f=-1).
Définir la continuité en un point, le prolongement par continuité.

Caractérisation séquentielle de la limite

Théorémes de passage a la limite, d’encadrement et de comparaison, de composition.

Relations de comparaison, propriétés (dont celle reliant o ) et ~, signe et ~, limite et ~, corollaire des
encadrements), substitution (ou compatibilité avec la composition a droite), incompatibilité de I’équivalence
avec la somme et la composition & gauche.

Donner un exemple ou contre-exemple dans chaque situation.

Equivalents usuels, croissances comparées
Soit f,g € (R%)! et a un élément ou une extrémité de I tels que f ~ g et limg = £ € {0,+00}.
a a
Montrer que In(f) ~ In(g).
a

Théoréme des valeurs intermédiaires. Image d’un intervalle/d’un segment par une application continue.
Théoréme de la limite monotone et son lemme. Liens entre injectivité et stricte monotonie. Théoréme de la
bijection.

Soient f : R — R bornée et g : R — R continue. Montrer que go f et f o g sont bornées.

Soit f : [a,b] — [a,b] une fonction croissante. Montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = c.

Théoréme des valeurs intermédiaires.

L’image d’un intervalle par une application continue est un intervalle.



