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Formule de Stirling

Partie A - Intégrale de Wallis

Pour tout n ∈ N, on dé�nit Wn =

∫ π
2

0
(cos(t))n dt.

1. Calculer W0 et W1.

2. a) Montrer que la suite (Wn)n∈N est décroissante.

b) Montrer que pour tout entier n ∈ N, Wn > 0.

3. a) Montrer que pour tout entier n ∈ N, (n+ 2)Wn+2 = (n+ 1)Wn

b) En déduire que pour tout entier n ∈ N, (n+ 1)Wn+1Wn =W1W0

4. a) Montrer que pour tout entier n ∈ N, Wn ≥Wn+1 ≥
n+ 1

n+ 2
Wn.

b) En déduire que Wn+1 ∼Wn, puis que Wn ∼
√

π

2n
.

5. Montrer que pour tout entier n ∈ N, W2n =
(2n)!

22n(n!)2
× π

2
.

En déduire l'équivalent de

(
2n
n

)
. (Cet équivalent est appelé formule de Wallis).

Partie B - Formule de Stirling

On note, pour tout entier n ≥ 1 : An =
1

n!
nne−n

√
n.

On note, pour tout entier n ≥ 2 : an = −1−
(
n− 1

2

)
ln

(
1− 1

n

)
.

6. Considérons la suite

(
n∑

k=2

ak

)
pour n ≥ 2 :

a) Donner un équivalent de an.

b) En déduire qu'à partir d'un certain rang, 0 ≤ an ≤
1

6n2
≤ 1

6n(n− 1)
=

1

6(n− 1)
− 1

6n
.

c) Montrer que la suite

(
n∑

k=2

ak

)
est croissante à partir d'une certain rang et majorée.

d) En déduire que la suite converge.

7. Montrer que pour tout entier n ≥ 2, an = ln(An)− ln(An−1).

8. En déduire que la suite (An)n∈N∗ converge et que sa limite ` est strictement positive.

9. a) Justi�er que n! ∼ 1

`
nne−n

√
n.

b) En utilisant la formule de Wallis, en déduire que n! ∼ nne−n
√
2πn. Prog


