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DS 6 bis

Mercredi 20 décembre 2023 — durée : 2 h

Probléme 1 - Matrices productives

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2, M, (R) est I'ensemble des
matrices carrées réelles d’ordre n et M,, 1 (R) I'ensemble des matrices colonnes réelles & n lignes.

Une matrice M de M, (R) ou de M, 1 (R) est dite positive si et seulement si tous les coefficients
de M sont positifs ou nuls. On notera alors M > 0.

Une matrice M de M, (R) ou de M, 1(R) est dite strictement positive si et seulement si tous
les coefficients de M sont strictement positifs. On notera alors M > 0.

Si M et N sont deux matrices de M, (R) ou de M, 1(R) , la notation M > N (respectivement
M > N ) signifie que M — N > 0 (respectivement M — N >0 ).

Une matrice M de M,,(R) est dite productive si et seulement si elle vérifie les deux conditions
suivantes : M est positive et il existe une matrice positive P de M,, 1 (R) telle que P — M P > 0.

Partie A - Etude d’exemples

1 0 1 1
1
1. En considérant U = | 1 | , montrer que la matrice A = 3 1 0 1] estproductive.
1 110

= I EN

1 1

2. Montrer que la matrice B = | 2 3 | n’est pas productive.
0 1

Partie B - Caractérisation des matrices positives

Soit M une matrice de M,,(R).

3. Montrer que, si M est positive, alors, pour toute matrice positive X de M, 1(R), le produit M X
est positif.

4. Réciproquement, montrer que, si, pour toute matrice positive X de M,, ;(R), le produit M X
est positif, alors la matrice M est positive.
Partie C - Caractérisation des matrices productives

5. Soit A une matrice productive de M,,(R) dont le coefficient de la i-éme ligne et de la j-éme
colonne est noté a;j, et P une matrice positive de M,, 1(R) telles que P — AP > 0. On note
D1, - - -, Pn les coefficients de la matrice colonne P.

a) Montrer que P > 0.
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b) Soit X appartenant a M,, 1(R) telle que X > AX. On note z1,...,z, les coefficients de

x
la matrice colonne X. On désigne par c le plus petit des réels = lorsque I'entier j décrit
Dy

Pensemble {1,...,n} et k un indice tel que ¢ = Tk
Pk

n
Etablir que c(pk - Z akjpj> > 0. En déduire que ¢ > 0 et que X est positive.
j=1
¢) Soit X appartenant a M,, 1 (R) telle que X = AX.
En remarquant que —X > A(—X), montrer que X est nulle.
En déduire que I,, — A est inversible, ou I,, est la matrice identité de M,,(R).

d) Montrer que, pour toute matrice positive X de M, 1(R), la matrice Y = (I,, — A)71X est
positive (on pourra utiliser C5b).

En déduire que (I,, — A)~! est positive.

6. Dans cette question, on considére une matrice positive B de M,,(R) telle que I, — B soit inversible
et telle que (I,, — B) ™! soit positive. On note V = (I, — B)"!U, ot U est la matrice de M,, 1(R)
dont tous les coeflicients sont égaux a 1.

Montrer que V — BV > 0. Conclure.
7. Donner une caractérisation des matrices productives.

8. Application : Soit M une matrice positive de M, (R) telle que 2M? = M.
Vérifier que (I, — M)(I,, +2M) = I, et en déduire que M est productive.

Probléme 2 - Théoréme de Césaro

Pour toute suite réelle (a,)nen+, on définit pour tout n € N* :
1 n
b, = —
=13
k=1

La suite (b,) est appelée moyenne de Césaro de la suite (ay,).

Démontrer le théoréme suivant :

Théoréme — Si la suite (a,) tend vers £ € R alors la suite (b,) tend vers £.

Théoréme de Césaro

Toutes les questions sont indépendantes.

1. Commengons par un cas simple : on suppose que la suite (a,) converge vers £ € R et qu’il existe
a € [0, 1] tel que pour tout n € N
lan, — ¢ < a”

Montrer que (b,,) converge aussi vers /.
2. Cas général de convergence : On suppose que (ay) converge vers £ € R

a) Montrer que pour tout p,n € N* avec p < n alors

n

1 <& 1
bn =01 < = ok =€+~ D Jar |
k=1 k=p+1

2
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b) Montrer que (b,,) converge vers £.

. S0it (vn)nen+ la suite de terme général

n
1 1 1 1 1
K S A TR TRRT:

En introduisant une moyenne de Césaro, montrer que la suite (v,) converge et donner sa limite.

. Soit (wp)nen+ la suite de terme général

Déterminer la limite de la suite (wy,).

.Soit a, B € R tel que lim agop, = a et lim agyy1 = 5.
n—-+o0o n—-+o0o

Montrer que (b,) converge et donner sa limite.

. Soit (cy,) une suite telle que

c —c, — LR
ntl nn—>+oo

c
Montrer que — — /.
n n—+oo

. Cas général de limite infinie : On suppose que (a,) converge vers +oc.

a) Montrer que pour tout p,n € N* avec p < n alors

1 <& 1 &
b f§ ' - E
n ag + " ay
k=1 k=p+1

b) Montrer que (b,,) converge vers +o0.

Partie B - Etude d’une réciproque éventuelle

8.

10.

11.

Montrer que la réciproque dans le cas ou la limite est finie est fausse en donnant un contre-
exemple.

. Montrer que la réciproque dans le cas ou la limite est infinie est fausse en donnant un contre-

exemple.

Montrer que si la suite (a,) est monotone alors la réciproque est vraie.

1 n
a) Considérons la suite (u,) telle que u, = o () et pour tout n € N*, a,, = g U.
n
k=1

Montrer que si (by,) converge alors (a,) aussi.

b) Considérant la formalisation suivante :

1 n
( zvk) converge = (vy) converge
n

k=0
Quelle hypothése venons nous d’établir qui valide la réciproque.

FIN DE L’ENONCE
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Probléme 1 - Matrices productives

Partie A - Etude d’exemples
1. On note que A >0et U > 0. Calcul de U — AU :

Do) (1) = (1) a) =2 (1) s
1 3 1 10 1 1 3 2 3 1
Alinsi, | A est productive.
x
2. Soit P = | y | une matrice positive de M3 1(R). Considérons P — BP :
z
x 1 4 1 x T x4+ 4y +z —4y —z
P-BP=[y|-(2 1 3 yl=\yl| —-22+y+3z] = —22—-3z
z 0 0 1 z z z 0

Le troisiéme coefficient de P — BP est nul donc P — BP n’est pas strictement positive. Ceci vaut
pour toute matrice positive P de M3 ;(R). Donc il n’existe pas matrice positive P de M3 1(R)
telle que P — BP > 0.

1 4 1
Ainsi, [ B= |2 1 3| n’est pas productive.
0 01

Remarque : : lanégation de "il existe une matrice positive P de M,, 1(R) telle que P—MP > 0"
est "pour toute matrice positive P de M,, 1(R) alors P — MP % 0". Or P — M P % 0 ne signifie
pas P — M P < 0 mais seulement que le vecteur P — M P posséde un coefficient négatif.

Partie B - Caractérisation des matrices positives

3. Considérons deux matrices positives : M = (m; ;) € My (R) et X = (z) € Mp1(R).
Posons Y = M X = (y;) € My 1(R). La définition du produit matriciel donne :

n
Vk e [1,n], yx= me xj
=~
J=F >0 >0

|
>0

Or la somme et le produit de nombres positifs est positif, donc Y est une matrice positive.

Ainsi, [si M € M, (R) est positive, alors pour tout X € M, 1(R) positive, M X est aussi positive.

4. Considérons M = (m; ;) € My(R) vérifiant que pour toute matrice positive X € M,, 1(R) alors
M X est aussi positive.

En particulier, pour i € [1,n], prenons X = ¢; : la matrice colonne ayant tous ses coefficients
nul excepté celui sur la i-éme ligne qui vaut 1.

Alors Me; est positive. La calcul de Me; donne la matrice colonne égale & la i-éme colonne de
M. Donc les coefficients de la i-éme colonne de M sont positifs.

Ceci valant pour tout i € [1,n], les coefficients de M sont tous positifs.

Ainsi, | M est positive.‘

Nous venons d’établir la caractérisation suivante :

5
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Un matrice M € M, (R) est positive si et seulement si
pour toute matrice positive X € M,, 1(R) alors M X est aussi positive.

Partie C - Caractérisation des matrices productives

5. Soit A € M,,(R) productive et P € M, 1(R) positive telle que P — AP > 0.

a) Comme A et P sont positives, alors d’aprés B1), la matrice AP est aussi positive. Notons
Q = AP = (q;) € My 1(R) avec pour tout ¢ € [1,n], ¢; > 0.
Or P— AP =P — @ > 0, donc pour tout i € [[1,n],

pi—¢>0 = p>¢=>0 = p >0

Ainsi,

P > 0, P est strictement positive. ‘
b) Soit X € M,, 1(R) telle que X > AX.

n
Notons R = AX = (r;) € My 1(R) avec pour i € [1,n], r; = Z a; jT;
j=1

Donc pour tout ¢ € [1,n] , z; > r;.

Par définition ¢ = % = min {xj,j € [[l,n]]}. Ainsi, pour j € [1,n] :
Pk pj

"y
c < p—j = cpj <xj = cagpj < ag;Ty car agj > 0 et p; >0
j

Par sommation pour j € [1,n], on obtient :

n n n n
E cay;pj < g Qf5Tj = — g QT < — E Caj;Pj
J=1 J=1 Jj=1 J=1

n n

= T — E AT <z — E CQg;Pj
7j=1 7j=1
—_——

=rg

n
Or 2 — ry, > 0 donc xp, — ankjpj > 0.
Jj=1

n
De plus xr = cpg. Ainsi, |c | pr — Zakjpj >0\
j=1

De plus P — AP > 0, en particulier le coefficient de sa k-éme ligne est strictement positif :
n
Pk — Z agip; >0
j=1
En divisant I'inégalité trouvée juste avant par ce nombre on obtient : ¢ > 0.
11 vient pour tout 7 € [1,n] : x; > ¢p; > 0 car p; > 0.

Ainsi,
c) Soit X € M,, 1(R) telle que X = AX.

Alors X > AX et d’aprés Clb), X > 0.

De plus —X = —AX = A(—X) donc —X > A(—X), toujours d’aprés Clb), —X > 0.

Les coefficients de X étant positifs et négatifs, ils sont nuls : X = 0, ,(r)-

Ainsi, | X est nulle.

c > 0 et X est une matrice positive. ‘
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On vient de montrer que pour tout X € M, 1(R),
AX — X = (A - In)X = OMn(R) = X= OMn,l(R)

Ceci caractérise le fait que la matrice A — I, est inversible.

En effet, si A—1I,, est inversible, le résultat est clairement vrai. Montrons 'implication
qui nous intéresse :

L’ensemble des solutions du systéme associé & 1’égalité matricielle (A — I,,)X = 0 ne
contient qu’un seul élément : X = 0.

Ceci indique que la réduction par la méthode du pivot de Gauss ne donne pas
d’inconnue secondaire et donc qu'il y a autant de pivots que d’inconnues (et aussi
autant d’équations). La matrice est bien inversible.

Ainsi,

d) Soit X € My, 1(R) une matrice positive et Y = (I, — A)~'X. Alors

A — I, est inversible. ‘

X=(I,—AY =Y —AY >0

D’apres C.5.b) ’Y est positive. ‘

On vient de montrer que pour tout matrice positive X € M,, 1(R), alors (I, — A)71X est
aussi positive. D’apres la caractérisation des matrice positive vue en B), plus particuliérement

B2), nous obtenons que | (I,, — A)~! est positive |

6. Soit B € M,,(R) une matrice positive telle que I,, — B soit inversible et (I, — B)~! soit positive.

Posant U € M,, 1(R) la matrice colonne dont tous les coefficients sont égaux & 1 alors U est
strictement positive. D’aprés B1) V = (I, — B) 71U est aussi positive.

De plus (I, — B)V =V — BV =U > 0. Ainsi,

B est productive. ‘

7. D’apres C2) et C3) une caractérisation des matrices productive est :

Un matrice M € M, (R) est productive si et seulement si
M est positive, I — M est inversible et (I,, — M)~! est positive.

8. Considérons une matrice positive M € M, (R) telle que 2M?2 = M. Alors,

(In — M)(I, +2M) = I, + 2M — M — 2M* = I,,

=0, ()

La matrice I,, — M est inversible et (I,, — M)~! = I,, + 2M.

La somme de deux matrices positives étant positive, il vient (I, — M)~' > 0. D’aprés la

caractérisation des matrices productives établie en C.7), on peut affirmer que ’ M est productive.

Probléme 2 - Théoréme de Césaro

Partie A - Théoréme de Césaro

1. Soit n € N*

3

b — 4] = = (ar = 0)

k=1

S|

1 & 1 <&
nkZaanE
=1 k=1
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L’inégalité triangulaire donne :

1 n
by, — 4 < — -/
o =< 53 o=

Par somme d’inégalités, puis par somme géométrique avec a € [0, 1] :

1< al—a” o
b, — 0] < — k== <
iz |_n;a nl—a = nl-a)

@ -
Comme —— — 0, par encadrement, il vient : |b, —¢| — 0.

la suite (by,) converge aussi vers /. ‘

Alinsi,

2. a) Soit p,n € N* avec p<n

n

1 ¢ 1 1 ¢
b, — €] = ;Z%-;Zﬁ = EZ(ak—é)
k=1 k=1 k=1
L’inégalité triangulaire donne :
1 n
b, — 1| < — -
b= €1 < 3 lag— 4
k=1
Découpons la somime :
1 & 1 &
oo = €] < = ok =€+~ D7 Jax (|
k=1 k=p+1

Ainsi, pour tout p,n € N* avec p < n alors

n

1 < 1
_Y < = E _ . § _
’bn 6] = \ak 6\ + n ]ak E‘
k=1 k=p+1

b) Soit € > 0. Comme (ay,,) converge vers ¢, la définition de la limite pour % donne :

DO ™

peN, k>p = J|ap—¢ <

On considére 'inégalité obtenue a la question précédente.
D’une part, par somme d’inégalités, pour tout n > p :

n

1 — 1 e _(n—pe e
- <= < P —p<
nZ|ak ‘_nZQ_ 5y SgtIn-pIn
k=p+1 k=p+1
1 < L - 3
D’autre part — E lap, — €] — 0 donc la définition de la limite pour = donne :

n — n—+o0o 2

1< €

dng=p, n=ng = — ) jar — €] < 5
n
k=1
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Enfin, pour n > ng, on obtient :
6 R
5=

|bn—e|§§+ e

Ainsi, |la suite (by,) converge vers £. ‘

. . . 1
3. La suite (v, )nen+ la moyenne de Césaro associée a la suite ( .
neN*

1
Or — — 0 donc d’apres le théoréme de Césaro, la suite (vy,) converge vers 0.

n n—-+oo
4.Soitn>1
In(w,) = lzn:k‘ln <1-|— 5>
" k
k=1
In(1+2
De plus, une limite usuelle donne : kln (1 + 5) =5 M —5
O
—1

)
Ainsi, (In(wy,)) est la moyenne de Césaro associée a la suite (k: In <1 + k)) qui converge vers 5.

Donc (In(wy,)) converge vers 5.

Ainsi, |la suite (w,) converge vers €.

5. Considérons la nouvelle suite (x,,) définie par
Ton = Q2p — €6 Topq1 = Ant1 — B

Ainsi les suites (z2,,) et (x2,41) converge vers (0. Donc, par recouvrement des indices, la suite
(z,,) converge vers 0. Ainsi sa moyenne de Césaro converge aussi vers 0.

Lo lE R
w2 = 2ty 3 i

=1 =0
15] [%5]
1 1
= (agj —a) + o (agj+1—B)
j=1 7=0

Orm — 1.

€r x—+o0

En effet, pour x > 0

1 x
r—1<|z|]<z = 1——<L—J§1
x x
Par encadrement, lorsque x — +o0, il vient m — 1.
Tr x—+00
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Donc, pour toute suite (uy,) qui tend vers +00, |uy | ~ uy,.

Ainsi,QPJNgﬁNg O‘etﬁ{”“Jwﬂn“Nﬁ _, B

— .
n 2 2 n—+oo 2 n 2 n 2 2 n—+oo 2

Donc—Z:vl—b OH_B — 0

n——+o0o

a+p
5

Ainsi, |la suite (b,) converge vers

6. Comme la suite (c,4+1 — ¢,) converge vers ¢, sa moyenne de Césaro aussi. De plus, une simplifi-
cation téléscopique donne :

n—-4o00

1
n_lzckﬂ—ck:n_l(cn—cl) — /!

C1

Or — 0 donc, par opération sur les suite, on a : L.

—
n — 1 n—+oo n—1 n—=+oo

Cn Chn N

— = — — Y

n n n—1n-s+oo
——

—1

. . &
Ainsi, |la suite — — /.
n n—+oo

7. a) Une découpage de somme donne directement que pour tout p,n € N* avec p < n alors

b) Soit A > 0. La définition de la limite de (a,) qui tend vers +oo pour 34 € R donne :
peN;, k>p = a,>3A

Par somme d’inégalités :

2 1 —
Pourn23p,ona1—£>7etdonc—Z%ZZA
n 3 m S

1
Enfin, — E ar — 0. La définition de la limite donne pour A > 0 :
n — n—-4o0o

1
dng > p; n>ny = —AS—ZakSA
[yt

Par sommation des inégalités, pour n > max(ng, 3p) :

1y -

— — > >

" Z ag —|— Z ap >2A—-A> A
k=1 k—p—H

Alinsi,

(by) converge vers +00. ‘

10
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Etude d’une réciproque éventuelle
8. Considérons la suite (a,) = ((—=1)"). Pour n € N*

n 0 si npair
donc b, — O

— sinon n—+00

k=1 n

Mais (ay) ne converge pas vers 0.

Alinsi,

9. Considérons la suite (a,) = (n(1 4 (—=1)")) ce qui donne ag, = 4n et az,+1 = 0. Pour n € N*

1 1
bo=—> n(l+ (=D ==3 2ix(1+)+ 0
k=1 J=1 indices impairs
n|(ln noyn
_all(sley) dsxs no
n 2 n 2 2 n—+oo

Mais (a,,) ne tend pas vers +oo.

|

10. Considérons (a,) monotone alors elle admet une limite soit finie soit infinie. La moyenne de
Césaro associée, (by,) admet respectivement la méme limite.
Ainsi, le réciproque de théoréme est vérifiée. En effet, si (b,) admet une limite, a fortirio, cette
limite est la méme que celle de la suite (a,) (qui existe de par sa monotonie) d’apreés le théoréme
de Césaro..

Alinsi,

si la suite (ay) est monotone alors la réciproque est vraie. ‘

Ainsi,

11. a) Pour n € N*

n k

k=1 k=1

[a—

Permutons les sommes

n

:%ZZuj:%Z(n—j+l)uj

j=1 k=j j=1
1 < IR
= Z”uj - Z(J = Duy
J=1 J=1
N——_——
=an

1
Oru,=o <k> donc (k — 1)up — 0. D’apres le théoréeme de Césaro on a

3

1 n
I
‘7:

Ainsi, [si (b,) tend vers £ € R alors (a,) aussi.

11
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b) La condition que nous venons d’exhiber pour établir I'implication suivante :

1 n
( ka> converge = (v,) converge
n

k=0

[—=

w)-

est vpy1 — vy = 0(

12



