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DS 8

Mercredi 7 février 2024 — durée 4h

La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans ’appréciation des copies.

Les candidats sont invités a4 encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d’aucun document : ’utilisation de toute calculatrice et de tout matériel électronique est interdit. Seule
’utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si au cours de I’épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il la signalera sur sa copie et poursuivra

sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il sera amené a prendre.

Exercices 1 - Questions courtes

1. Résoudre dans Z :
& 44z =3 [31] &y 63z =4 [14]
2. a) Déterminer en appliquant I’algorithme d’Euclide étendu un couple d’entier (u,v) € Z? tels

que :
Tu+12v =1

b) En déduire un couple d’entiers (ug, vp) € Z? tels que : Tug + 12v9 = 100

¢) Montrer que les solutions de 1’équation d’inconnue (p, q) € Z? :
Tp + 12¢ = 100 (%)

sont de la forme (ug + 12k,v9 — 7k), k € Z.
d) En déduire toutes les solutions de I'équation (%) d’inconnue (p, ¢) € N2.

3. Calculer un développement limité d’ordre 2 en 0 de :

g(z) = 1~ /cos(z)

22 (1 + 22)

4. Soit f la fonction définie par :

f@) = Va? —z % Lexp (;)

a) Quel est ’ensemble de définition de f 7
b) Lorsque x > 0, en écrivant :
1
) =oe (3)

et en calculant un développement limité de ¢ en 0, démontrer que Cy a une asymptote en +oo
c) Identifier la position de Cy par rapport & son asymptote lorsque z — +o00.

d) Que se passe-t-il lorsque z — —o0 ?
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Exercices 2 - Sur les matrices

On considére ’ensemble £ des matrices carrées d’ordre 3 qui vérifient la propriété suivante :

ap az ag
une matrice A= | by be b3 | appartient 4 & si :
1 €2 ¢3

artaztaz=br+brt+bs=c1+c2tcg=a1+bi+c=ar+brtca=az+b3+cs3

On note s(A) la valeur commune de ces six sommes.

1 00 1 1 1
Onnote I =0 1 0] la matrice identité d’ordre 3 et J =11 1 1
0 01 1 11

1. Vérifier que I et J appartiennent a £ et donner les valeurs s(I) et s(J).

1 a b
2. Soit a et b deux réels et K la matrice définiepar: K=|-2 5 3
a —6 5
Déterminer les réels a et b pour que K soit une matrice de &£.
a d x
3.5t M=|b e y
c z 1

Déterminer x,y, 2z,t en fonction de a, b, ¢, d, e pour que M soit une matrice de &£.

Iy T2 I3
4.S0it A= |y1 y2 y3 | une matrice carrée d’ordre 3.
21 22 Zz3

a) Calculer AJ et JA.
b) Montrer que A appartient a & si et seulement si AJ = JA.
c¢) Vérifier que si A appartient a £, alors AJ = s(A)J.

5. Soit A et B deux matrices de £.

a) Montrer que le produit AB appartient a &.
b) Etablir I'égalité : s(AB) = s(A)S(B).

6. Soit A une matrice inversible appartenant a £. On note A~! la matrice inverse de A.

a) A T’aide de la question 4.b), montrer que A~! appartient & &.
b) Montrer que s(A) # 0. Exprimer s (A~!) en fonction de s(A).

1
7. Soit A une matrice de £. On pose B = gs(A)J et C=A-B.

On note F le sous-ensemble des matrices M de & vérifiant s(M) = 0.

a) Montrer que B appartient a &.
b) Montrer que : BC = CB = 0 (matrice nulle).
c) En déduire pour tout entier n supérieur ou égal a 1, la formule : (A — B)" = A" — B".
d) La matrice C appartient-elle a F ?
)

e) En déduire que toute matrice A de £ peut s’écrire comme somme d’une matrice proportionnelle
a J et d’'une matrice de F
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Exercices 3 - Polynémes réciproques

1 1
1. Exprimer X2+ X2 sous la forme d’un polynéme en X + X autrement dit , trouver a,b et c € R

, 1 1\? 1
X —&—ﬁ:a X+X +b X—f‘y +c

tel que :

o 1 .
2. Généralisation : montrer par récurrence que pour tout n € N*, X" + < s’écrit comine un

1
polynéme de degré n en U avec U = X + <

On dit qu'un polynéme P = ag + a1 X + -+ - + a, X" est réciproque si
Vk € [[O,nﬂ, Qp—f = Ak

Exemple : R=2X° - X* 4+ X3+ X2 - X +2,Q=X*-2X34+5X2-2X +1
On pourra tester les questions 38), 4), 6¢) sur R et Q.

1
3. Montrer qu’un polynome P, de degré n, est réciproque si et seulement si X" P <X> = P(X).

Notons £ l'équation P(x) = 0 avec P réciproque.

4. Montrer que si P est de degré impair alors —1 est racine de &.
1

5. Soit z une racine non nulle de £. Montrer que — est racine de .
z

6. On pose p la multiplicité de —1 dans P : on peut écrire P = (X + 1)PQ avec Q(—1) # 0.

a) Montrer que @ est réciproque.

b) Montrer que @ est de degré pair.

1
c) Montrer que le changement de variable U = X + X permet de ramener ’équation @ = 0 a

une équation polynomiale de degré plus petit.

7. Résoudre 'équation z° — 42* + 322 + 322 -4 +1=0

Exercices 4 - Sur les polynémes
On considére ’ensemble E des polynomes P de R[X] tels que :

Yz €]0, +oo, P(x)>0et P'(z) >0
1. Donner un exemple d’élément de FE.

2. Montrer que E est stable par multiplication par un réel strictement positif, par addition et par
multiplication, c’est-a-dire, pour tout a €]0,+o00] et tous P,Q € F, on a :

aP e F, P+QekFE, PQeFE

x
3.Soit P € E. Onnote P, : R — R, z+— / P(t)dt.
0
Montrer que P; € E.
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4. Soit P € E. Montrer que pour tout x € [0, +oo[, P(x) > P(0).

Pour tout P € E, on note P : [0, +00[— [P(0), 400, = —> P(x).
5. Montre que 'application P est bijective.

6. Si, de plus, P est de degré au moins deux, est-ce que 'application réciproque P~1 de P est une
une application polynémiale ?

Probléme 5 - Développement asymptotique de la série harmonique

n
1
On considére la suite (Sp,)nen+ appelée série harmonique et définie par : Vn € N*, 5, = Z s
k=1

Partie A

On se propose de montrer que | (1) : S, =1In(n) + o(ln(n)).

1. Montrer que pour tout = €]0,+oc[, on a :

1
o] <ln(zr+1)—Inz <

8

2. En déduire que, pour tout n € N* on a :

In(n+1) <S5, <1+ In(n).
3. En déduire que S,, ~ In(n) puis établir la relation (1).
Partie B

On souhaite maintenant montrer I'existence d’une constante v > 0 telle que :

[(2) : Sy =In(n) +7+o0(1).]

4. Pour tout n € N*, on pose T,, = S,, — In(n).

a) Montrer que la suite (T},),en+ est décroissante.
b) En déduire que (T},)nen- converge. On note v sa limite (v est appelée constante d’Euler).

c) Montrer que v > 0 et établir la relation (2).
5. On veut obtenir une valeur approchée de ~.

a) Soit (p,n) € (N*)2 tel que p < n. Montrer que :

1 1
OSTp—Tn§1n<1+>—ln<1+).
P n

b) En déduire que, pour tout p € N* on a

1
0<T)—vy<—.
b

c) Etablir Ialgorithme d’un programme qui donne une valeur approchée de v & € prés, ot € > 0
est entré par l'utilisateur.

d) Lordinateur donne Tygg9 = 0,5777151. Conclusion ?

4
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Partie C

1 1
On veut enfin montrer que : [(3) : S, =In(n)+~v+ — +o0 () .
n n

2

6. On rappelle que, pour tout = € [0, +o0[, on a :
2

x—%gln(l—i—x).

Montrer que, pour tout x € [0, 00|, on a :

7. En déduire que, pour tout kK € N*, on a :
1 1 1

1

- <T,—T
2%k(k+1) 2k2(k+1) — & Tk

8. Soit (p,n) € (N*)? tel que p < n. On pose :

—_

a) Montrer que pour tout k € N, ona: ———— =
b) En déduire une expression simple de A,(n).

1
c) Montrer que Ay,(n) converge vers % lorsque n — +o0.
p
9. Montrer que pour tout (p,n) € (N*)2 tel que p < n, on a :

Ap(n) = 2 Ay(n) < Ty~ Ty < Ayln) +

p 3p2

En déduire un encadrement de T}, — 7.

1
k(k+1) k k+1

< .
S okk+ 1) 3Bk 1)

10. Montrer que 2p(T}, —y) converge lorsque p — +00 et donner sa limite. En déduire un équivalent

simple de T}, — « lorsque p — +o00 puis établir (3).

FIN DE L’ENONCE

s, T
ONSTI PES Ji':
CHRONIQUES ECRIVAINS
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Proposition de corrigé du devoir surveillé 8

Exercices 1 - Questions courtes

1. & 44z = 3 [31] Relation de Bezout du couple (44, 31) :

U g i | wi | v Ainsi, 12 x 44 — 17 x 31 = 1.

-1 X |44 1 0 12 est un inverse de 44 modulo 31 donc
0 [X[31]] 0] 1

1 11113011 =1 & & 1=12x3=37=5][31]
2 215 -2] 3

s o T35 =7 Ainsi, | Sg, = 5 + 317

4 111 21]=7]10

511 12 | —17

6 | 2lo0| X X

& 63z =4 [14] Calcul du PGCD du couple (63, 14) :
63A14=(63—4x14)A1d=TA1d="7

Or 7 ne divise pas 4 donc
En effet, il existe une solution x € & si et seulement s’il existe k € Z tel que 63x = 4 + 14k
ou encore 4 = 7(7x — 2k) ou encore 7|4 ce qui est faux.

2. a) Identité de Bezout
Application de 'algorithme d’Euclide étendu sur le couple (12,7) :

Ui4+2 = Uj — Qi42Ui41

a=rp=12 b=r1=7 etVneN, r, =ua+v;b {
Vi+2 = Vi — i+2Vi+1

Qi | Ti | Ui | U5
12 ] 1
710 1

1|5 1 | -1

112 |-1] 2

211 3 | -5

110

Ainsi, |7 x (=5)+12x 3 =1

b) Equation 12p + 7¢ = 100 : solution particuliére
11 suffit de multiplier par 100 la relation précédente : ’ (up,v0) = (=500, 300). ‘

c) Equation 7p 4+ 12¢ = 100 : toutes les solutions entiéres
Pour (p,q) € Z? :

Tp+12¢ =100 < Tp+12¢ =7 x (—500) + 12 x 300
& T(p+500) = 12(300 — q)

D’apres le théoreme de Gauss ; comme 7 est premier avec 12, 7 divise 12(300 — ¢) si et
seulement si 7 divise 300 — ¢, donc §’il existe k € Z tel que 300 — ¢ = 7k. Dans ce cas :

Tp+12¢ =100 < ¢=300—"Tket7(p+500)=12x Tk
& q¢=300— Tk et p+ 500 =12k
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Ainsi, les solutions de I’équation d’inconnue (p, q) € Z? :
Tp + 12¢ = 100

sont donc de la forme (=500 + 12k,300 — 7k), k € Z.

d) Equation 7p 4+ 12¢ = 100 : solutions dans N?
Les solutions sont des entiers naturels si et seulement il existe un k € Z vérifiant

300
{300—7k20 R B e {k§42
—500 + 12k > 0 kziﬂz41.67 k> 42

Ce qui donne p = —500+ 12 x 42 =4 et ¢ = 300 — 7 x 42.
Ainsi, I’équation a une unique solution dans N? : | (4,6).

3. Développement limité en 0
Calculons un développement limité d’ordre 2 en 0 de :

1 —+/cos(x
) =

Le dénumeérateur équivalent 4 z2. Pour obtenir un développement d’ordre 2 de g, il faut considérer
un développement d’ordre 4 du numeérateur.

1 9 9 x?
14+ —u—-u®+o(u®) AveC U~ — -

(

s1- (105 (e Brol) -3 (5 oteh) o)
(
!

2?2 ozt 12t
—1-(1-T 42 T 4
0 PR 84+0($))
R A
1—y/cos(z) 1 22
veos(r) L, e, (22
x 4 96
1
2 2
et1+x2 x* 4 o(z”)
1, 2 2 2 2
donc g(x) 14—%—&-0(:6) (1—2%+ o(z?))
1 22 22 9
1t 1ol
1 2322 9
51 o6 o)
1 — y/cos(x) 2322

Ainsi, | g(z) =

4. Asymptote et position
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1
a) Soit f la fonction définie par : f(z) = Va2 —z + lexp ()
x

Df:{xER;xQ—x+IZOetm750}:R*

En effet, le discriminant du trinéme vaut -3, le trindme est strictement positif.

1
b) Pour étudier le comportement asymptotique de f en +o0, il convient poser u = — et de faire
T

un développement limité en 0 par rapport & u & un ordre donnant au moins un terme non nul
tendant vers 0.
Ici f(x) fookd donc un développement limité de ¢ en 0 & 'ordre 2 devrait convenir avec

[e.e]

1 1 1 1
pour x >0 f(r)=24/1—-~+ —exp <) =z ()
r oz x x
en posant : o(t) = V1 —t+t2exp(t)

@ est une fonction de classe C*° sur R, donc admet des développements limités & tout ordre
en 0. Si p(t) =a + bt + ct? + o (%), nous en déduirons :

b c 1 c 1
f@)=zla+-+—5+o| 5] )=ar+b+—-+o| =
x  x x x x
Nous en déduirons que Cy a une asymptote d’équation y = ax + b lorsque x — +o0.

c
Si ¢ # 0, le signe de — nous donne la position de Cy par rapport & son asymptote lorsque

x — +o0o. Sic = 0, il faudra recalculer le développement limité de ¢ & un ordre supérieur
pour obtenir le prochain terme non nul. Maintenant, calculons :

\/1—t+t2?1+%(—t+t2)—%(—t+t2)2+o(t2)

t 3t 5
sl-g5+ g o)

t2
exp(t)?1+t+5+o(t2)

#(t) 3 <1_;+3§+0(t2)) (1—|—t—|—t22+0(t2)>

t 32 2 2
=1l -4+ 4t— =+ — 2
- 2+8+ 2+2+0()

t 3t )

:1 — —_—
- +2+8+0(t)

Ainsi : f(z)

I
&
AS)
A/
K| =
N——
[S—y

= +1+3+
o_ox 2 8z O:r

Ainsi, |Cy a donc une asymptote d’équation y = x + % en +oo.

3
c¢) Comme 3 > 0 au voisinage de +o0, |Cy est au dessus de son asymptote lorsque x — +o0.
x
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d) I’étude en —oo peut étre menée de la méme fagon. De fagon générale, pour z # 0, on a :

1 1 3 1
r@ =telo (3 ) lol (14 5+ s o (52))
R S et
I 2 8 ¢ x

Donc |Cy a donc une asymptote d’équation y = —z — % en —oo.

3 ..
Comme ~ 32 > 0 au voisinage de —oo, | Cy est au dessus de son asymptote lorsque x — —oo.
x

10
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Exercices 2 - Sur les matrices

1. La somme des coefficients sur les lignes et les colonnes des matrices I et J sont respectivement
égalent 1 et 3.

Ainsi, [I,J € £ ;de plus s(I) =1 et s(J):?).‘
1 a b

2.5it K=|-2 5 3| €faveca,beR.
a —6 5

la deuxiéme ligne donne : s(K)=—-2+5+3 =6.
les premiére et deuxiéme colonnes et la troisiéme ligne donne a — 1 =6 et donc a = 7.
la troisiéme colonne donne b+ 8 = 6 donc b = —2.

on vérifie sur la premiére ligne que 1 +a+b=6

1 )
Ainsi,| K=|-2 5 3 |aveca=Tetb=-2.
7 —6 5
a d x
3.Soit M=|b e y|. MeCE siet seulement si :
z 1

S(M):CL+b+C:(1)d+€+z:(2)x—|—y+t:(3)a+d—|—x:(4)b—|—e—|—y:(5)c+z+t

r=b+c—d (3)

- y=a+c—e (4) - e

Ainsi, bt c—d—e (1) (On vérifie que (2) est satisfaite)
(5)

t=a+b—z=—-c+d+e (5

Ty +x2+x3 X1 +x2+2x3 X1+ T2+ T3
4. a) Le calcul de AJ et JAdonne |AJ = y14+y2+ys vi+y2+ys vy1+y2+ys
21+ 204+23 21+20+23 21+290+ 23

rT1t+y1+2z1 T2ty2+220 x3+ys+ 23
et|JA=|z1+y1+21 @2+y2+20 x3+ys+ 23
Ti+yr+2 2+Yy2+z22 x3+ys+ =23

b) D’aprés 4a), A € £ si et seulement si

S(A) =142+ 23=y1+Y2tys=21+220+2z3=x1+y1+21 =2T2+y2+220 =23+ys+ 23

ce qui est équivalent & AJ = JA. Ainsi, ’ A € & si et seulement si AJ = JA.

c) D’aprés ce qui précéde, on obtient que la matrice AJ & tous ses coeflicients égaux a s(A) et
donc ’A € & implique AJ = s(A)J. ‘

5.50it A,B € €.

a) Considérons C = AB = (¢; j)1<i j<3. La définition de produit matriciel donne :

3
Vi,j € [1,3], cij =Y airb;
k=1

11
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la somme des coefficients sur le i-éme ligne de C est :

3 3 3
Z Cj = Z Z a; kbr;
j=1 j=1 k=1
permutation des sommes
3 3 3 3
= Zzai,kbk,j = Zazkz Zbkj
k=1 j=1 k=1 j=1
comme B € &£
3 3
= Z a; ;s(B) = s(B) Z Qi ke
k=1 k=1
comme A €&
= s(B)s(A)

la somme des coefficients sur le j-éme ligne de C' est :

3 3 3
E Cj = E :E a; kb j
=1 3

permutation des sommes

3 3 3 3
S b = b (z )
k=1 =1 k=1 =1
comme A € &

3
k=1

Donc, la somme des coefficients sur chaque ligne et chaque colonne de AB est invariablement
s(A)s(B).
si A, B €&, alors AB € £.|

Alinsi,

b) D’aprés ce qui précéde, on a trouvé ’s(AB) =s(A)S(B) ‘
Preuve directe : comme AB € £ alors ABJ = s(AB)J et

ABJ = A(BJ) = As(B)J = s(B)AJ = s(B)s(A)J car A,Be€é&
Ainsi, s(AB) = s(A)s(B).
6. Soit A € ENGL3(R).
a) D’apres la question 4.b), on a

Acé s AJ=JA & A MAJ=A"1JA & J=A"1JA
s JAl=A"1] & Aleg

Ainsi, [si A € £ENGL3(R), alors A~ € €.
b) D’aprés 5.b), comme AA~! = I3 alors

S(AA™Y) = s(A)s(A™Y) = s(I3) = 1

1
s(4)

Ainsi, [si A € ENGL3(R), s(A) #0 et s(A71) =

12
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7. a) On note que si M € & alors pour tout a € R, aM € & et s(aM) = as(M). 1l suffit de Pécrire
pour établir ce résultat.
Or J € &€ avec s(J) = 3.

Ainsi, | B = %S(A>J € & et s(B) = s(A).

b) Calcul de CB :
1 1

CB=AB - B*= gS(A)AJ — §3(A)2J2
Or, d’aprés 4.c), AJ = s(A)J. De plus , J2 = 3.J. Il vient :
1 3
CB = gs(A)?J — §5(A)2J = Opt5(R)

De méme,
1 1
BC = BA—B? = 55(A)JA - gs(A)2J
Or A€ &, donc AJ = JA = s(A)J d’apres 4) d’ott le résultat BC' = 0, (w)-
Ainsi, BC=CB = OMg(]R) .

c¢) D’aprés la question précédente,
BC =0p,® = BA= B? et d’autre part OB = Opvzmy = AB= B2
Considérons comme préliminaire cette généralisation qui peut étre établie par récurrence :
VneN*, A"B=DB""'=B"A (%)
Montrons par récurrence pour n € N* : Q(n) : (A — B)" = A" — B".

Initialisation : pour n = 1 : le résultat est immeédiat. Donc Q(1) est vraie.
Hérédité : soit n > 1 ; supposons que Q(n) est vraie.
(A— Byl = (A—B)"(A-B)
par hypothése de récurrence
— (A4"—B")(A-B)
— An+1_AnB_BnA+Bn+1
d’apres (%)
— An+1 _ Bn+1 _ BnJrl 4 BnJrl
— An+1 o Bn—i—l
Ainsi, Q(n + 1) est vérifiée.
Conclusion : |¥n € N*, (A — B)" = A" — B".|
d) On note que si M, P € Eet A € Ralors M + AP € € et s(M + AP) = s(M) + As(P). 1l suffit
de I’écrire pour établir ce résultat.
Comme A, B,J €&, alors C=A—B=A+ (—B) € £. De plus
1

s(C)=s(A—B)=3s(A) —s(B) =s(A) — =s(A)s(J) =s(A4) —s(A) =0
3 ~~
=3
Ainsi, |la matrice C = A — B € .7:‘.
e) D’aprés ce qui précede, pour une matrice A € £ on a :

1 1

A= gs(A)J +A-— gs(A)J
~—— —_——

proportionnelle & J eF

Ainsi, VA€ €,3aeRet M € F; A=aJ+ M|

13
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Exercices 3 - Polynémes réciproques

1)\? 1 1 1)?
1. On note que <X+X> :X2+2+ﬁ. Ainsi, X2+X2:<X+> —2.

2. Montrons par récurrence sur n € N* :

1 1
P(n): 3P, € R[X]; P, (X + X> =X"+ X7 et deg(Pp) =n
Initialisation : Pour n =1, P, = X et deg(P;) = 1.
Pour n =2, P, = X2 — 2 avec deg(P,) = 2. Ainsi, P(1) et P(2) sont vraies.

Hérédité : Soit n > 2, on suppose que P(n) et P(n — 1) sont vraies.

1 1 1 1
n n+1 n—1
<X +X> (X +Xn> = Xt mat Xt
1 1 1 1
+1 —1
Xt = <X +X> (X”m) - (X" + Xn—l)

d’aprés I’hypothése de récurrence
1 1 1
= | X+= P X+=)-FPa | X+=
1 1
Posons Ppy1 = X P, — P,_1, alors X4 Xntl P (X + </

De plus, deg(X P,,)) = deg(X) +deg(P,) =1+ n et deg(P,—1) =n—1. Commen—1#n+1,
donc deg(Py+1) = max(n+ 1,n — 1) =n + 1. Ainsi, P(n+ 1) est vraie.

1
Conclusion : | pour tout n € N* X" + < s’écrit comme un polyndéme de degré n en X + X

n
3. Soit P € R[X] de degré n s’écrivant P = Zaka, alors
k=0

1 n n
X"p (X> = X" X F =D apX"h
k=0 k=0
changement d’indice |j =n —k
L
= D aniX’
j=0

Il vient : P est réciproque < Vke[0;n] an—k = ak

1 n 4 n .
& X"P <X> = an ;X =) a;X) =P
=0 =0

Ainsi, | un polynéme P, de degré n, est réciproque si et seulement si X™P <X> = P(X).

14
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2n+1
4. Soit P de degré 2n + 1 s’écrivant P = Z arX®. Alors
k=0
2n+1 2n+41
P = Z apX® = Zaka + Z apX®
k=0 k=n+1
changement d’indice dans la seconde somme |j =2n+1 —k
n+1
_ Z GkX + Z a2n+1—jX2n+1 —Jj
k 0 7=0
n+1

= Zaka - Za X2l
_ Za’f (Xk JrX2n+1—k>

k=0
Evaluons en —1, pour k € [0;n],

(~1)F 4 (=121 = (SR (1 (1P = (11— 1) = 0

Donc P(— ZakxO—O

Ainsi, |si P est de degre impair alors —1 est racine de £ ‘

5. Soit z une racine non nulle de & alors z" # 0 et d’apreés 3) il vient :

znP<i>:P(z):O N P<i>:0

N . 1 :
Ainsi, |si z est une racine non nulle de &, alors — aussi.
z

6. On pose p la multiplicité de —1 dans P : on peut écrire P = (X + 1)PQ avec Q(—1) # 0.

a) Notons n le degré de P. On a

X”P<)1(>:P(X) o X"< > <)11(> (X + 1)
& X"P (14 X)P <) (X +1PQ

comme (X 4+ 1)P n’est pas le polynéme nul

&S X"PQ (;) =Q

Ainsi,

b) Raisonnons par Pabsurde. Supposons que @ est de degré impair. Comme il est réciproque

d’apres 6a), alors d’aprés 4) on a Q(—1) = 0 ce qui contredit le définition de Q.

Ainsi, ir. |
2m
1 ) P k
c) Posons U = X + < Notons 2m le degré de ) s’écrivant ) = Z apX".
k=0

15
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—

2m 2m
Q:Zaka = ap X"+ am X™ + Z apX*
k=0 k=m+1

changement d’indice dans la seconde somme
- m—1
= ap X" + am X™ + Z a2m—j X2m=j
7=0 "

J

3

i}
o

3

i
o

m—1 m—1
= X" Z ap XM 4 ap, + Z a; X™
k=0 =0

m—1
- XM (Z aj, (Xk:fm _i_mek) +am>
k=0
d’apres 2) avec les notations des (P;)

m—1 1
_ xm (Z ap P <X+ X> +am)

k=0
Or un polynéme réciproque ne peut s’annuler en 0 car son coefficient constant est égal & son

coefficient dominant ! Il vient en posant u = x + — :
x

m—1
Q)=0 & > apPui(u)+an
k=0

m—1
Comme les (P;) sont de degrés deux & deux distincts, deg (Z ap P (u) + apm | =m — 1.
k=0
On raméne ainsi la recherche des racines de @ de degré 2m a la recherche de racines d’un
polynéme de degré m — 1 suivi de trinéme. En effet, pour chaque racine u trouver, il faudra
ensuite résoudre :

1
u=zr+- < zl-ur—1=0
x

1
Ainsi, [le changement de variable u = x + — permet de "diviser par deux" le degré de 1’équation.
x

7. Résolution de I'équation P(z) = 0 avec P = X® —4X* +3X3 +3X2 —4X + 1 :
Calcul de l'ordre de multiplicité de -1 dans P : P(—1) =0
P =5X%" —16X3+9X? +6X —4et P/(—1) £0
On trouve P = (X +1)Q avec Q = X* — 5X3 +8X?2 —5X + 1.

De plus, Q = X? <<X2 + )(1_2> -5 <X + ;) +8> = X?(P(U) — 5P (U) +8).

Qz)=0 & w-2-5+8=0 & u?—-5u+6=0

5—1
Le discriminant est A =25 -4 x 1 x 6 =1. Les racines en u sont u; = —— = 2 et ug = 3.

Cherchons les racines en z :

1
r+-=u; & -wzr+l=0 < (93—1)2:0 & =1
xT

3-V5 3+5

etx2—uQ;1:—|—1:0 A=9—-4=5 T = 5 5

16
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On a trouver les cing racines de P et donc les racines de ’équation : | —1; 01

La factorisation de P est P = (X+1)(X—1)2 (X 3—\/5> <X 3—{—\/5).

2

Exercices 4 - Sur les polynémes

1. Le polynéme ’XZ est un élément de E‘ car pour tout z > 0, 22 > 0 et 22 > 0.

2.Soit a € R} et P,Q € E. Pour x >0, on a :

aP(z) > 0 et aP’'(z) > 0 comme produits de nombres strictement positifs, donc aP € F ;

(P+Q)(z) = P(x)+ Q(xz) >0 et (P+ Q) (x) = P'(z) + Q(x) > 0 comme sommes de
termes strictement positifs, donc P+ Q € FE ;

De méme, par somme et produit de termes strictement positifs,
(PQ)(z) = P()Q(z) > 0 et (PQ)'(z) = P'(2)Q(z) + P(2)Q'(z) > 0
donc PQ € E.

Ainsi, | pour tout a €]0, +oo[ et tout P,Q € E, aP, P+ Q, PQ € E‘

3. On remarque que P est la primitive de P s’annulant en 0 : c¢’est un polynéme. Or P = P >0
sur R*, donc P; y est strictement croissante et donc pour tout z > 0, on a Pj(z) > P;(0) = 0.

Ainsi, P € E.

On pouvait utiliser la croissance de l'intégrale sur le segment [0, x].

4.So0it P € E. Sa dérivé étant strictement positive sur 0, +oo[, P est une fonction strictement
croissante sur [0, 4o00[. Par conséquent ’Vﬂ: € (0,400 P(x)> P(0). ‘

5. P est continue et strictement croissante sur [0, 400, d’aprés le théoréme de la bijection, elle

réalise une bijection de [0, +oo[ sur [P(0), lir}ra P(x)].
T—>+00

P étant un polynome strictement croissant il tend vers 400 en +oo.
Ainsi, | P réalise une bijection de [0, 400 sur [P(0), +-00].

6. ’La réponse est non‘ : X? est élément de E et réalise une bijection de [0, +oo[ sur [0, +oo[. Sa
réciproque, la racine carrée, n’est pas polynomiale.

Probléme 5 - Développement asymptotique de la série harmonique

Partie A
1. Soit 2 > 0. La fonction In est de classe C! sur [,z + 1]. De plus,

1

r<t<z+1 =
r+1

<<

| =
8|

D’aprés 'inégalité des accroissements finis,

1 < In(z+1) — In(x)
r+17 r+1—x

17

=In(zx+1) —In(x) <

8|~
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1 1
Ainsi, | pour tout = €]0, 400, —— <In(x +1) —Inz < —.
r+1 T

2. Pour n > 2, I'inégalité précédente donne :
In(k+1) —In(k) <

Par somme des inégalités et simplification téléscopique :
1
In(n+1) Zln (k+1) —In(k) < Z_: 7 < Z_:ln(k) —In(k —1) = In(n) — In(1) = In(n)

Pour k£ = 1, considérons 'inégalité 0 < 1 — In(2). Par sommation,

Inn+1)<ln(n+1)+1-1In(2) <S5, <1+In(n).

Ainsi, |pour tout n € N*, In(n +1) < 5, <1+ In(n). ‘

3. En divisant par In(n) l'inégalité précédente :
In(n +1) < S < 1+ 1In(n)
In(n) ~ In(n) = In(n)

1+ 1In(n) 1 In(n+1) In(n)+In(1+1) In(1+3)
Comme In(n) * In(n) Ut In(n) In(n) * In(n) ~
Par encadrement, Sn — 1.
In(n)
Ainsi, | Sy, ~ In(n) ou encore S, = In(n) + o(In(n)) (1). ‘
Partie B

11. a) Soit n € N*,

1
Toi1—Tp = Sp+1 —In(n+1) — S, +1In(n) = e In(n+ 1) +In(n) <0 d’apres 1)

Alinsi,

(T,)nen+ est décroissante. ‘

b) Soit n € N*, d’aprés 2 et par croissance du In,
T,=5,—In(n) >In(n+1)—In(n) >0

Ainsi, la suite (T},)pen+ est minorée et décroissante.

(T)nen+ converge. ‘

D’apreés le théoréme de limite monotone,

c) Comme (7},) est positive, par passage a la limite, v > 0 et T,, = v+ o(1).
=n(n) +7+o(1) (2).]

Alinsi,

12. a) Soit p,n € N* avec p < n. (T},) étant décroissante : 0 < T, — T;,.
n
1
T, —T, =S, —In(p) — Sp+1n(n) = — Z z + In(n) — In(p) d’apres 1)
k=p+1

< Z (In(k) — In(k + 1)) + In(n) — In(p) par téléscopie
k=p+1
1 1
<In(p+1)—In(n+1)+In(n) —In(p) =In (1 + ) —In <1 + )

P n

18
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1 1
Ainsi, |V(p,n) € (N*)2 tel que p<n,0< T, —T,, <In <1 + > —1In <1 + ) :
p n

b) Soit p > 1, comme T,, — ~, par passage a la limite lorsque n — 400, il vient :

1
0§Tp—7§ln<1+>
b

1
Or pour tout > —1, In(1 + z) > =, ainsi | pour tout p € N*, 0 <T), —y < —.
p

c¢) Algorithme donne une valeur approchée de v & € prés, o e > 0 :
Entrée : eps la précision
S+1
p+1
Tant que 117 > eps faire
p—p+1
Se—S%—1
p

FinTantQue
Sortie : S — In(p)

En PYTHON, cela donne :

import numpy as np
def Const_Euler (eps):
S,p=1,1
while 1/p>eps:
p=p+1
S=S+1/p
return(S-np.log(p))

d) Considérant Tigoo = 0,5777151. Alors |0,5767 < v < 0,5778. |

Partie C

3

13. On définit sur Ry la fonction g : z — = — %2 + 2 —1In(1 + ) de classe C! :

1 .%'3
/ 2

Donc g est croissante. Or g(0) = 0 donc pour tout > 0, g(z) > 0.
2 23
Ainsi, | pour tout x € [0, +oo[, In(1+z) <z — -t 3

: \ _ 1 _ 1 1
14. Soit k € N*, T}, — Tj1 = ) In(k) +In(k+1) = k—|—1+1n<1+k>

D’apreés les inégalités de la question précédente, il vient :

(N S B R R S R N A AR N A A
k+1 "k 2\k) RO =0 T 2 \k 3 \k

0

11 1/1\* 1 L1 —2k? 4+ 2k(k+1) — (k+1)—k+1
k 2k(k+1)  2k2(k+1) 2k2(k + 1) B
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SPRS SRS SIS SN SO U6 O S 0 B S SR,

2k(k+1)  3K3(k+1) k+1 k 2\k 3\k/)  6k3(k+1) "
1 1 1

Ainsi tout k € N* — < T — Thyr < : .

insi, | pour tout k € Rkt 1) 2Rk 1) k k+1_2k(k+1)+3k3(k:+1)
1 1 E+1—k 1
15. a) Soit k € N*, — — = = :
) Solt k€N, o = T = D) R+ D)
1 1 1

Ainsi tout ke N, — = — — ——.
nsl, | pour tou S ’k:(k:+1) A

b) 1l vient par simplification téléscopique avec p,n € N* et p < n :

n—1 n—1
1 1 1 1 1 1
A = ==Y T—7——=—— =
»() EZ:Qk(k—i—l) 20k k+1 2
Ainsi, | pour tout € N* avec p < A()—i—i
insi, | pour tout p,n vec p < n, pn—2p 5
C = 0, alors | A !
c) omme o — 0, alors »(n) N TS
16. Pour (p,n,k) € (N*)? tel que p < k <n :
1<1 = —71 > — ! et ! < 1
k~p 2k2(k+1) = 2pk(k+1)  3k3(k+1) ~ 3p?k(k+1)

Par sommation des inégalités obtenues en 4 pour k € [p,n — 1] et simplification téléscopique :

n—1

1 2
Ap(n) = ;)Ap(n) < kZ:ka: —Thyr =Tp = Tn < Ap(n) + 37]921410(”)
o 2 1 2
Ainsi, | pour tout (p,n) € (N*)* tel que p <n, Ap(n) — —A,(n) <T, =T, < Ay(n) + ﬁAp(n).
p P

1
Comme T, — v et A,(n) — —, par passage a la limite lorsque n — 400, il vient :

n—+oo 2p
1 1 1 1
L <T, -y < — 4 —
op  2p2 —F 7_2p+3p3
17. 11 vient pour p € N*|
1 2
1==<2p(Tp—7) <1+ =

1 2
Commel— - —1letl+ 3.2 — 1, par encadrement, |2p(T, —v) — 1
p P

1 1 1
Ainsi, | T, — v ~ o et donc S, —In(p) — v = o +o <> et donc
p p p

2 n

3) : Sn:ln(n)+7—|—1n+0<l>.
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