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DM 14

a rendre le mardi 6 février 2024

Densité et structure algébrique

Montrer que { cos(n); n € N} est dense dans [—1, 1].

On admet que 7 est irrationnel.
1. Soit f un fonction continue sur 'intervalle I et A une partie dense dans I.
Montrer que f(A) est dense dans f(I).

2. Montrer que pour a € R*, aZ est un sous-groupe de (R, +).

3. Montrons que les sous groupes de (R, +) sont soit de la forme aZ avec a € R, soit dense dans R.
Soit G un sous groupe de (R, +) différent de {0}.

a) Justifier que G N R’ est non vide est posséde une borne inférieure, notée b.
b) Si b € GNRY, montrer que G = bZ.
c) Si b ¢ GNRY, montrer que G est dense dans R.
d) Conclure.
. Montrer que Z + 27Z est un sous groupe de (R, +).
. Montrer que Z + 27Z est dense dans R.
. Montrer que cos (Z + 21Z) = cos (N + 27Z) = cos(N).

. En déduire que le résultat cherché.
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. Montrer que pour tout x € [—1, 1], il existe une suite extraite de (COS(n)) N qui converge vers x.
ne



