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Corrigé du DM 16

1. Les applications exp et z — —z2 sont de classe C* sur R (et & valeurs dans R). Par composition
sur R‘

d’applications de classe C*°,
Calcul des dérivées :

f'(z) = =2z exp(—2?) et f"(x) = —2exp(—z?) + (=22) x (—2z) exp(—z?) = (422 — 2) exp(—2?)

Ainsi, |V € R, f'(z) = —2zexp(—2?) et f"(z) = (42% — 2) exp(—2?)

2. Procédons par récurrence sur n € N* :

P, € R[X]; deg(Py) =n, Py = —2XP,_1+P,_,
Pln): {vxeR F0 (@) = Po(x) ()

Initialisation : pour n =0, f(O(z) = f(z) = 1f(z). Posons Py = 1 avec deg(Py) = 0.
Pour n =1, f'(z) = =2z f(z). Posons P, = —2X avec deg(P;) = 1.
De plus —2X Py + Pj = —2X = P;. Ainsi P(0) et P(1) sont verifiées.

Hérédité : soit m > 0 ; supposons que P(n) est vérifiée.

Soit x € R :
fo(@) = (f™ (m))/ P, (x)f(x))" par hypothése de récurrence
— P f(2) - 20Pa(a) ()
= (=2zPu(x) + Py () f(2)

~~

Pry1()

On pose P,y1 = —2XP, + P).

On a deg(P,) = n donc deg(P)) =n — 1 et deg(—2XP,) = deg(—2X) + deg(P,) =n + 1.
Comme n —1 < n+1 alors deg(Pp+1) =mazx(n —1,n+1)=n+1.

Ainsi P(n + 1) est vérifiée.

Conclusion : pour tout n € N, P(n) est vérifiée.

3.Daprés 1) et 2) : | Py =1, P, = —2X et P, = 4X? — 2.| On vérifie que —2X P + P = Ps.

Caleulons Py : ~2X Py + Py = —8X* + 4X +8X = —8X® + 12X. Ainsi| P = —8X% 4 12|

4. Montrons par récurrence que pour tout n € N le terme dominant de P, est td(P,) = (—2)"X".
Initialisation : pour n = 0, Py = 1 donc td(Py) = 1 et (=2)°X° = 1.

Hérédité : soit n > 0, supposons que td(P,) = (—2)"X™.
On sait P11 = —2X P, + P}, avec deg(P,) = n. Ainsi deg(—2XP,)) > deg(P}), donc

td(Ppy1) = —2Xtd(P,) = —2X(—2)"X" = (=2)"Fixnt!

Conclusion : |¥n € N, td(P,) = (-2)"X"|

5. Montrons par récurrence sur n € N que pour tout x € R, P,,(—x) = (—1)"P,(z).

e Initialisation : pour n =0et z € R, Py(—z) =1 = Py(x).

e Héredité : soit n > 0 ; supposons que pour tout z € R, P,(—x) = (—=1)"P,(z) ().
On sait que Pyy1 = —2XP, + P.. Pour z € R, on a

Poyi(=2) = =2(=2)Po(—z) + P (=) = =2(=2)(=1)"Pa(x) + Py(—2)
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Pour déterminer lexpression de P} (—z), dérivons (%) :

Ve eR, P,(—z)=(—1)"P —n(x) = VeeR, —P/(—z)=(-1)"P)(x)
= VzeR, P.(-z)=(-1)""P (1)

Ainsi, Pyi1(—2) = (=1)"" (=22 P, (x) + P.(x)) = (=1)" " P11 (2).

e Conclusion : la relation est vérifiée pour tout rang.

Par définition de la parité d’une fonction, on a que ’si n est pair alors P, est paire| et

si n est impair alors P, est impaire. ‘

6. Procédons par récurrence sur n € N* :

Initialisation : pour n = 1, soit x € R,
f"(z) = (42% — 2) exp(—x?) et — 2zf'(z) — 2f (z) = (4% — 2) exp(—2?)

Hérédité : soit n > 1, on suppose pour tout z € R, f(+1)(z) = =22 () — 2nf=D (). Soit
reR:
[0 @) = (@) = (<20 (@) = 20D ()
par hyptohese de récurrence
= —2f) _ 9z fntl) _op f(n)
= —2zftD) _9(n41)f™

Conclusion : |Vn € N*, Vz e R f ) (2) = =220 (z) — 20D (2)

D’apres 2), la définition des polynémes P; donne pour n € N* et pour z € R :

Puar(@)f () = ~20Py (2)f(2) - 2nPy1(2) f(2)

Or f ne s’annule pas car exp > 0 donc ’Vn eN, Poy1+2XP,+2nP,_1 = O‘
7. Soit n € N*

e D’une part, la relation (1) au rang n + 1 donne P41 +2XP, = P..
D’autre part, la relation (2) au rang n donne P,y1 + 2X P, = —2nP,,_;.
Ainsi P) = —2nP, 1.

e En dérivant la relation (1) considérée au rang n + 1, on obtient

Y = —2P, —2XP. + P,”

D’aprés la relation (3) au rang n+ 1, P, | = —2(n + 1)P,.
Donc —2P, —2XP) + P, = —2(n+ 1) P, c’est-a-dire P! —2XP) + 2nP, = 0.
Ainsi [Vn € N, P, = —2nP,_1 et P! —2XP' +2nP, =0

8. Raisonnons par ’absurde : supposons que P, et P,4; ont une racine commune.

La relation (2) donne que cette racine annule aussi P,,—j. De proche en proche, cette racine est
commune aussi & P,_o, P,_3,...,P; et Py. Or Py = 1 ne s’annule pas ce qui est contradictoire.
Ainsi,

P, et P41 n’ont aucune racine en commun.

Raisonnons par 1’absurde : supposons que P,, admet une racine multiple, ¢’est-a-dire que P, et P,
ont une racine en commun.

La relation (3) donne que cette racine annule aussi P,_1 ; ainsi, P, et P,_1 ont une racine en
commun ce qui contredit ce qui vient d’étre établi.

Ainsi, | P, n’a aucune racine multiple.




