
1CHARLEMAGNEI.S.23lundi 11 avril M.P.S.I.2.I.S.23Ann�ee 2005/2006- COURS -[~(1)] Calculer Z �=40 tan3(�):d�. [2 pt][~(2)] Soient a, b et c les trois racines du polynôme X3 + �:X2 + �:X + , avec  non nul.Calculez ab + ac + ba + bc + ca + cb . [1 pt][~(3)] Soit P un polynôme r�eel unitaire, de degr�e 4, et de racines a, b, c et d, suppos�ees simples.Compl�etez les d�ecompositions en �el�ements simples suivantes :1P (X) = 1P 0(a):(X � a) + : : :, P 0(X)P 2(X) = : : : [3 pt][~(4)] Montrez, pour tout polynôme P que P (X)�X divise P (P (X))�P (X) et P (P (X))�X .[2 pt][~(5)] Donnez le d�eveloppement limit�e de ex3 quand x tend vers 1, �a l'ordre 4. [2 pt]- LOGIQUE -Dans le d�epartement 42, dans la ville de Sorbiers, habite Monsieur Deux. Et son pr�enom estJean-Paul. Si si. Vous pouvez v�eri�er dans l'annuaire. [-1 pt]Une châ�ne de supermarch�e propose un o�re promotionnelle, annonc�ee �a la radio : dix millechariots o�erts. Ils expliquent : quand vous passez en caisse, on vous donne un bon �a gratter. Sice bon est gagnant, on vous rembourse votre chariot, sous forme de bons d'achats. Jusque l�a, toutest normal. Mais j'aimerais qu'on m'explique pourquoi, comme pour tous les jeux promotionnels,il est pr�ecis�e ensuite \jeu gratuit sans obligation d'achat". On fait quoi quand on a gagn�e maisqu'on n'avait rien achet�e ? [0 pt]- CROCHETS DE LIE -Le crochet de Lie de deux matrices A et B est la matrice AB � B:A, not�ee [A;B]. On noteL l'ensemble de tous les crochets de Lie quand A et B d�ecrivent M2(R), et on veut �etudier lastructure de cet ensemble.I- 1) Montrez que L est inclus dans l'ensemble des matrices carr�ees de taille 2 ayant une tracenulle (ensemble not�e T ). Donnez la dimension de T . [1,5 pt]I- 2) Montrez que L est stable par multiplication par un r�eel. [1 pt]I- 3) Montrez que toute matriceM semblable �a un crochet de Lie [A;B] est elle même un crochetde Lie. [1 pt]II- 1) On note D l'ensemble des matrices de la forme � 0 �� 0 �. Montrez que c'est un espacevectoriel, et donnez sa dimension. [1 pt]II- 2) Montrez que toute matrice de la forme �a bc �a� avec c non nul est semblable �a unematrice de D (on pourra montrer que (�!i ; f(�!i )) est une base de R2 et regarder la nouvelle matrice surcette base). [2 pt]II- 3) Montrez que toute matrice de la forme �a 00 �a� est semblable �a une matrice de D.[1,5 pt]II- 4) Montrez que toute matrice de D est un crochet de Lie [A;B] (vous pourrez prendre pour Ala matrice de la projection sur V ect(�!i ) parall�element �a V ect(�!j )). [1,5 pt]III- 1) D�eduisez que L est �egal �a T . [2 pt]IV- 1) Montrez que la somme de deux crochets de Lie est encore un crochet de lie, mais montrezque le produit ne l'est plus forc�ement. [1,5 pt]- I.S.23 -



I.S.23 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 2CHARLEMAGNECORRIG�EcN.C. M.P.S.I.2.I.S.23Ann�ee 2004/2005Soit P un polynôme r�eel unitaire (son coe�cient domi-nant vaut donc 1), de degr�e 4, et de racines a, b, c etd, suppos�ees simples. Compl�etez les d�ecompositions en�el�ements simples suivantes :: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On a une d�ecomposition qui ne contient que des termes en 1=(X � a), 1=(X � b), 1=(X � c) et1=(X�d). L'�enonc�e semble sugg�erer que les coe�cients soient simplement des 1=P 0(a) et autres.Une satisfaction : on a des racines simples, P 0(a) est non nul.On pose a priori 1(X � a):(X � b):(X � c):(X � d) = �X � a + �X � a + X � a + �X � a , et oncalcule � par la m�ethode des pôles. Par sym�etrie des rôles, on aura aussi �,  et �.On multiplie par (X � a) et on fait tendre X vers a, il vient : 1(a� b):(a� c):(a� d) = �.Mais on avait : P (X) = (X � a):(X � b):(X � c):(X � d).On d�erive : P 0(X) = (X � b):(X� c):(X� d)+ (X � a):(X� c):(X� d)+ (X � a):(X� b):(X�d) + (X � a):(X � b):(X � c).Il vient bien P 0(a) = (a�b):(a�c):(a�d). La d�ecomposition est bien avec des 1=P 0(a) et autres :1P (X) = 1P 0(a):(X � a) + 1P 0(b):(X � b) + 1P 0(c):(X � c) + 1P 0(d):(X � d)On peut aussi �ecrire que � est la limite de (X�a)P (X) quand X tend vers a, c'est �a dire de 1P(X)�P (a)X�a .On d�erive ensuite : P 0(X)(P (X))2 = 1P 0(a):(X � a)2 + 1P 0(b):(X � b)2 + 1P 0(c):(X � c)2 + 1P 0(d):(X � d)2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez, pour tout polynôme P que P (X) � X diviseP (P (X))� P (X) et P (P (X))�X.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On pose a priori : P (x) = k=dXk=0 ak :Xk, et on calcule :P (P (X))� P (X) = k=dXk=0 ak:(P (X))k � k=dXk=0 ak:XkOn fusionne et on �elimine le terme constant : P (P (X))� P (X) = k=dXk=1 ak :�(P (X))k �Xk�On sort la belle formule �k � �k = (a � b): i=k�1Xi=0 �i:�k�1�i, qui s'�ecrit plus lisiblement�k��k = (���):(�k�1+�k�2 :�+ : : :+�k�1) (dans laquelle il n'y a pas de coe�cients binomiaux).Chaque terme (P (X))k �Xk est factorisable par P (X)�X .Par stabilit�e de l'id�eal des multiples de P (X)�X , la somme P (P (X))� P (X) est un multiplede P (X)�X .En�n, �P (P (X))� P (X)�+ (P (X)�X) est aussi un multiple de P (X)�X .: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Calculer R �=�=4�=0 tan3(�):d�.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :D�ej�a, l'application int�egr�ee est continue, il n'y a pas de probl�eme d'existence.On �ecrit juste : tan3(�) = sin2(�)cos3(�) : sin(�) = 1� cos2(�)cos3(�) : sin(�).On peut donc poser le changement de variable C1-di��eomorphe c = cos(�), et l'int�egrale devientZ c=p2=2c=1 1� c2c3 :(�dc)



I.S.23 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 3On arrange en Z c=1c=p2=2 � 1c3 � 1c�:dc. On int�egre en � 12:c2 � ln(c). On trouve au �nal 1� ln(2)2: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Calculez ab + ac + ba + bc + ca + cb .: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Comme  est non nul, aucune de ces racines n'est nulle, et cette somme se calcule.Un fois qu'on a compris qu'il fallait mettre en commun les 1=a et autres, pour avoir des b+ caqu'on remplace par �� � aa , on se dit que la meilleure chose �a faire est d'ajouter les termes quimanquent : aa + ab + ac + ba + bb + bc + ca + cb + cc = (a+ b+ c):�1a + 1b + 1c�On utilise ensuite les relations coe�cients racines. Cette somme vaut (��): �� .On a donc : ab + ac + ba + bc + ca + cb = �:� � 3: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Donnez le d�eveloppement limit�e de ex3 quand x tend vers1, �a l'ordre 4.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On pose �evidemment x = 1+ h et h va tendre vers 0. Comme ce n'est pas x qui tend vers 0, onn'utilise pas directement le d�eveloppement limit�e en 0 de l'exponentielle.Toutefois, on a ex3 = e1+3:h+3:h2+h3 = e:e3:h:e3:h2 :eh3 . On d�eveloppe chaque terme :e(1+h)3 = e:�1 + 3:h+ 9:h22 + 27:h36 + 81:h424 + o(h4)�:�1 + 3:h2 + 9:h42 + o(h4)�:�1 + h3 + o(h4)�h7!0On d�eveloppe les deux derniers :e(1+h)3 = e:�1 + 3:h+ 9:h22 + 27:h36 + 81:h424 + o(h4)�:�1 + 3:h2 + h3 + 9:h42 + o(h4)�h7!0On recommence : 1 3:h 9:h2=2 27:h3=6 81:h4=241 1 3:h 9:h2=2 27:h3=6 81:h4=243:h2 3:h2 9:h3 27:h4=2 o(h4) o(h4)h3 h3 3:h4 o(h4) o(h4) o(h4)9:h4=2 9:h4=2 o(h4) o(h4) o(h4) o(h4)On r�eunit les termes de même degr�e :e(1+h)3 = e + 3:e:h+ 15:e:h22 + 29:e:h32 + 195:e:h48 + o(h4)h7!0Si on y tient, on revient �a h = x� 1, mais c'est inutile et risqu�e.Le retour �a x�1 est souvent pour les �el�eves m�ediocres de prouver qu'ils sont en fait carr�ement nuls.En e�et, il trâ�ne en �n de leurs formules un o(x4)x7!1 au lieu du o((x� 1)4)x7!1. Rappelons queo(x4)x7!1 est juste un terme qui tend vers 0, car �ecras�e par 14, tandis que o((x � 1)4)x7!1 est unterme qui doit vite tendre vers 0, comme un in�niment petit d'ordre 4 (du 10�4 pour celui qui croitvoir les maths comme un physicien). Ensuite, il y a les cr�etins qui d�eveloppement tout en puissancesde x. Rappelons que entre 1, x, x2 et x3, quand x tend vers 1, il n'y a pas de comparaison judicieuse,puisque tous tendent vers 1. En revanche, 1, x� 1, (x� 1)2, (x� 1)3 s'ordonnent bien.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez que L est inclus dans l'ensemble des matricescarr�ees de taille 2 ayant une trace nulle.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :� L'ensemble des matrices de trace nulle est le noyau de l'application M 7! Tr(M). Commecette application est lin�eaire, son noyau est un espace vectoriel. Comme elle va d'un espace dedimension 4 vers un espace de dimension 1 et que son ensemble image n'est pas r�eduite �a f0g,son noyau est de dimension 4� 1, c'est �a dire 3. On peut aussi donner une base.� On prend un crochet de Lie s'�ecrivant [A;B]. Par lin�earit�e de la trace, sa trace vautTr(A:B) � Tr(B:A). le r�esultat classique et bien pratique sur les traces dit qu'il y a �egalit�e,



I.S.23 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 4et on trouve bien Tr([A;B]) = 0.� Si on prend un crochet de LieM s'�ecriant [A;B] et un r�eel �, alors �:M s'�ecritA:(�:B)�(�:B):Apar propri�et�e des alg�ebres matricielles, et vaut donc [A; �:B]. C'est bien un crochet de Lie.� On prend une matrice M et on la suppose semblable �a un certain crochet de Lie [A;B]via une matrice de passage P . On traduit : M = P:(A:B � B:A):P�1. On arrange enM = P:A:B:P�1 � P:B:A:P�1 et même en M = P:A:P�1:P:B:P�1 � P:B:P�1:P:A:P�1. Onreconnâ�t le crochet de Lie [P:A:P�1; P:B:P�1]. M est dans L.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On note D l'ensemble des matrices de la forme � 0 �� 0 �.Montrez que c'est un espace vectoriel, et donnez sadimension.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :C'est en fait V ect � 0 10 0� ;�0 01 0�!. C'est donc tout de suite un espace vectoriel, en tantqu'espace engendr�e par deux �el�ements. Comme ces �el�ements sont ind�ependants, ils en formentune base, et la dimension vaut 2.On note qu'il s'agit même d'un sous-espace vectoriel de T .On note aussi que de nombreux �el�eves confondent \trace nulle" avec \diagonale nulle". Je ne peuxrien pour ceux l�a. Ils seront même dangereux si on leur donne un jour des responsabilit�es, si ils secontentent ainsi de lire en diagonale les d�e�nitions, mode d'emploi et consignes de s�ecurit�e.� On prend la matrice � a bc �a� avec c non nul. On l'interpr�ete comme matrice d'un endomor-phisme de R2 not�e f . On sait : f(�!i ) = a:�!i + c:�!j et f(�!j ) = b:�!i +�a:�!j .On regarde la famille (�!i ; f(�!i )). C'est une famille de deux vecteurs de R2. Comme c est nonnul, ces deux vecteurs sont non colin�eaires. Ils forment donc une famille libre. Comme ils ont lebon cardinal, ils forment une base de R2.On regarde alors la matrice de f sur cette base. On a la premi�ere colonne : � 01�, par d�e�nitionmême de f(�!i ) = f(�!i ). Pour ce qui est de la seconde colonne, on ne sait pas trop. On pose apriori une matrice de la forme � 0 �1 � �.Quoi qu'il en soit, la matrice obtenue doit être semblable �a la matrice initiale. Elle doit doncavoir la même trace, c'est �a dire 0. On a donc : � = 0, et la matrice obtenue est de la formeimpos�ee (changez le nom des variables s'il le faut).� On prend maintenant �a 00 �a�. C'est la matrice d'une morphisme g d�e�nit par g(�!i ) = a:�!iet g(�!j ) = �a:�!j . On sent une forme de sym�etrie, au facteur multiplicatif pr�es a.On se demande alors si la base (�!i +�!j ;�!i � �!j ) ne serait pas bonne.On a : g(�!i +�!j ) = g(�!i )+ g(�!j ) = a:�!i �a:�!j = a:(�!i ��!j ) et g(�!i ��!j ) = g(�!i )� g(�!j ) =a:�!i + a:�!j = a:(�!i + �!j ).La matrice cherch�ee sur cette base devient : � 0 aa 0�.Au fait, c'est bien une base, son d�eterminant relatif �a la base initiale vaut 2.Comme c'est la matrice du même morphisme g sur une autre base, c'est une matrice �equivalente�a la matrice initiale.D'autres choix de base sont bien sûr possibles.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :Montrez que toute matrice de D est un crochet de Lie[A;B].: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :



I.S.23 2004 CHARLEMAGNE M.P.S.I.2. 2005 5On part de � 0 �� 0 � et on cherche �a l'�ecrire A:B � B:A. On nous propose de prendre A �egale �a� 1 00 0�. On tâtonne et on trouve par exemple B =� 0 ��� 0 �.Il su�t de v�eri�er : � 0 �� 0 � :� 0 ��� 0 �� � 0 ��� 0 � :� 0 �� 0 � = � 0 �0 0 �� � 0 0�� 0� = � 0 �� 0 �.La matrice donn�ee est bien un crochet de Lie.: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :D�eduisez que L est �egal �a T .: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :On a d�ej�a une inclusion : L � T .On passe �a la r�eciproque. On prend une matrice M de T . Sa trace est nulle. Elle est de la forme�a bc �a�.Objectif : on veut montrer que c'est un crochet de Lie.Si c est non nul, elle est semblable �a un �el�ement de D.Si d est non nul, elle est semblable �a un �el�ement de D, par le même type de raisonnement, avecla base (�!j ; f(�!j )).Si c et d sont nuls, elle est de la forme �a 00 �a� et elle est encore semblable �a un �el�ement de D.Dans tous les cas, la matrice donn�ee dans T est semblable �a un �el�ement de D.Cet �el�ement de D peut s'�ecrire comme un crochet de Lie.Toute matrice semblable �a un crochet de Lie est �a son tour un crochet de Lie. C'est �ni.On a donc �egalit�e : les crochets de Lie sont les matrices de trace nulle.La somme de deux crochets de Lie A:B �B:A et C:D�D:C est la somme de deux matrices detrace nulle. C'est donc une matrice de trace nulle. Elle est donc aussi un crochet de Lie.La d�ecomposition en E:F � F:E n'est pas livr�ee par notre raisonnement. Et elle n'est pas simple �aobtenir par bidouillage �a partir de A, B, C et D.On prend ensuite deux matrices de trace nulle : � 0 11 0� et � 0 11 0�. On sait que ce sont deuxcrochets de Lie. Leur produit est I2 qui n'a pas de trace nulle et n'est pas un crochet de Lie.- I.S.23 -


