1 PROBLEME : TROUVER LES POLYNOMES DE DEGRE INFERIEUR OU EGAL A N PASSANT PAR N+1 POINTS1

Polyndmes d’interpolation de Lagrange

1 Probléme : trouver les polynémes de degré inférieur ou égal a n pas-
sant par n+1 points

n est un entier naturel fixé fixé, on se donne n + 1 abscisses distinctes (de ag a a,) et n + 1 ordonnées arbi-
traires (de by a by,), on cherche le / les polynomes P de R, [X] vérifiant Vi < n, P(a;) = b;.

La question peut étre aussi posée dans C méme si graphiquement c’est moins visuel, ou dans tout corps
commutatif.

2 Théoreme de rigidité

Deux polyndomes de degré inférieur ou égal a n qui coincident en 7 4 1 points sont nécessairement égaux.
On suppose que les deux polyndmes P; et P, vérifient Vi < n, Pj(a;) = Pa(a;).

On considére alors le polynomes P; — P;.

Il admet 1 + 1 racines distinctes.

11 se factorise donc par chacun des termes (X — a;).
n

n
11 se factorise donc par [ [(X — a;) et s’écrit Q(X). [ [(X — a).
i=0 i=0
Mais si Q(X) n’est pas le polyndme nul, alors la différence P; — P, est de degré deg(Q) + n + 1 ce qui est
contradictoire.
On a donc Q(X) = 0 et en repassant de 'autre coté P; = P,.

Ceci nous garantit que si notre probleme admet une solution, alors il n’en a qu'une.

3 Approche calculatoire

n
On pose a priori le polyndme sous la forme co + ¢1.X + ... + ¢;,.X" (proprement ) ce.XF) et on écrit le

k=0
systéme (linéaire) de n 4- 1 équations a n + 1 inconnues
co +cray  Hea(ag)?  +... Henag)t = by
co +eray Ho(a))? 4. Hon(@)" = b
co tcr.ap +C1.(ﬂn)2 +... +Cn-(11n)n = b

On résout le systeme par équivalences et on trouve une unique solution (c, . ..c,) (exploitable pour n = 1
et n = 2, déja plus lourde pour n = 3)..

3.1 On écrit le systéme sous forme matricielle

Chagque relation du type co + c14; + ¢2.(a;)? + ... + cn.(ax)* donne finalement le systeme

1 ay (a0)* ... (ap)" co bo
1 a ((Z] )2 e (a1 )” C1 bl

1 ay (ay)? ... (an)" Cn by



4 METHODE CONSTRUCTIVE

On constate que la matrice est une matrice de VanDerMonde, et le cours nous dit que son déterminant est

I (aj — a;).

0<i<j<n
Il est non nul, la théorie des systéemes de Cramer nous donne une unique solution calculable par les formules
de Cramer
2 (@) .. (a)" \ " [ b
a | (a1)? (a1)" by
Cn (an)z (an)n by
by a9 (a0)? (a0)" by (a)? (a0)" 1 a (ap)? bo
bi ar (am)? (a1)" by (m) (a1)" 1 o () by
c b, an (an)z (ﬂn)n c b-n (ﬂn)z (ﬂn)n c 1 ay (an)z b-”
T (@) (@) 77T (@) (o) |77 T a0 ()2 (a0)"
1 am (m)? (a1)" a (1) (a1)" 1o (m)? (a1)"
i an  (an)? (an)" ay  (an)? (an)" 1 oan (an)? (an)"

Mais ces formules sont lourdes.

4 Meéthode constructive

On commence par traiter des probléemes plus simples pour la colonne des parametres b; : un et un seul des
b est non nul.

Probleme simplifié : k fixé, on cherche un polynéme (le polyndme) vérifiant P(a;) = (1) Z ; i ]lz ’
On connait # racines pour le polynéme, c’est un multiple de H( X — ai) etaucun autre facteur car son degré

i#]
est inférieur ou égal a n).
La valeur de ce polynome en a; est H(uk — a;) (réel non nul), on peut donc ajuster et proposer
itk
Remarque : la forme rigoureuse est plus agréable que la forme « points de suspension »

(X—ag) (X—m) X-aq1) X—a1) (X—an)
(ay —ao) (ax —ay) " (ax —aj—q) (ax —ajy1) (g — an)

X —a;
Le(X) = [T -
) o<i<n Ak — @4i
Ak

Maintenant qu’on dispose de polyndmes répondant & des problemes simples, il suffit de les combiner :

P(X) = Z by Lo (X)
k=0

5 Approche linéaire

On considere deux espaces vectoriels : (R,[X], +,.) et (R"*1,+,.). Ils sont tous deux de dimension n + 1
(attention, dim (R, [X] = n + 1 car on dispose d’une base (1, X, X?,... X"*1) faite de n + 1 vecteurs; quant
1 0 0

0 1 0
aR"t! on peut le doter de sa base « canonique» (| . |,| . |,... D

0 0 1
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6 Exemples

6.1 Exemple pourn =1

On cherche 'équation de la droite passant par (a, «) et (b, B). On introduit les deux polyndmes

X—a
——. Il ne reste plus qu’a les combiner «.

R,[X] — R

¢ P(ao)

. ’ . . P a )

On construit 'application PX) (. 1
P(as)

Cette application est linéaire :

V(P,Q), V(A u), p(A.P+p.Q) = Ap(P) + p¢(Q)

Elle est injective (le théoreme de rigidité permet de
passer de ¢(P;) = ¢(P») a P, = P, et on peut aussi
raisonner sur le noyau).

La formule du rang nous dit alors que son image est de
dimension n 4 1. Il est donc égale a R*1 4, .) tout entier.

- Et ¢ devient alors bijective de (R,[X],+,.) dans

(Rn+1, _‘_,.).
bo
by
Il nous suffit alors de calculer g~ 1(| . |).
by
Mais par linéarité, c’est
1 0 0
e e | °
bo.p~( : )+ bo.p™( P+t ()
0 0 1

On a donc juste besoin de calculer les images réciproques
des vecteurs de la base canonique.

= Or, il suffit & chaque fois de trouver un polyndme véri-

P(do) 0
ant | P 0
fiant P(ay) =3
P(an) 0
. o —a; R
Une fois encore, il s’agit de H ~. Le polyndome
o<i<n Ak — @i
k#k
2 . L X - aj;
cherché est bien ) bk.( I 7)
k=0 o<i<n Ak — 4i
k#k

et

—a

—a a—>b

b X
-l—ﬁ.b

—a



7 GENERALISATION 4

p- a.(X —a) + « qu’on utilise pour les équations de tangente :

Elle coincide avec l'approche classique -

f'(a).(x —a) + f(a).

6.2 Exemple pourn =2

On veut cette fois une parabole (ou droite) passant par (a, «), (b, B) et (c, ¥).

X—0).(X— X—a).(X— X—a).(X—
P | et ot B i ]

C’est tout naturellement] €N 4 X +0 +0
enb 0 + +0
enc 0 +0 +y

6.3 Application aux « trois niveaux »

b
la polynéme qui coincide avec une fonction f en trois points 4, % et b est
et son intégrale de a a b vaut (tous calculs faits) (b — “)-M

C’est un résultat qui sert dans 'approximation d’une intégrale par des rectangles, trapézes et arcs de para-
bole.

7 Généralisation

7.1 Solutions sans limitation de degré

Si on n'impose plus le degré du polyndme, par principe « solutions homogenes plus solution particuliere »,
il y a plusieurs solutions

Q(X).ﬁ(X — ) + i)bj' T1 X—ai
- =

k=0 osisn 4 — i
i#]

avec Q(X) décrivant R[X].
n
L’algébriste reconnait dans {Q(X) JIX—a) | Qe ]R[X]} le noyau de l'application ¢.
k=0

7.2 Cas des racines doubles

On cherche par exemple a faire passer la courbe d'un polynéme de degré inférieur ou égal a 3 par (a, «),
(b, B) et (c, ) et on impose le coefficient directeur de la tangente en a (celle qu’on va qualifier ici de racine
P(a
P/((a))
P(b)
P(c)
des vecteurs de la base canonique de R*. On va étre amené a considérer des multiples de
[ (X—0).X—0).X=d) [ X—0).X-b).X—0) | X—a) .(X—0) | X—a)*.(X—D) |

double). Dans l'approche algébrique, on remplace ¢ par P(X) — et on cherche les antécédents

avec d a ajuster.



