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Première partie

Un vol en ballon

Données :

� accélération de la pesanteur g = 9, 80 m.s−2 ;

� constante des gaz parfaits R = 8, 31 J.K−1.mol−1 ;

� masse molaire de l'air A = 29, 0 g.mol−1 ;

� masse volumique du mercure dans les conditions standard µHg = 1, 35 · 104 kg.m−3 ;

� rayon moyen de la Terre RT = 6380 km ;

� capacité thermique molaire à pression constante Cp,m = 7R/2.

L'espace est repéré à l'aide de coordonnées cartésiennes (x, y, z) et d'un repère (−→ex,−→ey ,−→ez ) associé.

Rappel :
Le centre de masse G, d'un corps C de masse volumique homogène µ, est l'unique point de coordonnées
(xG, yG, zG) véri�ant :

˚

C

(x− xG) dx dy dz =

˚

C

(y − yG) dx dy dz =

˚

C

(z − zG) dx dy dz = 0

Le moment d'inertie Jx d'un corps solide homogène, par rapport à l'axe passant par le centre de masse G et
dirigé suivant le vecteur −→ex, est dé�ni par l'équation :

Jx = µ

˚

C

[(y − yG)2 + (z − zG)2] dx dy dz.

On a de même, par rapport aux directions −→ey et −→ez :

Jy = µ

˚

C

[(x− xG)2 + (z − zG)2] dx dy dz.

Jz = µ

˚

C

[(y − yG)2 + (x− xG)2] dx dy dz.

Les moments d'inertie d'une boule (sphère pleine) homogène de masse M et de rayon R sont :

Jx = Jy = Jz = 2MR2/5.
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I Statique des �uides incompressibles

1. On considère un �uide incompressible, de masse volumique µ, au repos dans un champ de pesanteur
uniforme −→g . Les hauteurs sont rapportées à un axe vertical (Oz) dirigé vers le haut.
En considérant, par exemple, un volume dxdydz de �uide, établir la relation di�érentielle liant la pression
P , µ, g (norme de −→g ) et z (équation de l'hydrostatique).

2. Donner l'expression de la fonction P (z), pression fonction de la hauteur, solution de l'équation précédente,
en prenant comme constante d'intégration P (0) = P0.

3. Énoncer le théorème d'Archimède pour un corps solide quelconque totalement immergé dans le �uide
représenté sur la �gure I.1.

Figure I.1. Parallélépipède rectangle plongé dans un �uide

II Modèle d'atmosphère isotherme

1. L'air est assimilé à un �uide compressible, obéissant à l'équation des gaz parfaits, dont la température est
uniforme et constante, indépendante de la hauteur z.
Donner la relation existant entre la masse molaire A, la masse volumique µ, la pression P , la température
T et la constante des gaz parfaits.

2. Montrer que, dans ce cas, la solution de l'équation obtenue à la question I.1 est de la forme :

P (z) = P0 exp
(
− z

H

)
où H est une longueur que l'on exprimera en fonction de A, R, T et g, puis que l'on calculera numérique-
ment pour T = 280 K.

3. Quelle valeur de la pression ce modèle prédit-il au sommet du Puy de Dôme, d'altitude zP = 1465 m,
lorsque T = 280 K et P0 = 1013 hPa ?

4. Déduire, du pro�l de pression P (z), l'expression de la masse volumique µ(z) en fonction de la hauteur.
En supposant que l'on puisse négliger la courbure de la Terre, calculer la masse totale de gaz occupant
une colonne semi-in�nie, de section horizontale a = 1 m2, s'étendant de la hauteur z = 0 jusqu'à l'in�ni.
Montrer que cette masse s'exprime simplement en fonction de P0, de a et de g supposé constant et
uniforme.
Ce résultat est-il surprenant ?

5. Déduire de la question précédente une estimation numérique de la masse totale de l'atmosphère de la
Terre.

III Poussée d'Archimède dans un pro�l exponentiel de pression

Le but de cette partie est de véri�er la validité du théorème d'Archimède dans le cas où le pro�l de pression est
de la forme établie à la question II.2.
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1. La résultante
−→
A des forces de pression s'exprime comme une intégrale autour de la surface extérieure Σ

du corps C, avec −→n vecteur normal sortant de la surface et dS l'élément d'intégration sur la surface :

−→
A =

‹

Σ

−P−→n dS.

On s'intéresse à la composante verticale Az = −→ez ·
−→
A .

Montrer que Az est égale au �ux du vecteur −P (z)−→ez à travers la surface Σ.

2. À l'aide du théorème de Green-Ostrogradsky pour tout champ de vecteur
−→
j :‹

Σ

−→
j · −→n dS =

˚

C

div (
−→
j )dxdydz

exprimer Az comme une intégrale triple sur le volume occupé par le corps C.
3. Développer l'exponentielle exp(−z/H) autour de la hauteur zG du centre de masse du corps C, au deuxième

ordre en (z − zG)/H.
En utilisant l'identité :

2(z − zG)2 = (z − zG)2 + (x− xG)2 + (z − zG)2 + (y − yG)2 − (y − yG)2 − (x− xG)2

et la dé�nition des moments d'inertie donnée en préambule, montrer que la résultante Az des forces de
pression se met, à cet ordre du développement, sous la forme :

Az =

(
M +

Jx + Jy − Jz
4H2

)
g

où M et Jx, Jy, Jz représentent respectivement la masse et les moments d'inertie d'un corps homogène
de masse volumique µ(zG) (identique à l'air ambiant) et de forme identique à C.

4. Estimer l'erreur relative commise sur la résultante Az lorsque l'on applique le théorème d'Archimède à un
ballon sphérique plein de rayon R = 20 m évoluant dans un pro�l d'atmosphère isotherme.

IV Ballon à air chaud dans une atmosphère isotherme

Soit un aérostat de volume V supposé constant et dont l'enveloppe et la nacelle sont de masse totale m (la
masse de l'air chaud n'étant pas comptée et le volume de la nacelle étant supposé négligable).
La pression régnant à l'intérieur du ballon reste égale, à tout instant, à la pression extérieure. La
température de l'air à l'intérieur du ballon, supposée uniforme, est plus élevée que la température extérieure
de l'atmosphère isotherme. On notera, dans cette partie, la température de l'atmosphère T = Tf . La masse
volumique de l'air au niveau du sol, à pression P0 est notée µ0 = µ(0) et on introduit la masse m0 = µ0V , égale
à la masse d'air présente dans le ballon lorsque celui-ci est posé au sol et que la température interne est égale
à Tf .

1. La température régnant à l'intérieur du ballon est Tc, et la masse volumique de l'air situé à l'intérieur est
µc. Déterminer la relation existante entre µc, Tc, Tf et la masse volumique µ(z) de l'air à l'extérieur du
ballon, situé à une altitude z quelconque.

2. Le ballon se trouve à l'altitude nulle z = 0, pour laquelle la pression alentour est P0. Déterminer la
température minimale Tmin(m) devant régner dans le ballon, de masse m (air chaud non compris) pour
que celui-ci s'élève spontanément. On pourra exprimer le résultat en fonction de Tf , m0 et m.

3. L'air du ballon est chau�é jusqu'à une température Tc > Tmin(m). Déterminer dans ces conditions la
hauteur maximale Zmax(m,Tc) atteinte par le ballon.

4. Calculer, sur la base du résultat précédent, le volume minimal V d'un ballon permettant d'élever deux
passagers, une enveloppe et une nacelle, de masse m = 500 kg, à une hauteur de Z = 1000 m au dessus
du sol, sachant que la température maximale de l'air chaud à l'intérieur du ballon est de 60 K plus élevée
que la température extérieure Tf = 280 K et que la pression extérieure est de P0 = 1, 0 bar.
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Deuxième partie

Centrifugeuse
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Troisième partie

Étude mécanique d'un disque optique numérique

Sur un compact-disc, les informations sont stockées sous forme de creux et de plats le long d'une piste métallique
ré�échissante en forme de spirale. Celle-ci démarre à une distance R1 = 2, 50 cm de l'axe du CD et se termine
à R2 = 5, 80 cm.

Sur la �gure 1 qui donne une vue en perspective d'un demi CD, la zone grisée correspond à la portion du CD
occupée par la piste métallique, la partie blanche est le substrat en polycarbonate. Les spéci�cations du CD
recommandent une vitesse de lecture linéaire v0 = 1, 22 m.s−1 et un pas de spirale de a = 1, 59 µm. On peut
noter que a� R1.

I Étude de la piste

1. Établir l'expression de la vitesse angulaire Ω(r) de rotation que doit avoir le disque lorsque la tête de
lecture est à une distance r de l'axe de rotation et qu'elle voit dé�ler la piste à la vitesse linéaire constante
v0.

2. Dans l'intervalle [R1;R2], pour quelle valeur de r la fonction Ω(r) est-elle maximale ?

3. Donner la valeur numérique de la vitesse angulaire maximale Ωmax que doit posséder le CD au cours de
la lecture de sa piste à la vitesse v0.

4. Les lecteurs de CD-ROM ont des vitesses beaucoup plus importantes que celles des lecteurs de CD audio.
Un lecteur dit "52 x" a ainsi une vitesse de lecture linéaire égale à 52 v0. Quelle est alors la valeur
numérique, exprimée en tr/min, de sa vitesse angulaire maximale de rotation Ω0,max ?

II Mécanique en référentiel non galiléen

A�n de rendre plus rapide l'accès aux données, les vitesses de rotation des lecteurs ont augmenté au �l des
années. Des expériences menées sur des CD-ROM ont montré qu'ils pouvaient se briser en une multitude de
petits fragments lorsque la vitesse angulaire devient supérieure à 3, 00 · 104 tr.min−1.
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Un lecteur de CD-ROM est �xé sur une table. On suppose que le référentiel R0 lié à la table est galiléen.
On lui associe un repère orthonormé direct (O, x, y, z). À l'intérieur du lecteur, un dispositif d'entraînement
communique au CD-ROM un mouvement de rotation autour de l'axe Oz, vertical ascendant. La vitesse angulaire
est notée Ω.

Dans cette question, le CD-ROM est modélisé par un cylindre homogène de hauteur h = 1, 20 mm, de rayon
Rext = 6, 00 cm, percé en son centre d'un trou circulaire de rayon Rint = 7, 50 mm. Sa masse volumique est
µ = 1, 20 · 103 kg.m−3.

Soit R1, le référentiel lié au disque. On lui associe le repère orthonormé direct (O, x1, y1, z1), l'axe Oz1 étant
confondu avec l'axe Oz. On repère la position d'un point M dans R1 par ses coordonnées cylindriques (r, θ, z)
liées à la base locale (−→er1,−→eθ1 ,

−→ez1).

On suppose que la vitesse de rotation de R1 par rapport à R0 est constante et notée Ω.

1. Donner la dé�nition d'un référentiel galiléen.

On pose sur le CD un point matériel M de masse m.

2. Exprimer dans la base locale la force d'inertie d'entraînement à laquelle est soumis M dans R1.

3. Exprimer dans la base locale la force d'inertie de Coriolis à laquelle est soumis M dans R1.

4. Il existe des frottements solides entre M et le CD . On suppose que la réaction du CD sur M véri�e les
lois de Coulomb :

� en l'absence de mouvement relatif, ‖
−→
RT ‖ ≤ f‖

−→
RN‖ ;

� en cas de mouvement relatif, ‖
−→
RT ‖ = f‖

−→
RN‖ et

−→
RT s'oppose au mouvement ;

où f est le coe�cient de frottement entre M et le CD.

Montrer que le point M reste immobile dans R1 si r < r` où l'on précisera l'expression de r`.

5. On creuse une rainure sur le disque : le point M est astreint à se déplacer selon −→er1. On néglige les
frottements. À t = 0, on pose le point M en r(t = 0) = r0 sans vitesse initiale dans le référentiel R1.
Établir l'équation du mouvement.

6. Déterminer r(t) et l'expression de la réaction du disque.

III Résistance mécanique des disques optiques numériques

On se place dans le référentiel R1. A�n d'étudier les forces qui assurent la cohésion d'un CD-ROM en rotation
uniforme à la vitesse angulaire Ω1, on considère une portion de disque dont la distance à l'axe de rotation
s'étend de r1 à r1 + dr1.

Au sein de cette couronne circulaire, on isole un élément de largeur angulaire dθ1 situé dans le domaine angulaire

[−dθ1

2
;
dθ1

2
].
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1. Quelle est l'expression de la masse dm de cet élément de CD-ROM d'épaisseur h ?

2. Quelle est, dans la base (−→ex1,
−→ey1), l'expression de la force d'inertie d'entraînement

−−→
dFie qui s'exerce sur

l'élément de masse dm ?

3. On note
−−→
dFa et

−→
dFb les forces exercées sur l'élément considéré par deux secteurs angulaires voisins (�gure

3). Soit σ la contrainte (force normale par unité de surface) à l'interface entre deux éléments de la portion

de disque. On a donc ‖
−−→
dFa‖ = ‖

−→
dFb‖ = σdS avec dS = hdr1, la surface rectangulaire de séparation. Quelle

est la direction de
−−→
dFa +

−→
dFb ? Montrer qu'à l'ordre 1 en dθ1 , on a

−−→
dFa +

−→
dFb = −σdSdθ1

−→ex1

4. En écrivant l'équilibre dans R1 de l'élément de masse dm, exprimer σ en fonction de µ, r1 et Ω.

5. Pour quelle valeur de r1, la contrainte σ est-elle maximale ?

6. On donne la contrainte de rupture du polycarbonate : σrup = 65, 0 MPa. Exprimer puis calculer la vitesse
angulaire Ωmax à partir de laquelle le disque risque de se briser.
Le calcul ci-dessus ne donne qu'un ordre de grandeur dans la mesure où il ne prend pas en compte les
interactions entre les di�érentes couronnes.
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