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I Une étude dynamique de la couche limite

I.1 Préliminaire

1. La force de viscosité exercée, au niveau de la surface élémentaire d’aire dS et
de normale @Ty}, par la portion de fluide d’abscisses supérieures & y sur la portion
de fluide d’abscisses inférieures & y est

d?visc = navﬂi dS’U/_I)
oy
ot i) se mesure en pascal.seconde. On dit que cette force traduit un transfert diffusif
de quantité de mouvement. Cela différe d’un transfert convectif par le fait que le
transfert s’effectue dans une direction différente de la direction de la vitesse des
particules de fluide. Le brassage moléculaire qui est & l'origine de cette diffusion
est di a l'agitation thermique.

2. La résultante des forces de viscosité agissant sur 1’élément de volume dr défini
par les intervalles (x,x + dx), (y,y + dy), (2, z + dz) est la somme de la force de
viscosité sur sa frontiére d’ordonnée y et de la force de viscosité sur sa frontiére
d’ordonnée y + dy, soit

8’03; — 82’03; —

ov
dl:*viSC = ( L (y + dy) —
n dy (y y)

3. a) Une particule de fluide de volume dr a une masse pdr; le théoréme de la
résultante cinétique appliqué & cette particule de fluide donne

pdT?de?
ou
S_DT_07 L o 07
a = L = o1 —|—(7 grad)ﬁ— 57

représente 1’accélération et Ed? représente la somme des forces appliqués, soit
— le poids dP = pudrg
— la somme des forces pressantes d?press ; la pression est indépendante de x par
hypothése ; elle est également indépendante de z car le systéme est invariant
par translation selon 1TZ> . Les forces pressantes qui ne se compensent pas sont
celles qui s’exercent sur les frontiéres d’ordonnées y et y + dy de la particule

de ﬂuide, soit dﬁpress = —dx dz (p(:l,h t) - p(y + dy’ t)) IT; - 7d7?@
Y
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. e, ? 621}35 —
— la somme des forces de viscosité d F'yisc = 7 dTug,
0 y?
On en déduit e p 52
_ P Vg —»
W THT gy e

C’est ce que donne I’équation de Navier-Stokes dans ce cas particulier.
b) En projetant cette équation sur 17;, on obtient

Ovy 02%u,
at oy

I

qui est un cas particulier de ’équation de diffusion générale

Jds
37 =vAs

. . . n _
avec un coefficient de diffusion v = —. v se mesure en m2.s~1.

I

4. Le phénomeéne de diffusion est irréversible car le transfert de quantité de mouve-
ment s’effectue des régions de quantité de mouvement importante vers les régions
de quantité de mouvement plus faible, faisant ainsi évoluer vers une homogénéisa-
tion. Cela apparait dans ’équation de diffusion par le fait que cette équation n’est
pas invariante par le changement ¢t — —t.

En revanche, I’équation de d’Alembert

2%s
ﬁzc As

équation aux dérivées partielles régissant les phénomeénes de propagation, est in-
variante par le changement ¢ — —t. Elle décrit des phénomeénes réversibles.

[ 02%v, Vg

5. En ordre de grandeur, % ~ — et 947 ~ L—% On a donc
2
Lo by
T

I.2 Ordre de grandeur de I’épaisseur d’une couche limite

1. L’ordre de grandeur §(x) de I’épaisseur de la couche limite s’écit, en exprimant
que, lorsque le fluide atteint I’abscisse xg (& partir de extrémité de la plaque), le

phénomeéne diffusif perpendiculairement & la plaque, s’est déja produit pendant la

durée 2 /U :
52(10) . vxo
~ ———L 50it § ~ 4 [ ——
v U =y

2. Si 'on prend zy comme dimension caractéristique d’écoulement, le nombre de

Reynolds est
Re. — pxoU  xoU
o Mh v

3. En reportant ’expression de v dans le nombre de Reynolds, on obtient

xoU x3 .. 0(xo) 1
Rey, = = soit =
Pl 8w " w  Ren
l‘o/U

4. La notion de couche limite a un sens si §(xg) < g, soit si Rey, > 1.

[.3 Cas d’un écoulement de Poiseuille plan

1. a) Dans l’écoulement stationnaire caractérisé par le champ des vitesses v =
vi(y)@, P’accélération d’une particule de fluide est nulle. L’équation de Navier-
Stokes se réduit alors a

0 =pd — gradp+nA7T

soit, en projection

)
0=-2L 4 nAv,(y)
ox
0= o 9P
"= g,

. . 0 : :
La premiére équation montre que ap est indépendant de x ; calculons la dérivée

ox

0
de ar par rapport a y. D’aprés le théoréme de Schwarz, on a

ox
o (0p\_ 0 (0p\_ 0
oy \ox) 0z \0y) O B9) =
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. 0 ..
ce qui montre que a—p est aussi indépendant de y. C’est donc une constante K.
x
On a donc

puis, en intégrant une seconde fois :

K
vz (y) = %Zﬁ + K1y + Ko

On obtient donc un profil des vitesses parabolique. On détermine les deux

d
constantes d’intégration en exprimant que v, | y = :|:§ =0, ce qui donne
K d
8—d2+K1§+K2=0 Ky =0
dou Kd2
d? Kd+K—O Ky=——
8n '9 27 8n
et finalement %
- =2 (4 2 d2
vz (y) 877( y )

0
b) On note Ap = p(x,y) —p(z+ L, y). En intégrant 8—}7 entre x et x+ L, on obtient
x

Ap=—-KL

Le débit volumique & travers une section de largeur h selon Oz est

[ ¥ -ugdS
sec<l:/t120n

f Vg (y) hdy

Dy

3 a/2
Aph [4y _de}

—d/2

La relation entre Ap et Dy suggére une analogie avec la loi d’Ohm, la différence
de pression étant ’analogue de la tension et le débit volumique ’analogue de
I'intensité ; la résistance hydraulique est

7&7 12nL
" Dy hd3

Ry

c) Si, en maintenant Ap, on divise d par 2, le débit est divisé par 8.
Le débit total & travers deux dispositifs identiques d’épaisseur d/2, chacun étant

D D
soumis & la différence de pression Ap sur une longueur L est 2 x A

La résistance électrique est inversement proportionnelle & la section ; la résistance
hydraulique décroit plus fortement avec la section.

2. Un fluide en écoulement laminaire uniforme de vitesse ﬁ =Uu, pénétre dans
Iintervalle situé entre deux plaques planes paralléles au plan Oz, distantes de d.
Avant que s’établisse le profil parabolique de vitesse, la quantité de mouvement

doit diffuser sur une distance de l'ordre de d pendant un temps de I'ordre de %

donc
d? d?U

Vgl‘l/U: I

On peut exprimer le rapport z1/d sous la forme

X1 o dU

d v
C’est le nombre de Reynolds si ’on choisit d pour dimension caractéristique de
I’écoulement.

1.4 Equation du mouvement dans la couche limite
1. L’incompressibilité s’exprime par 1’équation

dive =0

2. ’équation fondamentale de la dynamique s’écrit

M(W-@)7=u7—gr71p+%7
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soit, en projection

%4, % = —— + A
H Uz@x Uyﬁy Y 150

0y 0y ap
o 0, T = g - SP A
M(v oz +vy8y> Ha 8y+n Yy

3. Raisonnement sur les ordres de grandeur

a) La condition d’incompressibilité donne, en ordre de grandeur

Vg Uy

On en déduit que

Vg i)
— o~ = +/Re, 1
S(wg) Vom0 >

Uy
donc
vy K Vg

b) Toujours en ordre de grandeur, on a

3 27]35 Uy Vg 8 Uy
oy? — 6%(xo) T a2 T Oa?

et
9%,
dy? — 6%(xo) T 22 T Oa?

c¢) Toujours en ordre de grandeur, on a

dv, 02
Vg ~ Z
ox o
et
Ovy  0(xo) Vg v2
~ v ==
v 8]/ X9 * 6($0) Zo

On obtient bien le méme ordre de grandeur.
Au bord extérieur de la couche limite, ou v, est de 'ordre de U, donc

02%v, vU U U?
~ — ~pJ— = —
0 y? 5%(xo) vro  To

ce qui est du méme ordre que les deux termes précédents.
d) On peut réécrire les équations du mouvement sous la forme simplifiée

0 vy 0 vy dp 02%v,
1% Ua:%""vy =—5—+n

oy ox 82y2
Ovy o O\ _ 0P A7
M(Ux Ox +y 8y)_ 1 8y+nA8y2

On admet, conformément & 1’énoncé, que ’on peut ignorer toutes les dérivées
partielles de v, lors de la projection sur u_y> La seconde équation se réduit &

@N_
9y = M

4. Hors de la couche limite, ’écoulement correspond & une situation statique dans
un référentiel galiléen en translation a la vitesse U T par rapport au référentiel du

laboratoire. On a donc
—
ug — gradp =0

—
grad p n’a pas de composante selon us. La pression ne dépend donc pas de x.

On en déduit que a—p = 0 également dans la couche limite.

T
La premiére équation se réduit alors a

a/Um avm 821)1

P +y oy V@yz

I.5 Autosimilitude des profils de vitesse dans la couche li-
mite dans le cas d’une vitesse extérieure uniforme

Avec les variables sans dimension :

/ z Y Yy o Vg Uy
T =—y = =/ Rey,—,v, = —,v, =/ Re,,—
4 (5(1‘0) 101‘07 ¢ []7 Y EOU

div T U o, N U 1 du,
v = P —
o 02" 0(20) \/Rey, OV

U (o, 0y,
xo \ Oz’ Oy
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soit y 9o
Ux U’y
=0 Vi
oz’ * oy (V1)
e Equation IV .4.
; dvy EU, v,
“Ox zo TOx

soit
,Oul o, 0%

vwam/ Uyay/ = 8y’2

(V2)

1.6 Equation de Blasius pour un écoulement uniforme le
long d’une plaque plane

6= —Y o, —UF6) et v, =/ “Lho)
g X
U

1. Calculons les dérivées de 6 par rapport a = et & y; on obtient

00 1y 0
o 2 [,
U
et
o0 1 0
dy  rr y
U

On en déduit

=Uf'(0)— =——1"(0
5, = Ul 05 5 (0
et
0y vU 06
— =/ —h(0)=—
dy x ()3y
— Y Y
= —h'(0
1 (6)
L’équation IV.1 s’écrit ainsi
ue , U,
—S1O)+ T (0) =0

soit

2. On en déduit que
2h(0) — 2h(0 /gf

En intégrant par parties dans le second membre, on obtient

6
n(o) — h(0) = § (efw) -/ f(f)d§>
0

3. Pour z donné non nul, 8 tend vers 0 quand y tend vers 0, ce qui correspond au
contact fluide-plaque. Dans un fluide visqueux newtonien, la vitesse est continue
lorsqu’on passe du fluide & la paroi. On a donc vy(x,0) = 0 soit ~(0) = 0.

4. Dérivons v, par rapport & y :

0 vy, 00 U3
Y Uf()ay -

a%z_/ 10 00

- Ef”(@)

—f'(0)

et
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La formule de la question IV.4 devient

20 o0+ Lo L ) =L 00

_%f(ﬁ)f’(e) +h(0)f'(0) = f"(0)

soit, en explicitant h(0) :

soit

0
71(0) = 5 70)7'0) + 57'(0) (9f<9> -/ f<§>ds)
0

et, aorés réarrangement :
6
7 _ _1 /
£10) = ~30) [ e
0

1.7 Résolution approchée de I’équation de Blasius

équation de Blasius

1. Pour € > 1, on est hors de la couche limite et pour § < 1, on est pratiquement
au contact de la plaque.

2. Comportement de f(f) a « faible » 6
a) Au contact de la plaque, la vitesse doit s’annuler, donc v(z, 0) = 0, ce qui impose

que f(0) =
b) L’équation de Blasius montre que f®)(0) = 0.
c) En dérivant I’équation de Blasius, on obtient

0
FO0) = 57 /f g — 5 7' (0)f(0)

On en déduit 1
fO0) = =5 (0 f(0) =0

d) Pour les « faibles » valeurs de 6 :

62 0 . 64
F0) = £0) +0/(0) + 5 F2(0) + 5 £ (0) + 5 F2(0) + o(6)

Les dérivées seconde et troisiéme étant nulles en 6 = 0, il reste

£(0) ~0f(0) + b0* + o(6")

e) En dérivant une nouvelle fois I’équation de Blasius, on obtient

0
@ gy = _ L s L
£90) = ~5£90) [ 1(©de - 120)10) - 317(6)
0
On en déduit que
FO(0) = —577(0)
soit ) )
= /0 =—2 170

N

3. Comportement de f(0) & « grand » 6
a) Sachant que, hors de la couche limite, ¥ =Uu, , 0n a

lim f(0) = M:l

0— 00 —>oo
Soit 01 une valeur de 6 telle que f(6) ~ 1 pourr 6 > 6;.

0

/efos)dg ~ /e}@dg + /dg _ /e}@dg 40— 6, =0+ Cte
0 0

01 0

La constante peut étre négligée si 6 est suffisamment grand.
b) Pour les « grandes » valeurs de 6, I’équation de Blasius prend la forme appro-
chée :

7(0) = 505 (6)

c¢) En intégrant, on obtient
92

£1(0) = Ae 4

La décroissance en 6 est donc extrémement rapide.
d) f(0) passe donc brutalement de son expression aux faibles valeurs de 6 a sa
valeur asymptotique 1.
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3. Graphe de f(6)

S{is

<

SIS

1.8 Force de frottement subie par la plaque plane dans
I’écoulement uniforme

Le fluide situé du coté y > 0 exerce sur la portion (z,x + dz)(z,z + dz) de la face
supérieure de la plaque :

PF e =1 r’“z + a”y} dudzi,
dy oz |,

dv . . . 1 .
N.B. : le terme en —¥ s’explique par le fait que I’écoulement bidimensionnel dans
X

la couche limite n’est pas un écoulement de cisaillement simple.

1. En ordre de grandeur, on a

0vy Vg
~

dy (o)

et

duy vy Vg (5(azo)>2<< Vg

i) (5(1‘0)

dv . . .
Le terme en —2 est donc négligeable La force surfacique sur la face supérieure

T
de la plaque est

2F e
i =[] memfrom =/

2. On en déduit la force de frottement par unité de longueur selon Oz, subie par
une plaque de longueur L selon Oz, en tenant compte de ses deux faces

L U3
Fo=2u [ /2= F(0)dziz?
O :L.
L
=2uf (0)VvU? [ 2=\ 2dzu,
0
= 4uf' (0)VvLU3u,
VLU,
On obtient une force proportionnelle & U3/2; I’exposant est intermédiaire entre

Pexposant 1 (domaine de Stokes) et ’exposant 2 (trainée sur une sphére pour des
nombres de Reynolds moyens).

LU
En introduisant le nombre de Reynolds Re;, = — construit & partir de la longueur
14

caractéristique L, on peut écrire
4 LU 4 1
Fo=2u ) 2L ose = 2 0tL u
3"V Rey, 3" " Rer

I.9 Approche de la force de trainée par des bilans dyna-
miques

1. On considére un volume de controle parallélépipédique : 0 < x < L,0 <y <
h,0< 2z </,
L
a) ¢ f vy(x, h)dx représente le débit volumique sortant par la frontiére d’équation
0
y=h.
L’écoulement étant incompressible, on peut effectuer un bilan de volume aussi

bien qu’un bilan de masse. La somme algébrique des débits volumiques sortant du
volume de controle est nulle. Le débit volumique sortant par la frontiére d’équation
h

h
xz = Lest ¢ [vy(L,y)dy, tandis que le débit volumique entrant est ¢ [ v,(0,y)dy.
0 0

On a ainsi
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soit, La force exercée par la face supérieure de la plaque sur le fluide est
L h
/Uy(x, h)dz = /(U — vz (L, y))dy ¢+ A ® h
. pa(t+ AL) —pe(t
0 0 dim == =l [ (v3(Lyy) — Uve (L)) dy
b) Bilan de quantité de mouvement. 0
D, At D, At . - . . L ) .
N . D’aprés le théoréme des actions réciproques, la force linéique exercée par le fluide
bo bo sur la face supérieure de la plaque est
Systéme a la date ¢ Systéme a la date t + At

h
g - _Né/(vi(L,y) — Uvy(L,y))dy
0

On considére le systéme fermé constitué du fluide & l'intérieur du volume de
controle et du fluide qui y entre pendant [t,t + At]. La quantité de mouvement de
ce systéme selon Uy est : ou T est la force qui s’exerce sur I’ensemble de ses deux faces, par unité de longueur

— & linstant ¢ : selon Oz. On obtient

h
h
+(t) = poz + Dy AtU = plAt | Ud
Pa(t) = pos + p / Y T:2uU2€/¢(y)dy
0 0
— & linstant t + At :
avec
o 2
Do (t + At) = por +ulAt [ vi(L,y)dy
( ) 0 {L ( ) ¢(y)_vx(L,y)_v§(L,y)_ g—i—zpour y<e
= 22 =
+lAL [ vy (x, h)vg(x, h)dx v v Opour y >e
0

Si h est suffisamment grand, la frontiére y = h est hors de la couche limite et en posant e = e(L).
vg(z,h) = U. On a donc
2. a) La description choisie correspond & f(#) affine par morceaux.

L L
[ vy(z, h)vg(z, h)de = U [v,(x,h)dx % = f(9)
0 0
h
— U (U = va(Ly))dy N |
O |
1l reste donc l i —
: vxr
h : T
pa(t + At) :p0z+M€At/(v_§(L,y) +U? = Uv,(L,y))dy ; P
0
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h
b) Calculons l'intégrale [ ¢(y)dy; compte tenu du modéle, on a
0

h e 2
f¢(y)dy=f(y—y2>dy
0 0 e (&4
_[v v
126 3e? |,
:66
_1/vL
2V U

La force de trainée est ainsi

L
T = U022
K U

A un coefficient multiplicatif prés, on obtient le méme résultat que dans la partie

VIIL
c) Le coefficient de trainée est

o +Tr_Jjv 1
TouU2¢L VUL  /Reg




