Corrigé des exercices de Préparation aux oraux 2024

Séance 1 : Lundi 21 Mai (analyse)

1 I .
Exercice 1 (oral CCINP 23, Samuel,2) : soit / :[0,7z[ — R définie par f(0)=0 et f(£)= W_; sit#0.
sin

1) Montrer que f est dérivable en 0.

2) Déterminer une équation de la tangente & C r en 0. Déterminer la position de la courbe par rapport a cette

tangente.

1) Oncalcule S0=/O) = 12—s1n(t) ,avec sin(t) = t—lt3 +o(t3).
t t* sin(?) t—»0 6

fO-10 ¢ SO-1O)

. Donc
t t—0 6[3 t t—>0 6

Donc . Donc | f est dérivable en 0 et f'(0) :%

1
2) Une équation de la tangente & Cyen O est|y = f(0)+'(0) = gt

. t— s1n(t)— £ sin(?)
Puis f(z)—ét:’_,sm(’)—lt_

tsin(t) 6 tsm(t)

. 13 1 5 5 2 . 3 1 5
Or sin(t) = z——z +—1¢t +olt” ) et t“sin(t) = £ ——¢t +ol|t”|.
() 6 120 ( ) ()Ho 6 ( )

Donc f(t)——t ~ = L t3,avec L—L>0
6 -0 \36 120 36 120

Donc |C r estau dessus de sa tangente en 0 pour ¢ > O|

Exercice 2 (Oral IMT 23, Bastien N,2) :
1) Donner le développement en série entiére de In(1+¢) .

1n (1+1)
¢

2) Calculer [ = I dt

0

( l)n 1
1) Onadirectement In(1+¢) = z
n

n=1

In(1+1) 2 =D" o, . L
2) Onpose f(t)= pour 7€ ]0,1]. Il vient f(r)= Z . ~———¢" . On veut utiliser le théoréme
t n+
n=0

',
1

d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque. On pose U, (t) =

o ZUH converge simplement sur ] 0,1] (et sa somme f est continue sur ]0,1]).

n

o Chaque U, est intégrable sur ]0 1].

o +1)2 ’

—+00 (_1)}1

Donc par théoréme d’intégration terme a terme, f est intégrable sur ] 0,1] et/ = 3
n=0 (n+1)




n pair (n+ 1) n impair (n+1) n impair /7 nzl 1
n pair
2 2 +00 2 2 2
Donc|1="—-2 % %=”——2Z%—”——”—=”—
6 n pair 17 6 p=1 (2p) 6 12 12
U, =1
Exercice 3 (oral CCINP 23, Mailys,2) : On définit la suite (U, ) par NU 2n+2
eN, = )
2n+5
1) Montrer que (U,) est décroissante et convergente.
. n+1Y a 1
2) Pour neN ,onpose V, =| — U . Montrer qu’il existe a > 0 tel que ln(V) —to|l— |-
n ) 0 p n
En déduire la nature de z In(V,) .
3)
n-1 C
a) Ensimplifiant, pour n>2, > In(V, ), montrer qu’il existe C >0 tel que U, ~ —=
sy n—+o p
b) Onpose S(x)=Y U,x".Montrer que S est définie sur [-11].
n=0
4) Montrer que S est solution sur ] 0,1 [ de I’équation différentielle 2x(1-x)y'+(3-2x)y=3.
U
1) Parrécurrence,ona Vne N,U, >0.Doncpour neN, py _ 21+2 ——=<letU, <U,.
U, 2n+5
‘Donc (U, est décroissante et minorée par 0 : elle converge|.
n+1Y? U 3, (n+l 2n+2
2) Soit neN". V= — , donc ln( )=—1 +In
U, 2 n 2n+5
Donc In(V,) = —ln(1+ j+1n(2n(l+—)}—ln(2n(l+—)j
Donc In(¥,) = —ln(1+ j ]n(l j Or In(u) = u _Lp +o(u?)
u—0 2
1 25 1
Donc In(V, — — |- —+o|—||.
()= [n ( ZJJ [Zn 8n’ (nzjj
Dong| In(V,) = L . On prend ainsi a = 5
n—+o 8n 2 8
a
On a donc In(V, ) T, Tz avee ( j de signe fixe et Z —- converge. Donc Zln(Vn) converge|.
“n }’l n>1 n
n-1 n-1
3) a) ZIn 2 Z(ln(k +1 - ln(k))+ ( ,M ]n(Uk)). Ce sont des sommes télescopiques.
k=1 k=1
n—1
Donc Y In(V, )= % In(n) +In(U,)—In(U,) etavec2), In(n”*U,) = Zm +ln(U) - beR
k=1 k=1
32 b . C
Donc |n”""U, — C=¢" >0 etonabien U, ~ —=
n—>+w0 n—>+o p
3b) Soit x e[-1,1]. Alors pour ne N, 0< |Unx” <U,.

Si on admet Z—: 62 alors 1= )’ G + ) (_;)nz 3 Lz_ D LZ




C C . 1
Comme U, n;an , avec (113_/2) de signe fixe et ZW converge, Z U,

n>1 N n=0
. . n
Donc par majoration, Z U,x" est absolument convergente, donc convergente.
n>0

Donc | S est définie sur [-1,1] |

4) S est la somme d’une série entiére de rayon de convergence R >1. Donc S est C* sur ] -1 [ et on
+00
peut dériver terme a terme. Ainsi, S'(x) = z nU x""

n=1

Donc (3-2x)S(x) = 3§ U,x" - 2§ U, x" et
n=0 n=1
2x)(1-x)S'(x) = 2§nUnx" - Zi(n -1)U, x" = ZinUnx" - Zf:(n -1)U,_x"
n=1 n=2 n=0 n=1

Donc (3-2x)S(x)+2x(1-x)S'(x) =3 +§((3 +2n)U, —2nU, , )x" .

n=1

Orpour n>1, U, = %UH , donc (3—2x)S(x)+2x(1-x)S'(x) =3
n+

S est solution sur ] 0,1[ de I’équation différentielle 2x(1—x)y'+(3—2x)y =3

Exercice 4 (Oral Mines 23, Lou Anne,3) : soit € ]Ri. Soit (a,)telle que a, ~ aln(n).
n—+o0

Montrer que si & > 1, alors Y exp(-a, ) converge et quesi 2 <1, alors Y exp(-a,) diverge.

n

|On suppose a > 1 | Sia, ~ aln(n),alors - «a
n—>+0 ln(n) n—»+oo
On prend c € |1 [ . Avec la définition de limite, il existe N € N,Vn> N, 1 a(" ) >c.
n(n

Pour n> N , il vient a, > cln(n), donc exp(-a, ) <exp(—cln(n))
1 e Do 1 o

— . Or d’aprés Riemann, > —converge,, donc par majoration, > exp(-a,), donc

n n=1n n>N

comme la nature d’une série ne dépend pas des premiers termes, Zexp(—an ) converge

Donc 0 < exp(—an ) <

. a 1
De méme, si a <1, alors pour #n assez grand, # <1 et exp(-a,)>=—, donc Y exp(-a,) converge.
n(n n

+00
Exercice 5 (Oral Mines 23, Bastien L,4) : convergence et calcul de Z .
3
=14k —k
On pose pour k>1 : U, >0.Alors U ! >0.0r Z ! converge, donc Z U, converge
21 2 k= . k= T . e N k 5
4k — k fo>to0 43 4k3 o1
On décompose en éléments simples : ! = 1 ! = 11 ! .
4 —k  k\ 4?2 -1) k2k-12k+1
1 1

.On fixe NeN".

Donc Uy :—l+—+
k 2k-1 2k+1



S-S Syl Sy ]
Alors » Uy =-) —+ + - +2 -
part ok 2kl k12k+1 1k 2N+1 5 2k-1
N 1 2N1 N 1 N1
Z—: ——Z . Donc si onnote H, = Z—,il vient
i 2k=1 Sk 52k o k
i %1 1 q1 %1 1
Uy=-) —+ +2) —= ) —=1=2H)y -2Hy +——-1
et ok 2N+l Tk g 2N +1
2ZJ:V 1 i 11 JZV: 1 Pl
Or Hyy—Hy = — — | ——dt=1n2avec les sommes de Riemann.
Wk SNk Nk11+kN4>+oo 1+t

(On peut aussi montrer Hy = In(N)+y+o(l),ou yeR
N—>+o0

N +00 1
Donc )" Uy — 2In(2)-1 et|) —5—=2In(2)-1
=1 N—+o0 =1 4k —

Exercice 6 (oral Centrale 123, Alice,3) : soit o € ]0,1[. Pour ¢ € Ri ,on pose f(t)= La
t

On note a,, =min[{peN*,§f(k)2nH.

k=1

1) Montrer que a, est défini pour tout n € N". Montrer VneN" Ay 2.

p
2) Déterminer un équivalent de Z fk).

k=1
3) Déterminer un équivalent de a, lorsque ntend vers I’infini.

. . . 1.
1) Onsaitque a € ] 0,1 [ , donc avec les séries de Riemann, Z—a diverge.
k>1

P p
Comme il s’agit d’une série a termes positifs, lim Z f (k) =+o0 donc {p € N*, z fk)> n}n’est
PR k=1

a,, est défini pour tout n e N*|

De plus, si neN' et p<n,alors Zf(k) Z—<p<n donconn’apas a, <n.
k=1 kl

Dés lors, nécessairement | Vn € N* ,a, 2N

. . ’, ’ . *
2) On effectue une comparaison avec une intégrale : f est décroissante sur R donc pour 2<k < p,on

k+1 p+l

sait que j fdt< fk) < j f(t)dt, donc 1+ j f(t)dt<2 fk) <1+ j f(at .

1— l-a

p
po+o | —

—a+l

a} donc If(t)dt— _a(pl’”—l)

po+o l

Or J.f(t)dt—{t

p+l l-a I-a

1
Deméme, 1+ [ f()dr ~ RV A
3 poto l—q pro]l-g




a

P 1-
Donc par théoréme d’encadrement sur les équivalents, z fk) ~ lp
P poo ]l —

l-a

a,
. . a .
>n,onsaitque a, — +o. Donc Zf(k) ~ 1” . Or si
n—+o0 . n—+w0 _a
k=1

3) Comme Vne N*,an

p
A, :{peN*,Zf(k)Zn},onsaitque a,=min(4,)e 4, etque a,—1¢ 4,.

k=1

Done 3 (k) 2n= Y fk) et 3 f(k)2nz i,f(k)—aia.

n

Donc n< Y f(k)<nt——<n+let 3 (k) ~ n.
=y a” =y n—>+oo

I-a 1 1

a o

Donc —— ~ net|a, ~ (I-a)-an'e
—a n—+0 n—>+0

Séance 2 : Mardi 22 Mai (algébre)

1 11
Exercice 7 (oral CCINP 23, Raphaél,1) : Soit A=|1 1 1|. Montrerque 4e S5 (R).
1 11
X
Tout d’abord, 4€ S, (R).Deplus, si X =|x, |,alors X' 4X = (x, +x, +x, )2 >0.
X3

Donc |4 GS; (R)

Exercice 8 (Oral Mines 23, Liam,2) : soit 4,B € M, ,(R) . Démontrer rg(4+B)<rg(A)+rg(B) .

On prouve Im(4+B)cIm(4)+Im(B). Si Yelm(4+B) , alors on considére X eM,,; (]R) tel que
Y=(A+B)X .1l vientalors Y = AX + BX € Im(A)+ Im(B) . On a donc bien Im(4 + B) < Im(4) +Im(B).

Dés lors, rg(A+B)<dim(Im(4)+Im(B))=rg(4)+rg(B)—dim(Im(4)NIm(B)) en utilisant la formule de
Grassmann. Donc on a bien ‘rg (A+B)<rg(A)+rg (B)|

Exercice 9 (Oral IMT 23, Bastien N,3) : Soit 4=

—_— = = = e
oS O = O
o = O O
oS o = O

S

1
1
1| et f canoniquement associée a A . Avec le
1
1

00

moins de calculs possibles, déterminer Im( f),ker(f), les valeurs propres et vecteurs propres de A4 . Est-elle
diagonalisable ?

Notons B =(e,,e,,e,,¢,,¢;) la base canonique de R® et (C,,C,,C,,C,,C;)les colonnes de 4 .
Alors (C,,C,,C,) estlibreet C, =C,, C, =C,, donc rg(f)=rg(4)=3.

On a alors |Im( /) = Vect (C;,C,,Cs)
Par théoréme du rang, dim(Ker(f)) =2.0r f(e)=f(e) et f(e,)=f(e,).




Donc (e, —e,e, —e,) est une famille libre de deux vecteurs de ker(f) .

Donc ‘(e1 —e5,e, —e,) estune base de ker(f) ‘

0 0 0 0
0 0 1 1
En outre, on remarque que 4.| 1 [=|1|,etque 4|0 |=|0
0 0 0 0
0 0 0 0

Donc 1€ Sp(4), e;,e, € Ker(A—-15) et mult(l, y,)=2.
Comme dim(Ker(A)) =2, on a déja trouvé 4 valeurs propres de A avec leur multiplicité.

Donc si on note « la derniére valeur propre (a priori complexe) de A4, alors Tr(4)=1+1+a =4.Donc a =2.

-1 0 0 0 1 1 0
1 -1 0 1 1 3 0
Alors A-2[s=|1 0 -1 0 1 |,avecenregardant les colonnes (4—2/5)[ 2 |=|0
1 0 0 -2 1 1 0
1 0 0 0 -1 1 0

Donc u = e, +3e, +2e, +e, +e5 € ker(4—-215).
De¢s lors, dim(Ker(A))+dim(Ker(A—1Is5))+dim(Ker(A—215))=2+2+1=5.

Or Y dim(E,(4))<5, donc|Sp(4)={0,1,2}

AeSp(A4)

dim (Ker(A4))+dim(Ker(A4—Is))+dim(Ker(4-2I5)) =5 donc|4 est diagonalisable

En outre, dim(Ker(A —15)) =2 et|(e3,e2)est une base de Ker(A4-15) ‘

Enﬁn|, u=e +3e, +2e, +e, +e; est une base de ker(4— 215)‘

a b ¢
Exercice 10 (oral CCINP 23, Mathilde,2) : on pose M(a,b,c)=|c a b|et E= {M(a,b,c),(a,b,c) S ]R3} .
b ¢ a

1) Soit J =M (0,1,0) . Calculer J2et exprimer M (a,b,c) avec J,J2,I3 .
2)
a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M3 ( R) et en trouver une base et la dimension.

b) Montrer que le produit de deux matrices de E appartienta E .

. . . . 2i
3) Montrer que J est diagonalisable sur C et exprimer ses valeurs propres a I’aide de j = exp[%j .

4) Montrer que M = M (a,b,c) est diagonalisable sur C et exprimer ses valeurs propres a ’aide de celles de

J.
5) Montrer que Sp(M)cR < b=c.

010 00 1
1) J=M(@©0,1,00=[0 0 1|doncs>=|1 0 0]|=M(0,0,1).
1 00 010

Donc on a directement | M (a,b,c) =alz +bJ+cJ?

2) a) E ={M(a,b,c),(a,b,c) IS R3} ={a13 +bJ+cJ2,(a,b,c) GR3} = Vect(13,J,J2).

Donc E est un sous-espace vectoriel de M3 (R) et (13 ,J,J2) est génératrice de E .



Par ailleurs, elle est libre (si al; +bJ+cJ* =0 ; alors M(a,b,c)=0 donc a=b=c=0). Donc

(13,J,J2) est une base de E et dim(E)=3

b) Soient (a,b,c) e R3 et (a'b',c") e R3.
On calcule M(a,b,c).M(a',b',c'):(al3 +bJ+cJ2)(a']3 +b'J+c'J2).

or J3=1;, J*=J, donc M(a,b,c).M(a',b‘,c‘)eVect(13,J,J2)=E.

Donc |le produit de deux matrices de E appartienta E |

X -1 0
3) Oncalcule y; =10 X -ll= xX3-1= (X—l)(X—j)(X—jz) (les solutions de 23 =1 sont les racines
-1 0 X
troisiémes de 1, a savoir 1, j = exp(zzTﬁj et j2 = exp(%})

Donc |Sp(J) = {l, J j2} . J posséde 3 valeurs propres complexes distinctes et J € M; ((C) donc J est

diagonalisable sur C

10 0

4) Soit PeGL;(C) et D=|0 j 0 |tellesque J=PDP ' Alors J=PD?pP!

00 j?
Donc si (a,b,¢) e R>, M(a,b,c)=alz +bJ +cJ> :P(a13 +bD+cD2)P’1

a+b+c 0 0
Donc M (a,b,c) est semblable a D(a,b,c) = 0 a+bj +cj2 0
0 0 a+bj2 +¢f

Donc M = M (a,b,c)est diagonalisable sur C et Sp(M(a,b,c)) = {a +b+c,a+ jb+ jzc,a + j2b + jc}

5) On suppose (a,b,c)ER3 et Sp(M)cR. Alors z=a+jb+jzce]R et a+j2b+jce]R.

Onadonc z=z.0r ;:exp(Tm):jz,donc ;=a+j2b+jc.

Donc a+jb+jzc=a+j2b+jc et en soustrayant, (j2 —j)c: (j2 - b.

Donc comme j # j2 (les racines troisiémes de 1 sont distinctes), on a bien b=c .

Réciproquement, si b =c, alors a+bj+cj2 = a+bj2 +¢ = a+b(j+j2) =a-beR (on sait en effet

que 1+j+j2 =0). Onadoncbien|Sp(M)c]R<:>b=c‘

Exercice 11 (Oral Mines 23, Liam,3) : soit 4 € M, (C) . Montrer que A4 est somme de deux matrices

diagonalisables.
1/p * A4,-1/p 0)
oo 0o . * * 0)
Pour peN ,ilvient A=M +N,avec M =| . . . et N= . .
0 - 0 n/p * e F 4 -nlp



(plus précisément : pour i>j, M, ;=0 et N, ., =4, ;,pour i<j, N, ;=0 et M,, =4 etpourie [[l,n]] s

i.j?
i
Ni,i = An -—).
p

Alors N est diagonalisable car elle posséde n valeurs propres distinctes (elle est triangulaire donc ses valeurs
propres sont sur la diagonale).

o I —1i
De plus, pour i, j € I[l,n]] ,avec i# j ,ilvient N, =N, < 4 ,——=4,, RPN A, -4, = J7!
p P p
: . : j—i
Si 4,,=4,;,onadonctoujours N,, # N, etsinon,ona N,, # N, lorsque p > L=
i
—1i . . ..
Donc pour passez grand ( p > max { A7J—A } ), tous les coefficients diagonaux de » sont distincts et N est
<i,j<n = .
51 JsJ

A‘-_,¢A/_]
diagonalisable.
|Ainsi, A est bien somme de deux matrices diagonalisables|.

01 0 0
S0
Exercice 12 (Centrale 1 23,Eloi, 4) : soit J=| : : 0
0 : 1
1 0 - 0
1) Donner les éléments propres de J .
a, 4 a4,
a,, 4 )
2) Soient (ag,...,a,_;) € C" . Déterminer les éléments propres de 4 =| : :
a, a,; 4

1) Plusieurs approches sont possibles :
e On peut considérer B = (el,...,en) la base canonique de C" et prendre # canoniquement associée a J .

u(e)=e,
u(e,) =e n n
Alors . , donc pour ke [[l,n]],u (e,)=¢,, donc J" =1 et les valeurs propres de J sont
u(en) = enfl

parmi les racines n-émes de 1’unité, puis on cherche chaque sous-espace propre associé.

e On peut aussi calculer le polyndme caractéristique et on trouve y, = X" —1 et de nouveau on cherche le
sous-espace propre associé a chaque valeur propre.

e  On peut procéder d’une troisiéme maniére qui permet de faire tout en méme temps : on cherche les 1 € C

X
tels qu’il existe X =| ! |e M, (C), nonnul, tel que JX =AX .
le
X, = Ax, X, = Ax,
Le systéme s’écrit ' o ' .Si A" #1, X =0 est la seule solution et A & Sp(J) .
X, =Ax, X, =Ax,
x =Ax, x =A"x,



X, = Ax, 1

: A
SiA"=1, JJX=AX & - . Les solutions sont les X =x,| .
xn = ]’ xn—l
X =x, A

n 2ikm

Donc Sp(J)z{/ieC,l :1}: W, =exp ,ke[[O,n—lﬂ
n
1
a)k
Pour k €[0,n-1],|E, (J) =Vect(X,) ,avec X, =
o)
0 0 1 0 )
0 u(e)=e,,
) L u’ (e,)=¢ . .
2) Onremarqueque J =|: : . 1 |(ona 7" enreprenant u canoniquement associé
1 0 5
0 1 O u (en) = erz72
a, a a,.
a,; 4 a,., -
a J).Donc on constate que A=| : . Pol=al, vad+ta, I =D a )
. . . . i=0
al e e a el a 0

Or les X, sont des vecteurs propres de J associés a des valeurs propres distinctes.

Donc ils forment une famille libre et comme B = (X,,..,X, ,) contient n vecteurs, c’est une base de C”
constituée de vecteurs propres de J .

n—1 n—1
Des lors, pour k €[[0,n—1], 4X, = ZaiJiXk = (Zai a)ijk
i—0 i=0

Donc ‘B =(X,,..,X, ;) est aussi une base de vecteurs propres de A4 ‘

Dans cette base, la matrice de I’endomorphisme canoniquement associé a A est diagonale et ses coefficients

n-1

n-l1
diagonaux sont les (Z a, a)l.k) , donc | Sp(A4) = {Z a,0f ke [[O,n - 1]]}
0<k<n-1 i=0

i=0

Séance 3 : Lundi 27 Mai (analyse)

Exercice 13 (Oral IMT 23, Ethan,2) : on pose f(x) = (3x_+1)72 . Trouver le développement en série entiére de f .
X+
Il vient directement pour | x| <1: 1 = ! = i(—l)" x".
I+x 1-(—x) =

Puis en dérivant terme a terme sur ] -1,1 [ (on peut le faire puisque R=1):

1 +00 +0

> = Z(—l)n+1 nx"" = Z(—l)" (n+1)x" .
(1 + x) n=1 =0
Donc f(x)= (3’“:1)72 =(3x+ 7)§(—1)" (n+Dx" = (—3)50:(—1)" nx" + 7§(—1)” (n+Dx".
X n=0 n=1 n=0
Donc |f(x)= i(—l)" (Bn+7n+7)x" = i(—l)" (4n+7)x" |




On sait qu’il y a unicité du développement en série entiére donc c’est le seul et avec d’Alembert, le rayon de
convergence vaut 1.

Exercice 14 (Oral CCINP 23, Jérémy,2) : pour x > 0, on considére /(x)= J lzn @) dt
ot +x

1) Montrer que I(x)= I tln(t)

dt existe.

2) Etudier la continuité de /(x) sur R’
3) Etudier la limite de /(x) en +o0.

ln(t)

1) Pour x>0 etteR+,0nposeg(xt)_ .On fixe x > 0.
¢

Alors ¢+ lznﬂ est continue sur Ri .
t+x
a(x, ) m et ¢ > In(¢) est intégrable sur R" , donc 7 — g(x,£) I'est aussi.
-0

1
g(x, t)’ = O(Fj ,donc ¢ > g(x,t) est intégrable en +oo.

‘Donc pour x > 0, I(x)existe bien‘.

2) On utilise le théoréme de continuité des intégrales a paramétres.
Pour te R’ x> g(x,f) est continue sur R, .

In()| _
Fax

In(t)
t +a

=h().

De plus, soit ¢ > 0 . Alors pour x e [a,+ [, |g(x,t)| =

Oravec 1), / est intégrable sur R’ .

Donc [ est continue sur tout intervalle [a,+oo[ avec a > 0.

Donc I est continue sur R’ .

3) On utilise le théoréme de convergence dominée a paramétre continu.

e PourteR’, g(x, t)— In(?) -0
+xX*)+OO
In(z In(z
e Enprenant g=1,0n apour x e [1,+oo| |g(x t)| 2 i) < t2_(+)1 =h(f), avec h intégrable sur
by

*

R

4

Donc |(x) = f I 4 50

+ X xX—>+0

Exercice 15 (Oral CCINP 23, Arthur,2) :
On consideére la suite (U, ) définie par U =1 etVneN,U,,, = (n+ 1)U, +(-1)""' .Pour n e N, on poseV, =

1) Calculer V,,V,V,.V,.
2) Montrer que (V,) converge et trouver sa limite.
3) Quel est le rayon de convergence R de >vxn?

+00
4) Pour xe]-R,R[, on pose S(x)= Z v,x" . Montrer que g satisfait une équation différentielle a
n=0
préciser sur |- R,R |-
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5)

1))

2)

3)

4)

5)

Exercice 16 (Oral Mines 23,Eloi,3) : On pose F(x)= I

1)
2)

3)

1)

—X

On pose pour x e |-11[ : f(x) :16 . Comparer fet s .
—x

On caleule U, =U, ~1=0, Uy =let U, =3-1=2. Donc|¥, = 1,7, = 0,7, :%,V3 :%
1\l _ 1yl n k

Pour neN, V,, —Vn+( D ,donc vV -V, D™ i en sommant Ve-Vo=2. =D Done
(n+D)! (n+1)! n Z 0

n _lk
-y ¢
k=0

Comme (V) converge, elle est bornée et (V,1") est bornée donc R > 1. De plus, (¥,) ne converge pas

vers 0, donc R <1.Donc

On peut dériver terme a terme sur |- R, R [=]-L1]-
g +00 ( 1)n+1 ; +00 ( 1)
S'(x) = Z (D" =", +( D (n+1)x =xZVnnx +5(x)— Z

n=0 n=0 n=l1 !

Donc S'(x)=xS'(x)+S(x)—e ¥ et|(1-x)S'(x) =S(x)—e™*

—X
On sait que pour x e ]-1,1[ : f(x)= le .Donc (1-x)f(x)=e *. On dérive cette relation sur
-Xx

]-1,1[ :onobtient (1-x)f'(x) - f(x) =—e "

(1=-x)y'(x)=y(x)=~—
y(0)=1

une unique solution sur |- 1,1[. Or f'et § vérifient toutes deux ce probleéme car f(0) =1=S5(0)

Donc

X
On note P le probléme de Cauchy : (P): { . On sait que ce probléme admet

¢ arctan (xt)

0 t(1+7)

Montrer que F est définie sur R et que £ est impaire.
Montrer que F est dérivable, et exprimer F' sans intégrale.

i : t t
Exprimer F sans I’intégrale. Que vaut I —arc an” ( )d ?
* arctan (xt)
Pour xeRet teR,,onnote g(x,1) =—— =
t(1+2%)

Pour tout x e R, ¢+ g(x,t) est continue sur Ri
Si x=0, g(0,)=0 et F(0)est défini avec F(0)=0.
Six#0, g(x,1) ~0x,d0nc g(x,1) =00(1) et 1+ g(x,t) estintégrableen 0.
1 1
1 .
De plus, t*g(x,t) = 0, donc g(x,f) = 0(—) et 1 g(x,t) estintégrable en +oo
t—+0 t—>+0

[2

Donc ¢ > g(x,t) est intégrable sur Ri et F(x) existe toujours.

De plus, F(-x)= I arctan (—xt)

2 t(1+7%)

dt = —F(x) donc |F est impaire car Arctan 1’esd.
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2) On utilise le théoréme de dérivation des intégrales a parameétres.
1

* 0
e Pourtout teR,, x> g(x,7)est Clsur R et —g(x,t)zﬁ.
ox (1+t )(1+xt )

e Pourtout xe R, t+— g(x,t) est intégrable sur Ri avec 1)

1 1 .
e Pourtous xeR et te ]Ri , E}—g(x,t) <———~ , 0u /> —— est intégrable sur Ri .
ox (1+¢%) (1+¢%)
+o0 1
1 fped '
Donc Fest C* donc dérivable sur R et|F'(x)= | ——————=dt
!(1+t2)(1+x2t2)

Comme F est impaire, F''est paire et se place sur R .

On décompose en éléments simples si x> #let x#£0 :

1 1 1 x? 1

(1+u)(1+x2u)_1—x2(1+“)_(1—x2)(1+x2u).
17 x’ 1

e e T

I 7 ! T LR 12(%—[xArctan(xt)]gmj

-2 (1-7) (Lﬂz) -

! 5 Z(l—x) =—" _ Parcontinuité de F'etde x — —— , ce résultat reste vrai
2 2(1+x) 2(1+x)

Donc F'(x) = 1

Donc F'(x) = "

Donc F'(x)= I

pour x=0et x=1.

T et par parité, Vxe R _,F'(x)=F'(-x) =

Donc|VxeR,,F'(x)= il
2(1+x) 2(1-x)

3) On sait que F(0)=0, donc F(x):%ln(nx) si xeR, et F(x):—F(—x):—%ln(l—x) si xeR_|

+00

2
On calcule / = I %?mdt. On pose u(t) = arctan? ®, u'@®)= ML&;I(I) et v(t) = —;.
0 +t
u(®)v(t) — 0 et u(@)v(t) ~ ¢ donc u(t)v(t) > 0.
t—+0 t—0 t—0
T 2 arctan (¢)

Donc par intégration par parties, / a méme nature que J ( 2)
t(1+t
0

+00

. . rctan” (¢
Or cette derniére est convergente avec 1), donc 7 aussi et ‘[ act—z()dt =2F(1)=rn(2)
0

Exercice 17 (Oral Mines 23, Raphaél,4) : pour n e N, onpose [, = jln”(t) dt.
1

1) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles [, est défini. Que vaut lim 7, ?
n—>+w

2) Déterminer la nature de Z I,.
400

. I .
3) Déterminer le rayon de convergence de Z—”'x” . Calculer S(x) = Z —”'x" . En déduire 7, .
n! o !
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1) Pour neN, ¢+ In"(¢) est continue sur [1, e] donc I, est toujours défini (pour n=0, Iy =e—1).

2)

3)

On note alors pour te[l,e[ © f,(0)=In"@). f,(t) > 0 donc (f,) converge simplement vers la

fonction nulle sur [1e[. En outre, pour z €[l,e[ et neN, |f" (t)| <1 et ¢ > lest intégrable sur [Le|.

Donc par théor¢me de convergence dominée, I, = J. In"(t)dt —> 0

[fe[ n—>+o0

1

On change de variable et on pose u =In(¢). Alors du = 1a’t et [, = J.u g
t 0

. : 1 1
En intégrant par parties sur le segment [0,1], 1, = {—lu"” ”} J. e
n+

0
1 1 1

Or 0< I "”“du<e.[ " du , donc OSJ. "””du<

0 0

e 1 e ;
= +o0 et/ ~ —— ~ — .Donc I, diverge|.
n+1 [n+1j S S EE ) 20 £

Donc 1,

On utilise d’Alembert pour les séries entiéres. On pose pour neN :

continue sur [1, e] , positive, non constamment nulle, donc 7, >0).

1
Alors Zntl Ldoncm - OetRzR[ —"x"]=+oo

a, n—+on+l a, n—+o n!

4o € n
X
On calcule S(x)= Y I—'ln" (t)dt | pour x e R fixé.
ool ™!
On veut utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment.

edu.

n—+0

ay

0
1

et Iu”” “du —> 0.
0

1
—"'>O (t—>1n"(¢) est
n!

n
On pose g, (1) = x—'ln" (t) pour t€[l,e] et neN. Chaque g, est continue sur [1e].

B

Ona |gn(t)| | | donc 0<||gn|| n_ donc par majoration, Z"gn" converge et Zgn converge

normalement donc uniformément sur [1,e].

€ 4o e
Done S(x) = | Z—ln (t)dt = [ exp(xIn(r))dt = j rdt
1 n= 0! 1 1

x+1 1-(—x)

x+1 ¢ x+1 +00
Pour xe|-11][, S(x)=[t . :l =< . -1 (eex—l)z[Z(—l)”x"

x+1 : 0

n=>0

Jo&

Donc par produit de Cauchy (pour xe]—l,l[ , les deux séries convergent absolument) :

S(x) = — (1"
H &y

- . . 1
Donc par unicité du développement en série entiére, | /,, = ez S -(-D"n

o (n=Fk)!

1

On peut aussi I’obtenir a partir de /, = J.u "e" du et d’une intégration par parties qui donne une relation de

0
récurrence.
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Exercice 18 (Centrale 1 23, Simon,3) ;

+00 N N ,
On considére f(x) = H (1 + e’"(“x')) = lim H (1 Lo nlx )) '
0

1))
2)

1))

2)

7=0 N—+o0 e

Montrer que f est définie et continue sur R.
Etudier ses variations.

N 2
Pour NeN et xeR, on pose fN(x)=H(1+e_"(l+x ))21.
n=0

N )
Il vient alors In( fiy(x))= Y. ln(1+e_”(l+xn)) .
n=0

2 N 2
Pour ne N, on pose U, (x) = ln(l+e7"(l+x )) etonnote Sy (x)= Z ln(l +e(tx )) )
n=0
Chaque U, est continue sur R.

Pour xeR, |U,(x)|= ]n(l +e_"(1+xz)) <) < oo

- 1 e
Donc 0< ||U n ||OO <e™" et comme Z(— converge, ZU ,, converge normalement donc uniformément
e

sur R.

+00 N
Donc si on pose, pour x € R,|S(x) = Z ln(l + e’"(”x')) =

lirri Sy (x)|, alors on peut affirmer que
n=0 «

N—

S est définie et continue sur R.
Dés lors, In(fiy (x))=Sy(x) — S(x),donc fy(x) :exp(ln(fN(x))) - exp(S(x)).
N—>+00 N—>+0

Ainsi, |f est définie sur R et Vx e R, f(x) = exp(S(x)), donc par composée, f est continue sur ]R‘

On peut remarquer que S est paire et étudier ses variations sur R .
On peut procéder de deux manieéres.

- Si0<x<y,alors Un(x):ln(1+e*"(1+xz))Zln(1+27"(1+yz)):Un(y).

Donc par somme, S(x)>S(y) et f(x)= f(y).
Donc ‘ f est décroissante sur R et par parité croissante sur R_ ‘

- On peut aussi utiliser le théoréme de dérivation de la somme d’une série de fonctions.
o Chaque U, est C' sur R, .

o ZU ,, converge simplement sur R.

_2nxe—n(l+xz)

o PourxeR,,U,'(x)= —n(1+x%)

,doncsi a>0, ||Un '||OO <2nae .
I+e

Donc 0 < n? ||Un '||OO <2nae™ et ||Un '||OO = o[%j donc ZU,, converge normalement donc
n—>+0 n
uniformément sur [0,a].

+00 znxefn(lerz)

Donc S est C! sur tout segment [0,a], donc sur R, , avec S'(x)=-) “———<
=0 1+efn(1+x )
Donc fest Clsur R, et VxeR, f(x) = S'(x)exp(S(x))<0.

On retrouve que ‘ f est décroissante sur R et par parité croissante sur R_ ‘
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Séance 4 : Mardi 28 Mai (algébre)

Exercice 19 (Oral IMT 23, Thomas,2): on considére ¢@eclL (Rn [X ]) définie  par
VPeR,[X],0(P)=P—(X+1)P'

1) @ est-elle bijective ?

2) Déterminer les valeurs propres de ¢ . Est-elle diagonalisable ?

1) On écrit la matrice de ¢ dans la base canonique B = (1,X,X2,...,X") de R,[X](on pourrait aussi se
placer dans la base C = (1,(X +1),(X +1),...(X +1)")).

1 -1 0 - 0

0 0 -2 :
Il vient A=M,(p)= o1 00

: R |

0 - 0 -n

On a alors directement det(4) =0 donc A4 n’est pas inversible et|¢ n’est pas bijective|.

On aurait aussi pu remarquer que @(X +1)=0.

2) Lamatrice A est triangulaire donc ses valeurs propres sont sur la diagonale.
Done | Sp(¢) = Sp(A) = {1,0,-1,...,-n) |

@ est diagonalisable car elle possede (n+1) = dim(Rn [X ]) valeurs propres distinctes|.

Exercice 20 (oral CCINP 23, Liam,2) : soit 4 € M5 (R) .Soit B=A"4.

1) Montrer que B est diagonalisable.
2) Trouver une des valeurs propres de B .

1) Toutd’abord, B= A" A€ Mq(R). Deplus, BT = 47 4= B donc Be S;y(R).

Par théoréme spectral, | B est diagonalisable].

2) rg(B)= rg(ATA) <rg(47) <5, donc comme B e M, (R), Bn’estpas inversible.

Donc |0 est valeur propre de B |

Exercice 21 (Oral CCINP 23, Jérémy,3) : Soit (E,( )) euclidien, avec dim(£)=p =1.

. . L. . * JE=
Soit u une isométrie vectorielle et v=u—1d, . Pourn € N, on pose u, =— E u*
1 k=0

1) Pour xeker(v), calculer u,(x).
2)
a) Montrer que ker(v) < ( Im(v))l
b) Montrer que ker(v) et Im(v) sont supplémentaires et orthogonaux.
3)
a) Montrer que si x € Im(v), alors 3y € E,u, (x) = %(un(y)_ y)
b) Pour x e £, montrer que la suite (u,(x)) converge et déterminer sa limite.
4) On ne suppose plus que u est une isométrie, mais que vz e E, |u(z)| < ||z| - Retrouver le résultat de la

question précédente. On pourra poser z =x+1y,avec xeker(v), re R et ye E
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1) Onapour xeker(ldp —u) : u(x)=x donc par récurrence, vk € N,u"(x) = x.

n—1
Donc un(x):lz xX=x|
=

2) a)Soit x eker(v). Soit y e Im(v). Alors il existe ze€ E,u(z)—z=y.
Donc <x,y> = <x,z>7 <x,u(z)> = <x,z>f <u(x),u(z)> =0 car ueO(E).
On a donc bien ker(v)  ( Im(v))L.

b) De plus, par théoréme du rang, dim(ker(v)) =p —dim(lm(v)) = dim(lm(v)L) .

Donc ker(v) = (Im(v))l et comme Im(v) ® Im(v)" = E on conclut :

‘ker(v) et Im(v) sont supplémentaires et orthogonaux‘.

3) a)Soit xelm(v). 3y e E,u(y)—y=x. Soituntel y .

n—1 n-1
Alors y, (x) = % > uk(x)= % > (uk+1(y) —uk(y))'
k=0 k=0

La somme est télescopique et |u, (x) = l(u” - y)
n

b) Soit ¢ € E. Comme ker(v) et Im(v) sont supplémentaires, on peut écrire a = x + z , avec z € ker(v)

o)

et x € Im(v) . Avec les notations du 3a), |u,, (x)|| = l"y -u” (y)" < l(||y||+
n n

Comme u est une isométrie vectorielle , on obtient

u" )= 11

1
Donc "un (x)" < ;(2 ")’") et u, (x) n::oo O

De plus, avec 1), u,(z) =z donc u, (a)=u,(x)+u,(z) = z

Alors |u,(a) = z=p(a),ou pestlaprojection sur ker(v) parallélement a Im(v)|.

4) Soient x eker(v), + e R et y € E . Alors on pose comme suggéré z = x +2y
Ju()] < 2] donne [pr+ e < e+ I done v e Rt (o] = ) )+ 20 (. = u() 2 0

Si (x,y—u()# 05 2 (|v] = Ju| )+ 26 (x, v = u()) = 26(x, y = u(y)) qui change de signe

strictement en 0. C’est absurde, donc (x,u(y) - y) =0 puis (x,(»))=0.

‘On retrouve que ker(v) et Im(v) sont orthogonaux‘ et ensuite supplémentaires avec les dimensions.

La suite de traite de méme, avec

u" (y)" < || au lieu de

u" )] =11

‘Le résultat reste vrai si on suppose seulement Vz € E, Ju(z)|| < |z ‘

M, (R)—> M, (R)
M s aM +bM7T
1) Trouver les éléments propres de @ , sa trace et son déterminant.

Exercice 22 (Oral Mines 23,Eloi,3) : Soient (a,b) € R?. Soit @
2) Déterminer une condition sur a et b pour que @ soit bijectif et lorsque c’est le cas, déterminer o!

1) Onsaitque S, (R)® 4, (R)=M,(R).
n(n+1)

De plus, une base de S, (R) est (E; ; +E; )i<i< j<p €t dim(S, (R))=1+2+..+n= 5
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22 n(n+1) n(n-1)
2 2
Si M eS,(R),alors ®(M)=(a+b)M etsi M e 4,(R), D(M)=(a—b)M .
Dans une base Cadaptée a la décomposition S, (R)®4,(R)=M,(R),
(a + b)]n(nJrl) (O)
2

(0) (a=b)1 (1)

2

Donc dim( 4, (R))=

M (@)=

Donc ‘Sp(d))z{a—b,a+b} ‘ Alors S, (R)cE, ,(®) et 4,(R)cE, ;, (D),

dim(Em(q)))z”(”T”) et dim(Ea,b(cp))z’“”T_l). Or dim(E,,; (®))+dim(E,_, (®))
donc nécessairement dim(Ea+b (d))) = n(n2+ D et dim(Ea_,7 ((D)) :@

_n(n+1)
2

n(n-1)

On a directement | Tr () = Tr (Mg (®)) (a+b) +T(a —b)=n’a+nb

n(n+1) n(n—-1)
det(®) = (a+b) 2 (a—b) 2

2) @ est bijective si et seulement si M (@) est inversible.

Donc ‘dD est bijective si et seulementsi a = b et a # —b‘

vient

donc

e4,(R).

(@+b) " Ly (0)
On a alors M (Q)_l) = 2 4 .
0) (a_b) In(nfl)
2
Donc M €S, (R), alors @' (M)=(a+b)"'M etsi M e 4,(R), d ' (M)=(a~b)"'M.
T 4T T T
Déslors,siMeMn(R),M=M+M +M M ,avecM+M eSn(R)M
2 2 2 2
T T
Donc &'y =—MIM | L MM L (yprarb)M +(a—b-a-b)M)
a+b 2 a-b 2 2a? — b2
( )
_ b
Doncd)l(M): 2a 2M— PR T
(a”=b7) (@ =b7)

Exercice 23 (Oral Mines 23, Mailys,4) : soient 4,B € M, (C). On suppose que VA, ueC,A4+ uB est

diagonalisable. Montrer que AB = BA .

a c
Si A= (b d] € M, (C), son polyndme caractéristique est y, = X* —Tr(4)X +det(4).

Donc y,=X’—(a+d)X +ad —bc . Soit A= (a+d)* —4(ad —bc) = (a—d)* +4bc
Si A #0, A posséde deux valeurs propres complexes distinctes et est diagonalisable.
Si A=0, A4 possede une seule valeur propre et diagonalisable si et seulement si elle est diagonale.

Donc |4 = (Z 2] € M, (C) est diagonalisable si et seulement si b=c =0 ou (a—d)’ +4bc = 0|
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Dés lors, on considére f canoniquement associée a A4 et g canoniquement associée a B . Alors pour tous

0
A, e C, Af + ug est diagonalisable. On prend une base C de C*dans laquelle la matrice M = {f)! ﬂj de f

w Aa+u w
X

est diagonale. Onpose N =M .(g)= [u ) SiAueC, M .(Af+g)= by, ] est diagonalisable.
v +x

Donc v=w=0 ou A=(Aa—B)+u—x) > +dvww=0.
e Sia=p,alors M =al, donc f=ald_, donc fog=gof etonabien AB=B4.
o Sia=#pf, A=(Aa-pF)+u—x)"+4vwest un polyndome du second degré en A . Il existe donc une
valeur de A telle que A =0 . Pour cette valeur de A, on a forcément v =w =0 puisque M.(1f +g) est

au

0
diagonalisable. Donc N =M .(g) = [z j et MN = NM :[ 0
X

0
,donc fog=go f etonabien
px

AB=BA.

Dans tous les cas, on conclut bien que | 4B = BA

Exercice 24 (Oral Centrale 123, Mailys,4) : soit £ =C([0,1],R).

1
Soit @ : E — E donnée par Vx €[0,1],®(/)(x) = jmin(x,t)f(z) dt .
0
1) Montrer que @ est bien définie et que c’est un endomorphisme de E .
2) Déterminer ker(®) et Im(®).

1) Soit feE= C([O, 1],R). Alors si x €[0,1] est fixé et £ €[0,1], on note g(x,7) = min(x,?) /(¢) .
Alors pour ¢ <x, g(x,t)=t f(t) etpour t > x, g(x,t)=xf(¢).
Donc pour tout x €[0,1], 7> g(x,t) est continue sur [0,1] et @ ( f) est bien défini.

Donc |® est bien définie.

1

Deplus,si f,geE,AeRet xe[0,1], O(f+Ag)(x) = Imin(x,t)(f+/lg)(t)dt )
0

Donc O(f + A g)(x) =D(f)(x)+AD(g)(x) et O est linéaire.

On veut montrer que si f € E , alors ®( ) est continue sur [0,1] .

On utilise le théoréme de continuité des intégrales a parametres :
e Pour tout re[0,1], x> g(x,¢) est continue sur [0,1] (elle est constante sur [0,x], puis linéaire sur

[x,1], et continue en x).
e Pour x,r€[0,1], |g(x,0)| = |min(x,t)f(t)| <|f]L,, (| /] est continue sur [0,1], donc majorée par théoréme
des bornes atteintes. De plus, ¢ > ||f ||OO est constante donc intégrable sur [0,1] .

Donc @(f) e E et|® est un endomorphisme de E |

2) On cherche ker(®). Soit f € ker(®).

X 1

On a O(f)(x)= Itf(t) dt+x.[ f(t)dt, donc ®(f)est dérivable sur [0,1] (les fonctions sous les deux
0 X

intégrales sont continues et on utilise le théoréme fondamental).

De plus, ®(/)(x) = [¢ f(t)de ~x[ f(t)dt done (f)'(x)=xf(x) 2 (x) ~[r@yde=-[ fyde
0 1 1 1

De nouveau, ®(f)" est dérivable sur [0,1] et ®(f)"(x)=—/(x)

18



Comme f eker(®), ®(f)=0,donc ®(f)"(x)=0=—/(x). Donc f est nulle. Donc [ker(®) = {0}

On cherche Im(®) . Soit g € Im(®). Alors il existe f € E telle que pour tout x [0,1] :

X X
g(x)=D(fHx)= J.t f(de— x.[ f(@®)dt. En particulier, g(0)=0 et par théoréme fondamental de

X
I’analyse, g est C'sur [0,1] ,avec g'(x) = —J.f(t) dt . En particulier, g'(1)=0 et g estde classe C?sur
1
[0,1] et vérifie Vx e [0,1],f(x) =—g"(x).
Donc si gelm(®), alors ge A= {h eC? ([0,1],R),h(0) =h'(l)= 0} . De plus, on a prouvé que
g=o(-g").
Réciproquement, on suppose g € 4. Montrons que g =®(—g"). Ainsi, g € Im(®D).
Tout d’abord, —g"€ E .
1

De plus, ®(—g")(x) = —jz g"(t)dt—x j g"(t)dt .
0 x

En intégrant par parties, ®(—g")(x) = —[[t g'0)] 3 —j g'() dt] -x(g')-g'(x)).
0

Done ®(-g")(x) = —(xg'(x)~g(x) +g(0)) - x(g'() - g'(x)) = g(x)
Donc on abien g =®(—g") et g € Im(D).

Par double inclusion, |Im(®) = 4 = {h e C*([0.1],R), h(0) = k(1) = 0}

Séance 5 : Jeudi 30 Mai (analyse)

Exercice 25 (oral CCINP 23, Maxime,3) : soit xeR.

1))

2)

1)

2)

Etudier la convergence de la série ZS” sin® [ij .
3}1

Calculer sa somme.

On pose U, =3"sin> [ n] Six=0,U,=0cet ZU converge.
3

3 3 3 3
Si x#0, U, =3"sin [ al j X or [x_] est de signe fixe et Zx— converge, donc
3" 9" 9"

n—+w 320 g

Z U, converge|.

3 ¢ - V( 3ia _sja o -ia _ 3ia)_3 L
On linéarise sin’ o = — :—g(e -3¢ +3¢7% —e ):Zsm(a)—zsm(&x).
i i

. * , . . . I
Soit N e N . On étudie les sommes partielles, car si on coupe en deux, les deux séries obtenues ne sont

pas convergentes.
X
3n—l

Z3”sm( j Z3"s1n( j——z3"sin( j
Done Z3”sm [:A (23"“ (;;]—g)s" sin[

n=0
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nﬁ)ﬂsm( j %(N+l3"sm[ ) 23"sm( )J:%(Z»NHsin(siN]—sin@x)J

Six#0,3 sin| = | ~ 3x.donc 3% sin| 2| — 3x.Cecireste vraisi x = 0.
3N N —>+o0 3N N—+0
400 x 1
Donc Z 3" sin> (—n = Z(Sx—sin (Sx))
n=0 3

Exercice 26 (Oral IMT 23, Thomas,2) : déterminer un intervalle / de Ret une fonction f de classe C”sur I
et telle que VaeN, £ (0) = n’n!.

On cherche une fonction f développable en série entiére vérifiant Vn e N, £ (0) = n’n!, avec un rayon de

convergence R > 0

Si une telle fonction f existe, alors pour X € ] —-R.R [, fx)= Zanx" .

(1) K
SO om0y S

n=0
Or on sait que R[anx"j:R[an”j:R[Zx"jzl.Donc :

n=0 nz0 n=0

De plus, f est C”sur |-R,R[ et VneN,a,

40
On prend 7 =]-1,1[ pour xe I, f (x)=zn2xn : cette fonction convient,.

Exercice 27 (oral CCINP 23, Simon,3) :
n+a

U
Soient a,b e R tels que 4 +1 < b . Soit une suite (U, ) telle que Vn € N, = - P
n+

n

. n+a
1) Trouver un équivalenten 4 « de ln( j .
n+b

2)
a) Prouver que lim z In (h} =—o

N~)+oon 0 n

b) En déduire que u, - 0-

n— +w

3) Onpose g =p-acthV,=n U Trouver un équivalent de ln(VV

n

j puis montrer que " In ( VV +1 J
n

converge.
A
4) Montrer 34>0,U, ~ —.En déduire la nature de ZU
n—+x p
+o0 b_1 )
5) Montrer que z U, = . U, - On pourra commencer par calculer la N -eéme somme partielle de
—a-—

n=0
(U, =U,)+bU, . —aU,.

) 1n(”+“j - m(n(nf)j—m(nmé)J - ln(1+gj—ln(l+éj
n+b n n n n

n+a a-b 1 n+a a->b
Donc In = +0|—|.Comme ¢ < h,0na q«p donc|ln ~ '
n

n+b)n>+o n n+b )n>+0 n
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+ -b -b
2) a) ln(n aj ~ 222 donc comme [a j est de signe fixe et Zl diverge, Zln(" hi aj
n

n+b)n—>+0 n n>1 n>1 n+b

n
diverge. Si onnote §, = Z 1n(i+ Zj , alors comme a < a+1<b, (S,) est décroissante (car
+

k+a
In| —— <0 pour k e N ). Comme elle ne converge pas, S, —> —o.
k+b n—»+o0

Donc| lim Zln( "”j: lim Sy =-o
0

N —+0 —0

I’l

Nzl (Up)-In(U, ))7ln(UN)—1n(U0) donc In(Uy) — —oo etdonc

0 N—+ow

2b) Or Zln[ ]

U, =exp(In(U, ) 0

3) 1n(@]:aln[1+lj+1n(”+“j:aln(1+lj+1n[n(1+i)j—1n(n(1+ﬁ)J.
v, n n+b n n n
Donc h{MJ—(b—a)ln[1+l]+1n[1+1j—1n[1+2j.
v, n n n

Or In(u) = u —lu2 +o(u?),donc
u—0 2

In Ly =(b-a) 1.1 +0[Lj + L= a’ +0(Lj _[b_% +0(L]
v, n 2n’ n’ n 2n’ n’ n 2n’ n .
Voal _ 1 2 g2 1 (a—b)1-a—b)
Donc ln(V_nl]ww oo (a=b—(a’-b ))+o[n_2j”:+xT

(On saitque a+1<b,donc a#bet a+b>2a+1 donccomme aeR, , a+b-1>0).

S

(a-b)Y(1-a-b)

2n?

Donc par critere d’équivalence, comme [ j est de signe fixe, Zl [ ”HJ converge|.

k=1 k=1

—1 n-1
4) Z ( ‘f“j ( k+1 ln(Vk)). C’est une somme télescopique

k=1 k=1

Donc Zm[VV J In(V,)—In(V;) etavec3), In(V,) = Zm[VV j+ln(V) > beR

Donc |n“U, — A=¢e" >0 eton abien Uu, - i

n—+0 n—+0 p

Comme a+1<b,ilvient « =b—a >1, donc ZU,, converge|.

N N
5) On calcule comme suggéré Z (”(Un+1 —Un)+bUn+1 —aUn) = Z ((n+b)Un+1 —(n+ a)Un) =0
n=0 n=0
N +0
Onnote Ty = z U, et T= Z U,, On calcule d’une autre maniére :
n=0 n=0
N N+l N+1
> (n(Ups1 =U,)+bU,y —aU,) = Z(n nu, ZnU +bY U, —aZUn
n=0 n=1
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N N N
Donc Z( Upst =Uy ) 40U,y —aU, )= NUy = D U, +bUyyy + .U, —a D U,

n=1 n=1 n=0
Donc Z( Upst =U, )#bU, —aU, ) = NUy g =Ty +Ug +b(Uy 4y + Ty —Ug) —aly
A
OrUy ~ —avec a>1donc NUy, — 0.
N—+o N¥ N—>+0
En passant a la limite : 0=—-T+U, +bT —bUy—aT . Donc|T = ZUH = 1UO
—a—
. . . . sin (27zen!)
Exercice 28 (Oral Mines 23, Hugo B,4) : déterminer la nature de la série 2 ﬁ
n=2 n{n
+00 l
On développe en série entiére : e = Tk
-0
n n| +00 n' +00 n
Alors sin(27en!) =sin 27r2—;+27r Z —' =sin| 27 Z — | car Z—GN
k:Ok’ k:n+1k’ k= n+1k
0y +00 ' !
Or EZLJFLJFZ Javec J, = 3 (n+'1).: 1 N z (n+')
i Kt on+l n+l ko K! n+2 s k!
+00 ' 1 +00 1
Donc 0<J, < Z (n+1) =—+ Z .
kenv2 KU () R k(k=1)

converge donc son reste tend vers 0. Par encadrement, J, — 0.
k(k-1) n—>+o0

r

k>2

& on! . 2 1
Donc Z LR ! +o( ! J,donc sm(27ren!) = il +0£ j
k=n+1k!n—>+oon+1 n+1 n—+o (n+1) n+l1
sin(27zen! 2
Donc ( e ) ~ i

In(n) no+eonln(m) "

sin(27zen!)

Or (V,) est de signe fixe, donc Z In(n)
n(n

et z V,, ont méme nature.

n=2 n>2
) L ) sin(27zen!)
Or par comparaison somme-intégrale, Z v, diverge, donc Z ———= diverge.
- In(n)
n>2 n=2
1 n+l 1 N N n+l
En effet, pour N>n>2, > dt , donc >
( P nln(n) { tIn(z) z nln(n) nZ:z { tln(t)

N 1 N+l 1
Donc ann(n)z { 0 dt =In(In(N +1)) - In(In(2)) )

Exercice 29 (Centrale 1 23, Thomas,4) ;
Soit @ e R . Onpose U, =aet VneN,U,,,=U, +U; .
1) Montrer que U, — +o.

n—+0

In(U
2) Soit V, = (2" ") . Montrer que (V) converge vers un réel f.

3) Montrer que |V ﬂ| - (;"j

4) Déterminer un équivalent de U,
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1) En premier lieu, pour ne N, U, —U, =U} >0, donc (U,) est croissante. Si elle converge, alors elle

tend vers b >U, >0, et en passant a la limite, on doit avoir b =50 +b*,donc b=0.

C’est absurde, donc (U,) est croissante et ne converge pas : |U, — +©

n—+x0

1
In| U?|1+—
y oy ) ey | "(*UJJ,

n+l 2n+1 2n+1 2n+1
In 1+L
U, 1 .
Donc V,,, =V, +——=.Donc V, -V, = o| — | puisque U, — +x.
bk n—+oo 2" n—>+

1 . 1 . . .
Or (27) est de signe fixe et Z—n converge, donc Z(VM -V ) converge et avec le lien suite-série,

n
n=0 n=0

‘la suite (V,) converge vers un réel S ‘

ln[1+1]
UVI
V., =V +— "2

n+l T Tn 2n+1

( 1 ]
In| 1+ —
N N L]

Alors > (Ve =V) =2 — ==

k+1
k=n k=n 2

3) Onreprend le résultat précédent : .Onfixe n>let N>n.

.Deplus, pour k>n, U, 2U, car (U,) est croissante. Donc

lnlwLi
_i Uk<1N 1

1n[1+ULJ <L oL ctainsi Vi =,

f Uk Uy, p 2k+1 - U_nk:n 2k+1 :
Donc en passant a la limite quand N tend vers I’infini (avec 2), on sait que (V) converge) :
1 &1 11 1
-V |<——>» —.Donc [V, - f|=—— etcomme U, — +oo,||V, -p| = 0(—)
7=, 20, =2 A 2"U, " e nsen |\ 2"

1
4) Onsaitque V, = #, donc U, = exp(Z” V"): exp(2"ﬁ)exp(2" (Vn —,[)’))

Oravec 3), 2" (V, - B) - 0,donc|U, ~ exp(2"ﬁ)

n—+w n—+o

1

Exercice 30 (Oral Centrale 22, Mines 23, Bastien L,5) : Existence et calcul de 7 = ia’t .

o In(?)
On vérifie tout d’abord la convergence de 7. On pose f(¢)= % .
n(s

e festcontinue sur ]0,1].

t-1 . .
e EtudeenO: f(¢)= m - 0 donc f(¢) = O(1) donc comme ¢ +> 1 est intégrable en 0, f I’est aussi.

n > t—

—h .
e FEtudeen 1l :onpose t=1-h.Alors f(1-h)= ~ 1, donc f estintégrable en 1.
In(1—h) #-0

Donc | f est intégrable sur ] 0,1[ et 7 existe bien|

On effectue un changement de variable en posant  =e™ . Alors u =—In(?) .
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to —u +0 1 —u

e -1 _ _
Donc I:—J. e "du= I e "du
0 u 0
) . . e*u_l +00 _1 nunfl +0 400 ln n-1
On développe en série entiére : = Z =D ' .Donc I = _[ Z = )
n=1 n: 0 n=l

On utilise le théoréme d’intégration terme a terme :

(_l)nurzfl » .
On pose gn(u):—’e pour neN etuelkR,.

n:

. 1 .
e Chaque g, est continue sur R, et g (1) = 0(—2j , donc chaque g, est intégrable sur R, .
n—>+0 u

—u

. « e -1 _, . .
. z g, converge simplement sur R, vers S:u > e, continue par morceaux sur R, .

u
v 1 v n=1_—u r(”) 1 ’ \ N . . .
e  On calcule I g, (u)|du =—Jue du =——==— Le théoréme ne s’applique pas ainsi....on va donc
o n!'y n!  n
renforcer la convergence des intégrales.
+o0 eu +0 oo nfl
On écrit [ = I— “du . Donc I = IZ e du .
0 u 0 n=l l’l

n-1

a1 I3 \ IS . b u
On utilise le théoreme d’intégration terme a terme : on pose g, (1) =
n

_ .
e pour neN etueR,.

. 1 i
e Chaque g, est continue sur R, et g (u) = 0(—2j , donc chaque g, est intégrable sur R, .
n—>+w0 u

u

e’ —

. Z g, converge simplement sur R, vers S:ut— e, continue par morceaux sur R’ .

u
+0

¢ 1 .
e On calcule J.lgn (“)l du == J u""'e™du. On effectue un changement de variable en posant v =2u .
nly

j - *Vdv_—r(n) avec T'(n) = j “e”dv=(n—1)! (on le prouve avec
0

0

+00
Alors I w' e du =
0
une intégration par partles).

g, (u)|du converge.

1 1 1 1 i
u)|du =—— etcomme 0 <—<— et que — converge,
&, ()ldu=— L <7 ctaue Ty comverge, 3 [

b o
onc .([ >

On applique donc le théoreme :

+0 o0 +o0 0 n 1 +00 1

—2u *2” — — N l nl = — —l =
du_zj du =3 —— _2[2] = —ln(l- ) =In(2).

o n=1 ~ n=l ¢ ' n=1 n=1

Donc |/ =In(2)

Séance 6 : Vendredi 31 Mai (probabilités)

Exercice 31 (oral CCINP 23,Arthur,1) : soit (X, ) une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent
toutes une loi de Bernoulli de paramétre p . Pour n e N, onpose Y, = X, X,

1) Soit n e N . Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

2) Déterminer la variance de S, = ZY,

1) Onay,(Q)={0,1}.0n calcule P( 1) ( =LX,4 —1) 2

Donc |Y, suit une loi de Bernoulli de paramétre p .Donc E(Y,)=p etV (¥,)=p(1-p)
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2) ¥(S,)= V[ZY,,] = V(X)+2 Y cov(¥,Y,).
i=1 i=1 1<i <j<n
Pour j>i+1, comme X, X,,;, X;,X 4 sont indépendantes, d’apres le lemme des coalitions, Y; et Y;
sont indépendantes donc COV( Y, Yj) =0,

De plus, pour 1< <n-1, cov(¥;, Y1) = E(X; X, X;p0)-p* = p* - p*.
Done |V(S,) =np*(1- p*) +2(n=1)p*(1- p) = p*(1- p)(n(1+ p) +2p(n—1))

Exercice 32 (oral CCINP 23, Eva,2) : On suppose X (Q)=N et
VneN,3P(X =n+2)=4P(x=n+1)-P(X =n).

1) Determiner la loi de X
2) Montrer X est d’espérance finie et admet une variance. Les calculer.

1) Pour neN,onpose U, = P(X =n). Alors 3U,,,-4U,,,+U, =0.
On reconnait une suite récurrente linéaire d’ordre 2.

. - . 1
L’équation caractéristique est 3. X% —4X +1=0, de solutions X, L =let X, = 3

Donc il existe 4,B e Rtelsque VneN,U, = A+B(%j .

Deplus,si A#0, U, =P(X=n) —> A et ZUn diverge grossiérement, ce qui est absurde puisque

n—>+0

> P(X=n)=1.Donc A=0 et VneN,U, :BG) .Or > P(X =n)=1, donc B(%):l et
n=0 n=0

VneN,U, =P(X=n)=z(lj
33

. < 1 o .
2) Sion note pour x € ] -11 [ f(x)= E X" = 1 alors il vient en dérivant terme a terme (le rayon de
n=0 —-X

convergence de cette série entiére étant égala 1) :

S'(x)= :Z::nx"’l = ﬁ et f"(x)= gn(n—l)xn—z _ (1_2)6)3 .

X et X(X —1)sont a valeurs positives.

Donc E(X) = fnP(X =n) =§§n(lj" _1

n=1 n=1 3

. 1
Donc | X est d’espérance finie et E(X) = 5

+o0 +o0 n-2
Puis par théoréme de transfert, E(X (X —1))= > n(n-1)P(X =n) = 2—27 > n(n-1) Gj = % .
n=2 n=2

Donc par somme, X2 = X(X —1)+.X estd’espérance finie, et| X admet une variance,

Dond V' (X) = E(X(X ~1))+ E(X)—(E(X))" = %
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Exercice 33 (oral CCINP 22,2) On considére un espace probabilisé¢ (€2, 4,P) Soit p €]0,1]

1)

Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p Expliciter la loi de X .

Montrer que E(Lj __ph(p)
X 1-p

Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans [1,+oo [ , X (Q) = {xk,k eN } ou les x, sont distincts. Pour

keN,onnote p, = P(X = x,) et on considére f, :¢+> p,e ™. Soit F, :t > E(e”X).

2)
3)

4)

5)

6)

1)

2)

3)

4)

5)

Montrer que F, est définie sur R . Trouver un lien entre F, et la série Z Je -

Montrer que la série z J: converge normalement sur R .
+o0

Montrer que f, est intégrable sur R, et calculer I fi(@®dt.
0

Montrer que F, est intégrable sur R, . Calculer J. F,(t)dt. Quel est le lien avec E (%j ?
0

On suppose que X suit la loi géométrique de paramétre p. Calculer F, et retrouver le résultat de la

question 1).

On utilise le théoréme de transfert pour cette variable aléatoire a valeurs positives :

+00

1 +00 n-1 n In(l—
f(L)-Sertorgd _ pht-o)

n=1 n q n=1 N 1_p

Pour reR_, et ke N, il vient 03|f,;(t)| =pe " <p, (eneffet, VkeN,x, 21>0),et ZP(X =x,)
k

4+

est convergente, donc la série Ze”"' P(X =x;,) est absolument convergente. Donc par théoreme de
ieN

transfert, e~ est d’espérance finie et F, (1) = f,(t), donc|Fy =Y f,
i=0

i=0

On a vu que pour 7 e R

4

et keN, il vient OS|f,;(t)|=pke""‘ < p, - Donc 0£||fk||oo <p..Or Zpk
k

est convergente, donc |Z /. converge normalement sur R |

On sait que si @ >0, alors ¢ > e “'est intégrable sur R, . Ici, Vk e N,x, 21>0.Donc f, est

intégrable sur R, et I f,(dt= i
X
0

k

+00
On utilise le théoréme d’intégration terme a terme : pour teR,, F, (f) = Z JAGE
i=0

Chaque f, est intégrable sur R, d’apres 4).

Z f, converge normalement donc simplement sur R, d’aprés 3). Comme chaque f, est continue sur

+o0
R, , Fy =) f, est continue (par morceaux) sur R, .
k=0

On prouve que Z I |fk (t)|dt converge. On sait que pour ke N, 0< I fi(dt= Pr o p,carx, 1.
X
0 0

k

Donc Y. J. FAGEEDY J- /, (t)dt converge puisque " p, converge.
0 0 k
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+o +00 1
Donc par théoréme d’intégration terme a terme, | F,, est intégrable sur R, et J. F.(t)dt= Zﬂ =FE (})
0 k=0 X

6) Pour la loi géométrique, on sait que X(Q) = {k,k € N*} c [l,+oo [ . Les hypothéses de I’énoncé
s’appliquent donc bien. On pose g=1-p.

Par théoréme de transfert, F, (¢) = quk’le”k .Donc |F, (t) = pe’ Z (ge)" = IPL
k=1 -

~t
k=1 e

+00

On calcule I’intégrale | F, (f)dten posant u =e ' (la premiére intégrale est convergente, donc 1’autre
g X p p g g
0

! du .
q

+o 1

Iestaussi): du=—e ' dt et I Fy(Hdt = p.[l
—qu

0 0

+ 00 1 1
Donc IFX(t)dt:—ﬁln(l—q) etavecS)et g=1-p, E(—j——m
0 q X I-p

Exercice 34 (Oral Mines 23, Ali,3) : Soit 7 e N . On munit P(ﬂl,n]]) (ensemble des sous-ensembles de [[1,7])

de 1’équiprobabilité. Calculer P({(A,B) € P([[l,n]])2 ,ANB = @}J .

On note F = {(A,B) e P([Ln])’ 4B = @}

On sait que card (P([1,n]))=2" , donc card(P([[l,n]])z) =2 =4",

o o d(F
Puisqu’il y a équiprobabilité, il vient P(F) = can n( ) .

On pose pour k €[[0,n] F = {(A,B) € P([[l,n]])2 ,ANB =, card(A) =k
n

On a alors directement F = U Fj, , etles Fj sont deux a deux incompatibles.

k=0

n
Donc card(F) = card(F,).
k=0

On fixe k [[0,n] . Pour construire les éléments de Fj , on prend une partic 4 de [1,n] avec k éléments (il y a

n f—
[k] manieres de la choisir), puis une partie B de 4 (complémentaire de A dans ﬂl,n]] ).llya 2"* choix

possibles de la partie B pour une partie 4 donnée.

Donc card(F) = En: [ij""‘ =(1+2)" =3" et P({(A,B) B P([[l,n]])2 ,ANB = @}] = Gj

k=0

Exercice 35 (Oral Mines 23, Maxime,4) : Une urne contient p boules. On effectue des tirages successifs avec
remise. On note X, le nombre de boules ayant été tirées aprés n tirages.

1) Montrer que P(Xn =p) - 1

n—>+0
2) Déterminer I’espérance de X, .
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1) Onnote E,, : «la k—eémeboule a été prise au moins une fois lors des 7 premiers tirages ».
Alors P(X, {ﬂEnkJ_l P[UE }

n
Or P{U Enk]< ZP( nk)’ avec P(En,k)z[p—_lJ (en effet, a chaque tirage, on ne doit pas
k=1 p

prendre la boule numéro k).

n
-1
Donc P(X, :p)zl—pEP—j et par encadrement, |[P(X, = p) — 1
p

n—>+%

2) X, est le nombre de boules ayant été tirées aprés n tirages. Donc si on note 1, la fonction indicatrice

de E,, ,il vient X, = ilEM .
k=1
P P P p-1 "
Donc par linéarité de I’espérance, E(X,) = ZE( ) = ZP(EM) = Z 1—[—] .
=1

1Y
On conclut que E(Xn):p[l_[p_j ]

Exercice 36 (oral Centrale 1 23, Raphaél) : Soit (Q,7, P) un espace probabilisé. Soit (X)), une suite de

variables aléatoires sur Q , a valeurs dans N, de méme loi.
Soit N une variable aléatoire sur Q , a valeurs dans N.
N
On suppose que toutes ces variables aléatoires sont indépendantes et d’espérance finie. On pose Y = ZX i
i=1

+00 400 k
1) Pour t€[0,1], montrer que Gy(t)= Y. D’ P[ZX,- = nJP(N =k)t"
n=0k=0 \i=l

2) Montrer que V¢ e [0,1],GY t)=Gy o GXl ().
3) Montrer que Y est d’espérance finie et exprimer I’espérance de Y en fonction de celle de X et de celle
de N.

1) Soit £ €[0,1]. On sait que Gy est définie et continue sur [-1,1], donc Gy (¢) existe bien. De plus,

+00
Gy(H)= Y P(Y =n)t"
n=0
Or (N =k),_,est un systeme complet d’événements. Donc d’apres la formule des probabilités totales, il

vient P(Y =n) = +Z°O P((Y=n)n(N=k)).
k=0

k
P((Y = n)m(N = k)) = P{[ZX,- = njm(N = k)} [ZX = nJ N k) d’apres le lemme des
i=l1
k
coalitions (comme (X,,.., X,, N) sont indépendantes, alors ZX ; et N le sont aussi).
i=1

1% +o0
On obtient bien |Gy (1) = D >’ P[ZX —nJP(N k)"

n=0 k=0 i=1
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+00
2) Soit 1€[0,1]. On calcule Gy (£)= D P(X; =n)" €[0,1].
n=0

~+00
11 vient par ailleurs pour u €[0,1] : Gy (u)= Y P(N = o .
k=0
400 k
Done Gy oGy (t)= Y P(N = k)(GXl (z)) .
k=0
k k
Or si on pose S, = ZX. , alors comme (X,.., X)) sont indépendantes, G; = HGX‘- =(Gy, )" car
i=1

i
i=1

+00
X,....X, ont toutes la méme loi. Donc Gy Gy (1)= Y. P(N = k)(GSA (z))
k=0

+ 00 k
Or GSA )= Z P(Z X; = th" , donc on a bien par Fubini en permutant les deux sommes :
n=0 i=1

vt €[0,1],Gy (1) =Gy °Gy (1)

3) Toutes ces variables aléatoires sont a valeurs positives, donc on peut calculer E(Y) e ]RT+ . Comme X et
N sont d’espérance finie, Gy et Gy sont dérivables en 1.

+00
De plus, GXl )= Z P(X| =n)=1, donc G est dérivable en GX1 .
n=0

Donc par composée, Gy est dérivable en 1 et Gy '(1) =Gy '(GX1 (1)).GX1 ') =E(N)E(X;)

Donc on conclut que Y est d’espérance finie et que |E(Y) = E(N)E(X1)|

Séance 7 : Jeudi 6 Juin (algébre)

Exercice 37 (oral CCINP 23, Emma,l) : On note £ 1’ensemble des fonctions continues de [—1,1] dans R.

1
Pour f,ge E,onnote (f,g)= [ f()g(®)dt.
-1

1) Montrer que c’est un produit scalaire.
2) Soit H = {f eE, f(0)= 0} . Montrer que si g € E, alors x — X2 g(x) estélément de H . En déduire

que H+ ={0}.

1) Onatoutd’abord pour f,geE : <f,g> = <g,f> . <,> est symétrique.
De plus,si f,g,he E, AcR,ona <f+ /1g|h> = <f,h> + /1<g,h> par linéarité de I’intégrale.

Par symétrie, on a aussi la linéarité par rapport a I’autre variable et <,> est bilinéaire.

1
En outre, <f,f> = JfQ(t)dt >0 . Donc <,> est positif.
-1

1
Enfin, si <f,f>:J.f2(t)dt:O, la fonction fest continue, positive, d’intégrale nulle: donc
-1

Vie[-11],/*()=0.Donc (,) estdéfini positif.

‘Finalement, <,> est un produit scalaire.|

2) Soit g E.Onpose h: x> x> g(x). Par opérations, c’est une fonction continue de [-1,1] dans R.

De plus, /#(0) =0 donc .
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Soit alors g€ H L. On reprend la fonction 4: x> x? g(x). Comme 4 € H , il vient directement

1 1

(g,h)=0, donc j h(t) g(t)dt = j 1% g2 (t)dt = 0. la fonction ¢ > > g% (f) est continue, positive,
-1 -1

d’intégrale nulle : donc V¢ e[-1,1],:% g*(1) =0 et Ve [-1,1]\{0},g(r)=0.

Comme g est continue en 0, on a par ailleurs g(0)= lim g(#)=0 donc g=0
t—0"

On a donc bien |H* = {0}

X+1

Exercice 38 (Oral IMT 23, Emma,3) : pour P e R[X], on pose ®(P) = j P(t)dt .

X

Pour n>2, onnote @, larestriction de ®a R,[X].

1))
2)
3)
4)

1))

2)

3)

Montrer que @, est un endomorphisme.
D, est-elle diagonalisable ?
Mémes questions avec @, .

Déterminer les éléments propres de @, .

On prouve tout d’abord que @ est linéaire : soient P,Q R [X] .Soit LeR.
X+1 X+l
On calcule ®(P+AQ0) = j P(t)dt+ A j O(t)dt = D(P) + A (0) .
X X
Donc @ , et de méme @, et O, sont linéaires.

k+1 P
xhH -3 A ((X+1)k+l _Xk+l)
okt

2
Si PeR,[X], Zak , alors @(P):I:Zka—k

=0 +1

Or tous les termes sont de degré inférieur ou égal a 2 (pour k=2, (X + 1)3 —x3=3x243x +1)

Donc ®(P)eR,[X] et ‘CDZ estun endomorphisme.‘
On se place dans la base canonique B = (1,X,X*)de R,[X].

Il vient ®,()= X +1-X =1; ®,(X)=— ((X+1) Xz):X+% et

0,00 = (X +1) =2 = X

1 1/2 1/3
Donc M, (®,)={0 1 1 |. Elle est triangulaire et Sp(®,) = {1}.
0 0 1

Si M, (d)z) était diagonalisable, elle serait égale a I, . Ce n’est pas le cas.

Donc |<I)2 n’est pas diagonalisable|.

On procéde de méme : @, est linéaire. Si Pe R, [X], Zak , alors

D(P) = z ((X+1)k+1 Xk+l) zkﬂz[k:ljx .

Donc ‘dD , estun endomorphisme.‘

On se place dans la base canonique B = (1, X,..,X")de R [X].
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4)

Il vient ®,(1)= X +1- X =1 ; QZ(X):%((X+1)2—X2):X+% et

1 k+1 “ 1 k+1 1
O, XH)=—((X+1)" -X*"")=X" — X'
() k+1(( +1) ) +,Z(:‘k+1[ i ]
Donc M, (®,) est triangulaire et Sp(®,) ={1}.

Donc @, n’est pas diagonalisable (sinon on aurait M, (®,)=1,.,)

On étudie le sous-espace propre associ¢ a la valeur propre 1.
On note /d I'identité de R, [X].

Im(®, - Id) = Vect ((®, - Id)(X")) __ car (@, —1d)(X")=0

I<k<n

o &1 (k1Y
Or pour ke[l,n]], (@, -1d)(X ):Zﬁ Tlx
i—0 K+ 1

Donc deg(®, —Id)(X*) =k -1 et la famille ((d)n —Id)(X* ))1<k< est libre, car échelonnée en degré.
Donc dim(Im(®, —Id))=n et par théoréme du rang dim (Ker(®, —1d))=1.
Comme 1€ Ker(®, — Id) , on conclut ‘ Sp(@,)={1} et Ker(®,—Id)= Vect(1)|

Exercice 39 (oral CCINP 22,23,3, Hugo A,4) : Soient n > 2, un entier, et A€ 4, (R).Onpose M =1, +4 et
N=I -4.

1)
2)

3)

4)

1)

2)

3)

Soit X € M, (R). Montrer que X" AX e R. Calculer (XTAX)T et montrer que X' AX =0.

Montrer que la seule valeur propre réelle possible de A est zéro. En déduire que M et N sont
inversibles.

Montrer que M et N commutent, et qu’il en est de méme pour 3 ~' et N ' . Montrer que Q= MN " est
orthogonale et n’admet pas —1 comme valeur propre.

Soit U € O, (R) quin’admet pas —1 comme valeur propre. Montrer qu’il existe une et une seule matrice

Be 4, (R) telle que U =(1, +B)_l (1,-B)

On saitque X e M, (R), Ae M, (R) et X" e M, (R). Donc par produit matriciel, X" 4X e M, (R)
et on confond cette matrice avec son unique coefficient, donc X" 4X eR .

T

Deés lors, (XTAX)T = (XTAX) d’une part, et d’autre part, (XTAX) (XTATX) = —(XTAX) car
Ae 4,(R).Onadonc bienm

On prend 1 e Sp(4) et X #0tel que AX = AX . Alors X7 4X = /1||X||2. Mais d’aprés 1), on a donc

A"X"2 =0,etcomme X 0, A=0.Donc Sp(A)C{O}

Dés lors, 1et —1 ne sont pas valeurs propres de 4, donc ‘M =[] +4 et N=1 —A sont inversibles‘.

On calcule MN = (1, + 4)(I, - 4)= NM et (NM) ' =(MN)".Donc N"'M™' = M'N"*

Donc ‘M et N commutent, et il en est de méme pour M ' et N '1‘

Comme A4 € 4, (R), on a directement M" =N ,donc M et M" =N commutent.
On calcule alors Q=M (MT )71 ,donc Q" =M'M".
Puis Q'Q=M"M'M(M") =M MM (M) =1,.
Donc|QeO,(R)

Par I’absurde, on suppose que —1 est valeur propre de Q.
Soitalors X = 0tel que MN™'X = —X .Onremarque que M =2/, — N .Ilvientdonc 2N"' X - X =-X
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Et X =0, ce qui est absurde. |D0nc —1 n’est pas valeur propre de Q2 |

4) Soit Ue€O, (R) qui n’admet pas —1 comme valeur propre. Alors /, +U est inversible.
On procéde par analyse et synthése et on suppose que B existe. Alors(, +B)U =(/,—B), donc
B(I,+U)=(1,~U),donc B=(I,-U)(1,+U)".1ly aunicité si existence.
Réciproquement, on pose B=(I,~U)(I,+U)" eM,(R). Alors B(I,+U)=(1,~U), donc
(1,+U) B" =(1,-U)" et (1,+U")B" =(1,-U"), donc U(I,+U")B" =U(1,-U").
Comme U €0, (R), U'U=UU" =1,.
Donc (I, +U)B" =~(1,-U)=-B(I, +U).
De plus, B(I, +U)=(I,-U) et (1, +U)B=(1,+U)(I,-U)(1,+U)".
or (1,+U)(1,-U)=1,-U*=(1,-U)(1,+U),donc (I,+U)B=(I,-U)=—(1,+U)B"
Donc comme [, +U est inversible, B =—Bet Be 4, (R).
Donc avec 2), —1 n’est pas valeur propre de Bet B(/,+U)=(I, -U), donc on a bien
U=(I,+B)"(I,-B)

B=(I,-U)(I,+U) " est'unique matrice de 4, (R) telle que U =(1, +B)_1 (1,-B)|

Exercice 40 (oral Centrale 1 2023, Samuel,3) :
Soit f(x)=exp(—x?).Pour n entier naturel, x réel, soit P,(x)= D" £ (x) exp(xz) .

+ 00

Pour P,Q e R[X], soit (P,0) = j P(O)O®) f(t)dt .

1) Montrer que P, est polynomiale, de degré n, et que le coefficient dominant de P, est égal a 2n

Etudier la parité de P,,.
2) Montrer que <,> est un produit scalaire sur R[X ] . Calculer <Pn ,X?P > pour n> p . Montrer que la

famille des (P, ),y est orthogonale pour ce produit scalaire. Calculer (P,,P,) pour neN.

1) On prouve par récurrence sur n € N H(n) : « P, est polynomiale, de degré n, de coefficient
dominant égal a 2n et de méme parité que n ».

e  H(0)estvraieavec Ry =1.

e Soit ne Ntel que H(n) est vraie. Alors P, '(x) =(-1)" (f D) (x) exp(x2 ) +2xf M (x) exp(x2 )) .

Done B, (x) = ~B, 1 (x) +2xB, (x) , donc | B, (x) = 2xB, (x) - B, '(x)]

Or P,(x)=2nx"+S,(x), avec deg(S,)<n.

Donc P, (x) =2(n+1)x"" + T (x), avec deg(T,)<n+1.

Donc P, est polynomiale, de degré n+1, et le coefficient dominant de P, estégala 2(n+1).
Si nest pair, B, est paire, donc Vx € R, B,(—x) = P,(x) eten dérivant P, '(—x)=—-P,'(x).

Donc P, (x)=-2xP,(x)+ P, '(=x) =—PF,,1(-x) et P, ; est impaire.

De méme si n est impair, P, est impaire et B, est paire.

Donc H(n+1) est vraie.

P, est polynomiale, de degré n, de coefficient dominant égal a 2n et de méme parité que n
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+ 00
2) Pour P,QER[X], on pose(P,Q): j P()Q(t) f(¢t)dt . Vérifions que c’est un produit scalaire sur

— 00

t—>+0

R[X]. Tout d’abord, soit R =PQ e R[X]. Alors par croissance comparée, R(t)e" = 0(%), donc

= R(t)e'tZ est intégrable en +o et de méme en —oo, donc elle est intégrable sur R et <P,Q> existe
bien.
De plus, soient P,Q,ReR[X] et 1eR.

Alors <P,Q> = <Q,P> et <,> est symétrique.
De plus, <P+ lR,Q) = J. (P+ ﬂR)(t)Q(t) e dt= <P, Q> + /1<R, Q> (toutes les intégrales convergent

donc on peut séparer en deux), donc par symétrie, (,)est bilinéaire.

En outre, <P,P> = J. P(t) e dt>0. Enfin, si <P,P> =0, alors la fonction t > P*(t) e est continue

et positive sur R, d’intégrale nulle. Donc V¢ e R, P?(z) ¢’ =0 et Pa une infinité de racines, donc

P=0cet <,> est définie positif. |D0nc <,> est un produit scalaire sur R[X]‘.

+ o0

Soit 7> p . Alors <Pn,Xp> =" [ SO0 dr
—o0

On effectue des intégrations par parties.

FO D@y = (1! t’P,_, (t)exp(—t>) — 0 par croissance comparée.
t—too

+ 00
Donc <Pn,X P > =(=D"p I FOD()eP dt (et cette nouvelle intégrale converge aussi).

—00

+0
Puis <P,1,XP>:(—1)"*P pt [ 1P @ar.

+0
Sip<n, fOTP @)= ()T PR @0exp(-r) > 0, done [ P (1)di=0 et<Pn,Xp>:0.
t—>to0
+00 +o
Si p=n, <Pn,X">:(—1)"+”n! j F(ydt=n|oul|l = j exp(—t2)dt =~Ir
—® —
k k
De¢s lors, si k <n, on écrit B, = Z apo et (Pn,Pk>: Z a, <Pn,Xp>:O .
p=0 p=0
Si k>n, (P,,B)=(P.,B,)=0
Donc ‘la famille des (P, ), <y est orthogonale‘.
n-l n-1
Enfin, P, = ¥ a,X” +2nX" avec 1), donc(P,,P,)= Y a, <Pn,Xp>+2n<X",P,,>.
p=0 p=0

Donc‘(P,,,P,,)z (Zn)n!l‘
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Exercice 41 (Oral Mines 23, Hugo A,3) : soit £ I’ensemble des fonctions continues de R dans Rtelles que

+ o0

jf (t)dt converge. Pour f,g e E,on note f g Jf(t)g(t)dt

— 00

— 00

On considére (¢; )ieN e EN . Pour ne N", soit 0, e M, (R)telle que Vi, j[1,n],(0, )ij =<¢i,(p]~> )

On suppose que pour 7 € N fixé, O, est inversible.

1)
2)
3)

1)

2)

3)

Montrer que (,) est un produit scalaire sur £ .
Montrer que la plus petite valeur propre de (,. est strictement positive.

Montrer que ¢, € Vect (¢y,...,p, ) < O, est non inversible.

+00
Pour f,geE, on pose (f,g) = _[ f(t)g(t)dt . Vérifions que c’est un produit scalaire sur E. Tout

—o0
d’abord, comme |f g| <— (f +g ) on peut dire que f g est intégrable sur R, donc que <f,g> est

bien défini.
De plus, soient f,g,hecE et LeR.

Alors (f,g)=(g,f) et (,)est symétrique.
+o0

De plus, <f+ﬂg,h> = j (f+lg)(t)h(t) dt = <f,g>+/1<f,h> (toutes les intégrales convergent donc on
peut séparer en deux), donc par symétrie, <,> est bilinéaire.

En outre, <f,f> = Ifz(t)dt >0. Enfin, si <f,f> =0, alors la fonction ¢+> f>(¢) est continue et

positive sur R, d’intégrale nulle. Donc Ve R, f(£)=0 et f=0et <,> est définie positif.

‘Donc (,) estun produit scalaire sur £ ‘

On prouve que O, € ;. (R). Pour cela, on considére X =| : |e M, (R).

X

r

r r
On calcule X7 0.X = Zz X; Q, zzxixj<¢ia¢j>

i=1 j=1 i=1 j=1

20

- 2
Z XiPi
i=1

Donc O, €S} (R). De plus, Q, est inversible, donc 0¢ Sp(Q, ).

r r
Donc par bilinéarité : XTQrX = <le-(pl»,zxj(pj>_
i i=1

Donc 0, € S;7(R) et Sp(Q,) R .

Donc ‘la plus petite valeur propre de Q,. est strictement positivel.

On proceéde par double implication.

-
= On suppose que @,,| € Vect(gol,...,go,). On peut écrire que @, = Zakwk, avec a,..,a, €R.
k=1

r r
Alors Vi e[L,n].(Qn1),,,, = (010r41) = <¢,~, Zak(ﬂk> = ai{p.o)

k=1 k=1

,
Donc pour i € ﬂl,n]] . (0041 )l.’r+1 = Z a; (04 )i,k .
k=1
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-
Donc si on note (C,,...,C,,,) les colonnes de Q,.,, il vient C, | = Z a,Cy .
k=1

Une des colonnes de Q,.,; est combinaison linéaire des autres, |donc O, n’est pas inversible‘.

< On suppose que Q,,; n’est pas inversible. Alors la famille (C,,...,C,,,) des colonnes de Q,.; est liée

r+l
etil existe (4,....4,,,) # (0,...,0) tels que > 1,C; =0.
k=1
r+l r+l r+l
Donc pour i eﬂl,n+l]] s Z/'Lk (Qr+1 )i,k =0, donc Z/'Lk <¢17(/’k> =0et (ol-,z/lkqok =0.
k=1 k=1 k=1
r+l r+l r+l 2 r+l
Donc par combinaison linéaire, Z A0, Z Arpp )=0 et z Aol =0, donc z Arpr =0.
i=1 k=1 k=1 k=1

Comme (4,,...,4,,,) #(0,...,0) , la famille (¢y,...,,,;) est lice.

r r
De plus,(gol,...,gor)est libre (en effet, si Z/’Lk(pk =0, alors pour i€ [[l,n]] , <Z ﬂk(pk,(ol-> =0, donc
k=1 k=1

r r
z A <¢Jk,¢,-> =0 et z AxDy =0, 0u (D,,...,D,)sont les colonnes de Q... Or O, est inversible, donc
k=1 k=1
(D,,...,D,) forment une famille libre et (4,,...,4,) =(0,...,0) )

Pry1 € Vect(gpl,.,,, (or)

Donc

1
Exercice 42 (Oral Mines 23, Alice) : soient P,Q € R[.X] définis par (P,Q) = I P()Q(t)dt . On admet que c’est

-1

un produit scalaire.

1))

2)

3)
4)

1))

Montrer que EI!(P,, )neNtelle que les B, soient deux a deux orthogonaux, que deg(P,)=net
<Pn,X”>=1.

On note Q,(X)=(-1)"F,(-X) . Montrer que (Q, ) vérifie les trois conditions ci-dessus et en déduire
que P, est de méme parité que n.

Soit Qe R, ;[ X], avec n>2. Montrer que (F,,0)=0.

Expliciter Ry, P, P, .

On prouve I’existence et I’unicité. On adapte le procédé de Gram-Schmidt car on veut une suite (Pn )neN

et pas seulement une famille finie.

1
. I . .
Existence : on calcule <1, X0> = J. 1dt =2 .0On pose P, = 5 et il convient].
-1
Soit n e N", on suppose que (R) ,P,..,P, ) ont été construits et sont deux a deux orthogonaux, et vérifient

Vk €[[0,n]),deg(F;) = k et <Pk,Xk> =1. On veut construire P,

n+l *

On note F, =R, [X] pour ke[0,n+1]. On pose QM:X"”—pFn(X””)eEf, ou p, est la

projection orthogonale sur F,, F." I’orthogonal de F, dans F, , .
Il vient deg(Q,,,)=n+1

OH Suppose par l’absurde <Q’”1’X’H1> =0. AlOIS <Qn+1 ’Qn+1> = <Qn+1’Xn+l>_<Qn+19pFn (X’Hl )> = O car
0,.€F; et pp, (X"+1 ) e F,.Donc Q

n+l

=0, ce qui est absurde.
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2)

3)

4)

On pose alors | P, = 0,.1]. On a bien <P,,+1,X"+l>=1, deg(P, )=n+let P, eF,,

donc P

n+l

est orthogonal & (B,..., P,) et la suite (P, )neN obtenue convient.

Unicité : on suppose qu’il existe une autre suite (Bn )neN qui convient.

On a alors P,—B =aeR [X] et <Fb —B0,1> :<P0,l>—<BO,1> =0. Mais <Fb —BO,1> =2a, donc
a=0et F,=B,.

De plus, pour neN, B, € (Vect(BO,...,B”))L. Or (B,,...,B,)est une base de F, (c’est une famille de
polynomes de degrés échelonnés, donc libre, et elle contient (n+1) éléments).

Donc B,, € F",ou F' estl’orthogonal de F, dans F, , .

Comme dim(Fnl) =1, on peut écrire que B,,, =A0,,,,avec AeR.
Alors <Bn+1,X”+1> —1= <Qn+1,X”+1> , donc <Bn+1,X”+1> “1=Aet A=1.

P

Donc B, =0 ”)neN'

n+l

et on a bien ( Bn) Ceci prouve ’unicité.

neN :(

Soit 0,(X)=(=1)" B,(-X) pour ne N.On abien deg(Q,)=n.
1

Pour k,neNet k=n, <Qk,Qn>: J.Pk(—t)Pn(—t)dt:O en posant u =—¢ et avec <B{,Ei>=0.
-1

1
Enfin, <Qn X" > =(-1" J. t"P,(—t)dt = 1 en posant de nouveau u = —¢.
-1
Donc (Q,) vérifie les trois conditions ci-dessus et d’apreés I'unicité du 1), ona Vne N,Q, = P,.

Donc ‘si neN, P, estde méme parité que n|

1

Soit Qe R, [X], avec n>2. Montrer que (F,,0)=0. On a montré au 1) que B, =

avec O, =X"—pp, (XH)EF;L ;ou K =R, [X]
Donc (Pn,Q>=0

1 . 2 . 2 2

On avuque Py = 3 De plus, si S = Zaka est pair, alors S(—X) = Zak(—l)k Xt = Zaka et par
k=0 k=0 k=0

unicité des coefficients, les coefficients des termes de puissance impaire sont nuls. De méme, si

n
k . . . . .
S=> a X" estimpair, les coefficients des termes de puissance paire sont nuls.
k )
k=0

Donc Py =aX ,avec aeR, P2:aX2+b.

3
Alors <P1,X>=2Ta:1, done| Py =2 X

Puis <P2,PO>:2(§+bj:O, donc b:—% et P, :a(Xz—éJ.

45 1
Puis <P2,X2>=2a(l—lj=1,donc a=2 olp, =—[X2 ——J
53 8 8 3

36



Séance 8 : Mercredi 5 Juin (analyse)

Exercice 43 (Oral CCINP 23,3) : On note F — {(x,y)e R2,x>0,y>0,x+y < 1}

On définit la fonction fsur Fpar f(x,y)= (x—y)2 —-Xy.

1) Montrer que F est un fermé de R,
2) Déterminer les extrema globaux de f sur F.

1) Soit, pour tout entier naturel n, U, =(x,,y,) € F. On suppose que U, =(x,,y,) — (x,»). Montrons

que (x,y)e F .Onsaitque x, - xet y, — .

n—+o n—+w

Alors on sait que pour tout entier naturel 7, x, >0,y, >20,x, +y, <1, donc en passant ces inégalités

alalimite, x>0,y >0,x+y <1 et (x,y)eF.IDonc F est un fermé de R? ‘

2) Tout d’abord, si (x,y)e F,il vient 0<x<let 0<y<1.Donc 0< x>+ y* <1 et Festborné.
Comme f est continue sur le fermé borné F', par théoréme des bornes atteintes, f posséde un

minimum et un maximum global sur F . Ils peuvent étre atteints sur le bord, ou bien dans I’ensemble

U= {(x,y) € Rz,x >0,y>0,x+y< 1} . C’est un ouvert comme intersection finie d’ouverts.
e _ 2 2 2
Plus précisément, U = {(x,y) eR",x> 0} m{(x,y) eR”,y> 0} m{(x,y) eR”,x+y< l} et comme

(x,y) — xest continue sur R*, {(x,y) eR% x> 0} est ouvert, et ¢’est la méme chose pour les autres

ensembles.
Si f admet un extremum local atteint en a € U , alors c¢’est un point critique et Vf(a)=0.
. 2x-3y=0
Orsi a=(x,y)elU, Vf(a)=(0,0) S x=y=0.
2y-3x=0

Donc f n’apas de point critique, donc pax d’extremum local ni global dans U .
Le maximum global et le minimum global sont donc atteints sur la frontiére de F .

On regarde f(x,0) = x° et f(0,y)= y2 dont le minimum est 0 et le maximum 1 dans F .

De plus, f(x,1-x)=2x- 1)2 -x(1-x)= 5x2 —5x+1 , maximale en 0 et 1 et minimale pour x = % .

Donc |le maximum global de f sur F' égala I (atteint en (0,1) et (1,0)) et son minimum global a —%.

Exercice 44 (Oral IMT 23, Jérémy,2) :

Etudier la nature de la suite définie pour n e N par U, = Zch[ ! ]—n .

k=0 Jn+k

On utilise le lien suite-série. On prend n e N,

el 1 1 n-2 1

On caleule U, , =Y ch| ————= |=n+1=ch| —— vl

freatedie Yo ;c [1/n—l+k] " C[ n—l]+;c{ ”""k] "
1 1 !

Donc U, ~U,_, =ch h ~ch -

o YamYa =6 (\/n+nJ+c (\/n+n—1] ‘ (\/n—l]

On effectue un développement limité : ci(u) = 1+ %uz +0@u*)

Il vientdonc U, -U, , = 1(1 + ! —LJ+O£LJ.

"—EWE E 2n—1 n-1 n?
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1 1 1 (2n—1)(n—1)+2n(n—1)—(2n)(2n—1) 3
Or —+ - .
2n 2n-1 n-1 (2n)(2n—1)(n—1) oo 4p?

Donc U,-U,, = O( ! j.Or (%j est positive, le converge, donc Z(Un ~U,_,) converge et avec le
n

2
n—>+m n n>1 N n=1

lien suite série, [la suite (U,) converge|.

Exercice 45 (oral CCINP 23, Orane, Raphaél,3) : soit /:R — R, développable en série entiére sur
S (x)
X

Iintervalle |—r,r[,avec r>0. Soit & >0 . On étudie (E) : y'+£y: ,avec xe R, .
x

17 o
Pour x e ]0,7[, on pose Taf(x)z—aju“ Y fu)du
X
0

1) Résoudre I’équation homogéne y'+£y =0 sur ]0,r[
x

2) Soit xe]O,r[.
a) Montrer qu’il existe M, >0 tel que V¢ e [0,x],|f(t)| <M,
b) Montrer que u > u®"' f(u) est intégrable sur 10.x].

3) Montrer que T, f est solution de (E) sur ]0,r[ et résoudre (E)sur |0,r].

+ 00

4) Montrer qu’il existe une suite réelle (a,,) telle que Vx e ] O,r[,T wf(x)= Z n x"
—ohta

5) Montrer qu’il existe une unique solution de (E) sur ] 0, r[ telle que f posseéde une limite finie en 0.

1) L’équation s’écrit y':—gy (H). 1l vient Sy :{xl—) Aexp(-aln(x)), 4 ER} .
x

Donc [Sy ={xl—>%,AeR}
X

2) a) Soit xe]0,r[. f estdéveloppable en série entiére sur |-, [ donc elle est continue sur | —r,r [
et donc sur [0,x] . Par théoréme des bornes atteintes, elle est bornée sur [0, x].

Donc ‘il existe M, >0 tel que Vi e[0,x],| /()< M,

b) u>u® f(u) est continue sur ]0,x].

M
lx .Or l-a<1,donc um—
u ¢ u

est intégrable en

De plus, si u €]0,x], alors 0 < |ua_1f(u)| < -

0, donc u - uaflf(u) I’est aussi par majoration.

Donc [u > u® f(u) est intégrable sur 10,x]}

3) Avec ce qui précede, T, f est bien définie. De plus, pour x € | 0,7,

X X r/2

Taf(x)z%jua_lf(u)duz% J.ua_lf(u)dquJ.ua_lf(u)du )
X o X2 0
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4)

5)

_ . r r .
urs>u®! f(u) est continue sur [E,x} (ou sur [X’E} ), donc par théoréme fondamental, 7, f est

dérivable sur ] 0,7 et T 00) =~ lj - 1f(u)du+f(x) T e )+f(x).

A
Donc‘Tafestsolution de (E) sur ]O,V[‘et Sk z{xH—a+Taf(x),AeR}
x

. 1§ o0
Pour x € |0, [, on sait que Taf(x):—aju“ Yfu)du .
X
0

Comme f est développable en série entiére, il existe (b,,),cy Vérifiant Vu e ] —r,r [,f(u) = Z bu"

X( 4o
Alors T, f(x) = La [ [ > b ] du .

X o\n=0
On utilise le théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque.
e Onpose h,(u)=bu""*" Chaque h, est intégrable sur ]0,x] (VaeN,—n—a+1<1).
e > h, converge simplement sur ]0,x] (sa somme est u > u®7 f(u), continue sur ]o.x]).
Bl

X
. £|h ()| du = AR donc 0 < £|hn (u)|du = é|bn|x" et comme |x|<r, > b,x" converge

X
absolument, donc Z”hn (u)| du converge.

0
+00 X
On a donc, en prenant b, =a, pour neN :|T, f(x)=— Zjb nral gy = Z x"
x? n=0( n= On+a

Tout d’abord, étudions la limite de 7,, / en 0.

On cherche a utiliser le théoréme de la double limite. On se place sur } 0,%}

|an| 1 rY
AlOrS 0<||gn|| 0r/2 m E S;|an| E

+o0 +o0 n
Or Vuel-r,r[,fu)= z bu" = z a,u" , donc comme 0 < % < R(Z anu"J , Zan [gj converge
n=0

n=0

a
Onnote g, (x)=—2=
nta

S . , r
absolument. Donc par majoration, z g, converge normalement donc uniformément sur } 0,5} .

a
x" —>Oetg0(x)— - =0
x>0 a

De plus, Vn e N*,gn (x)=

. A
Done T, f(x) — %0 .Deplus,si A#£0, — — +o0.
x>0 % x50

. A
On sait que Sg :{xl—) x—a+Taf(x),A ER}

Donc |Ta f est ’'unique solution de (E) sur ] 0, r[ qui posséde une limite finie en 0.
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Exercice 46 (Oral Mines 23, Samuel,4) :

1))

2)
3)

1))

2)

3)

3
Soit x>0 . Montrer qu’il existe un unique ¢, >0 tel que sh(x)=x+ %sh (xtx)

Montrer que sh(xz,)>1

Etudier les limites de 7, lorsque xtend vers 0 ou vers +oo .

6(sh(x)—x) o
On fixe x> 0. On cherche ¢, >0 tel que sh(xtx) =— Or sh est bijective de Rsur R,
X
6(sh(x)—x) . . L Uy ;
donc y = — posséde un unique antécédent u, par sh.On pose alors ¢, = - et on a bien
x

3
sh(x):x+%sh(xtx).

De plus, on étudie a: x +— sh(x)—x. Alors Vx e R,a'(x) =ch(x)-120, avec Vx e R*,a'(x) >0.

Donc comme a est continue sur R, , a est strictement croissante sur R et comme x >0, on peut dire

6 (sh (x)— x)
3

x
Enfin, par bijectivité de sh, ¢, est bien unique (si on prend une autre solution ¢', on doit avoir

X

que y= > 0. Donc sh(u,) > sh(0) et par stricte croissance de sk, il vient ¢, = B o 0
X

sh(xt,)=sh(xt'),donc xz, =xt' et t,=t").

3
Donc (il existe un unique ¢, >0 tel que sh(x)= x+%sh (xtx)

On utilise la formule de Taylor avec reste intégral pour sh (qui est C* sur R ) entre Oet x, a

(x—1)°
3!

3 x
Pordre n =3 . Il vient donc sh(x) = x+%+j sh(t)dt .
0

(x-1)°

3 sh(t)>0 et t—

sh(t) est continue sur [0,x], sans étre la fonction

a3
Or pour 7 €[0,x], (th)

X, 3 3
nulle. Donc I%sh(t)dt >0 et sh(x)> x+%.
0 !

3 3

Dés lors, x+%sh(xtx) >x+% doncm

On sait que sk réalise une bijection de Rsur R. On note a € ]Ri I’unique réel tel que si(a)=1.

a
Alors sh(xt,)>sh(a),donc xt, >a et 1, >—,donc|t, — +o
X x—0

ext‘ _e—m‘Y ex _efx
donc In — I In(6) —3In(x)+In —

6 (sh(x) - x)

X

11 vient par ailleurs sh(xt,)=

On met le terme dominant en facteur :

w 1= e 2 of 1= —x
In| e T =In(6)—3In(x)+In| e 5 —xe

N———

Donc xt, = x+o(x),donct, = 1+o(l)et|t, — 1
X—>+00 X—>+0
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Exercice 47 (Oral Centrale 1 23, Bastien L ,4) :
1) Dessiner le graphe de x — arcsin (sin(x)) .

/2 +00 |
2) Déterminer‘[ > (22)!

sin®™ 1 (x) |d x.
2
0 n=0(2"n!) 2n+1)

+00 1 +00 1
3) Endéduire la valeurde ) ———— , puisde » —
) ; 2n+ 1)2 P ,,Z:; n’

1) Onnote f:x > arcsin(sin(x)) . Elle est 27 périodique, donc il suffit de la tracer sur [—7:,7[] .
De plus, f est impaire car Arcsin 1’est.
Enfin, pour x € [0, 7[] , f(x) = arcsin (sin(x)) = x (on compose une fonction et sa réciproque).

On peut ainsi tracer le graphe de 1.

2) On cherche a appliquer le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment.
( 2n)!

(Zn)! sin2"+l(X). " ] .
(2"n!) Q2n+1)

Pour ne N, onpose U, (x) =
(2"n!) 2n+1)

U” "oo,[(),lz/z

n—>+o\ @

1 dnz (2n)" (e )"
o2 g e (2] (£ Done U

On utilise la formule de Stirling : n! ~ (ﬁj N2nx

1 1
~ = >0.
[0.7/2] 5 4eo 271% 21’[3/2\/;

J est a valeurs positives.

UV!

Donc |
e

3 1 1
Comme —>1, » ——— -
2 ; 202\ 22 r

. , T .
Donc Z U, converge normalement, donc uniformément sur {0,5} . Comme chaque U, est continue,

n=0

converge, et la suite [

7[/2 +00 1 +00 1 72.’/2
il vient [ = j Z:#sinh+1 (x) |dx= Z (22;){ j sin2”+1(x)dxj (etla
0 n:O(z"n!) 2n+1) n=0 (Z"n!) @n+H\ 0

série converge bien).
/2
On retrouve les intégrales de Wallis : calculons J,, = J. sin2"+1(x) dx .
0

Soit neN.Ona J, = [sin*" tdt = |sin(¢)sin> ¢dt .

O o |y
O —o |y

. . . u(t) =sin (¢ u'(t) = 2ncos(t)sin™' (¢
On effectue une intégration par parties en posant : { @) (@) avec { ® ® ( ).

Vv'(t) =sin(r) v(t) = —cos(t)

Il vient : J, = 0+2n| cos® (¢)sin*" ' (t)dt .

ey

L3 V4

2 2
Onadonc J, =0+2n j cos? (1)sin > (¢) dt = 2nj (1—sin? (£))sin > (t)dt =2n(J, , —J,).
0 0
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3)

Donc J, =

I1 vient par récurrence en itérant le procédé : J, =

On multiplie en haut et en bas par les termes pairs : J, =

Donc

2n
2n+1

n-1

-3

n= 0(2"11') Qnil)

+00 1

= (2n+1)?

2n

2n_2n-1) 2,

2n+1

n

0 .

n-1

T o0+l 2n-1 73

(2"71!)2

Qn+1)!’

On peut aussi calculer 7 d’une seconde maniére en utilisant un développement en série enticre de

1 + n-1 2k+
Arcsin . Soit xe |-L1[. (1+u) 2 :Zanu” ,avec a, :%H(—%—k} ( 1) H
n=0 nk=o
L !
a, = -1y 0 o 1oy Z (2n)!

En intégrant terme a terme et en utilisant Arcsin(0) = 0, il vient Arcsin(x) =

B

)

& 2n)!
= (2'n1) @n+1)

2n+1
x"

/2| 4o (2n), /2
Donc [ = j > 2—'s‘n2"+1 (x) |dx= J arcsin(sin(x))d x .
0| n= 0( ) @n+1) 0
/2 2 +00
Donc |/ = ‘[ xdx = 2|, 1l vient donc ;2 =L
0 8 n=0 (2n+1)
| 0 40 1
D — .
°“°;n Z Z n’ Z Ly
n pair n impair
& =1 4xn o
bone 3 =42 5 23T

Exercice 48 (Oral Mines 23, Paul B,5S) : soient «, € R . Etudier I’intégrabilité sur Ri de la fonction F,. Y

définie par F,, 5(x)=x sm( {x }LxJ"J u {x}=x—| x|

On cherche d’abord  savoir si F, g est bien continue par morceaux sur ]R

Soit x € ] 0,1[ . Alors LxJ =0 et |_xJﬁ n’est pas défini si # < 0. On doit donc avoir f>0.

On commence par traiter le cas f=0.
Donc ce cas, {x} =x—| x|=ux,donc F,(x)=x%sin (5 xj et F, o est continue sur Jo.1f.

De méme, si >0, F, 3(x)=x"et F, zestcontinue sur ]0,1.

Soit neN". Pour xe[mn+1[, F, (x)=x sm( > (x- n)"ﬂ] et F, g est continue par opérations sur

n,n+1[ . De plus, F, (x) -  (n+1)%sin z =m+D%.
a,p 2

—(n+1)

Donc Fj, 5 posséde une limite finie a gauche en (n+1) (c’est aussi le cas a droite en tout n e N’ par continuité).

Donc | Fy, g est continue par morceaux sur R, 4 lorsque f>0et x eR|

42



e FEtudeen 0" : on se place sur ]O,l[etilvientsi £>0 :{x}zx—Lxsz et LxJﬂ =0.

(7 o . .
Donc F, 4 (x)=x“ sm(—xoj =x%. Donc Fa,ﬂ est intégrable en 07 si et seulement si o >—1.

. (7 V4 . . .
Lorsque S=0, F, o(x)=x%sin (5 xJ ~ Syt Fy pest intégrable en 0" si et seulement si
’ x—0 ?

a>-2.

. .. Ca>-1 a>-2
Donc | Fj, gest intégrable en 0" si et seulement si ou
’ £>0 £=0

e Etude en +o0. On remarque tout d’abord que Fj, g est a valeurs positives.

n+l n+l 1
On fixe ne N". Alors J, = I F, s(x)dx = J. x* sin[%(x_n)n/’ )dx = I(u +n)” sin(%(u)”ﬂ jdu .
n n 0

Ici, comme u € [0,1] , 1l vient %(u)"ﬁ € {O,%} .

L 1
Orsite [O,E}, gt <sin(r) <t. Donc n"j(u)"ﬂ du<J, <(1+n)" Zj(u)"ﬂ du .
2 T ° 2 5

Donc Osn—an £(1+n) z.
n” +1 n’ +1 2

a
n

Si ZJ , converge, alors par majoration, z n converge également.

n? +
a

n

- \ " 1
donc comme ces séries sont a termes positifs, Z— convergeet f>1+«.

Or =

p-a

n? 41> p on

A+n) 7z 1 7z A+n)* 7z
— ~ -, — convergeet » J
PR S D e geet 2.,

Réciproquement, si S > 1+« , alors comme

converge. Donc an converge si et seulementsi f> 1+«

n=l

Montrons que I F, ;(x)dx converge si et seulement si ZJn converge.
1 n=l
+0 +0 N+1 N
Si I F, ;,(x)dx converge, alors I F, ;(x)dx = Nlim _[ F, ;(x)dx = Nlim ZJn , donc ZJ,, converge.
1 1 —>+m 1 oo 4

nzl1

+00 X
Si I F, ;(x)dx diverge, alors comme Fj, 5 est & valeurs positives, X — J.Fa’ 4 (x)dx est croissante donc
1 1
X N+1
JFa 5 (X)dx — +o0, donc par caractérisation séquentielle, lim I F, ;(x)dx =+ et z J, diverge.
f > X >+ N—+o f >

nzl

+o0
Donc finalement, j F, ,(x)dx converge si et seulement si §>1+a
1

Si =0, cette derniére condition devient o < —1
En réunissant les deux conditions, on conclut :

a>-1 -1>a>-2
ou
p>1+a £=0

Fy, p est intégrable sur R’ si et seulement si {

La condition S > 0 est alors automatiquement vérifiée dans le premier cas.
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Séance 9 : Lundi 10 Juin (algébre)

Exercice 49 (oral CCINP 23, Simon,3) : soit M € M, (R) . On suppose M +M Tnilpotente.

1))
2)

1))

2)

Montrer que M € 4, (R).

Le résultat reste-t-il toujours vrai si on suppose M € M, (C) ?

S=M+MT est symétrique réelle donc d’apres le théoréme spectral, elle est diagonalisable. De plus,

elle est nilpotente, donc admet un polynéme annulateur de la forme X7 avec p N".

Comme les valeurs propres de S sont incluses dans 1’ensemble des racines de ce polyndme, 0 est la
seule valeur propre possible de S . S étant diagonalisable, elle est semblable a la matrice nulle, donc

S=0et MT :—M,doncm

On cherche un contre-exemple lorsque n=2. On prend M symétrique complexe, mais non

1 i 2 2
diagonalisable. On choisitf M = { . J AlorsS=M+MT = [2. ;j =2M .
i - i -

A=-2 =2
=2i A+2

Donc pour 4 €C, gg (/1) :‘ =12 (comme S n’est pas nulle, elle n’est pas diagonalisable).

En calculant S2 , ou avec Cayley-Hamilton, il vient § 2 = 0 donc ‘S =M +MT est nilpotente‘. Pourtant,

‘onn’apas M’ :—M|.

Exercice 50 (oral CCINP 23, Samuel,3) : pour 4 € M, (C), on pose p(4)=max{|2|,1 e Sp(4)}.
Soit || || une norme sur M, (C) telle que VA4,Be M, (C),| 4B|<| 4] B|-

1))

2)

3)

4)

5)

1)

Donner une matrice non nulle admettant uniquement 0 comme valeur propre. Montrer que 4 +> p(A4)

n’est pas une norme sur M, (C).

a) Soit X € M, ;(C), non nulle. Montrer que xxTem, (C) et calculer ses coefficients diagonaux.

b) Montrer que p(A4) < ||A || . On pourra montrer que pour A € Sp(4),3X =0, AxxT = axxT

1<i<n

n
On définit, pour 4 = (ai’j) eM, (C), |4]|= max [Z|al~,j|} . On admet que ¢’est une norme sur M, (C)
=1

. Montrer que VA4,Be M, (C),| 4B||<| 4[| B].
Soit S e M,,(C) définie par Vi, j e [1,n],S; ; :% si [i—jl=1etS; ;=0 sinon.

Montrer que si 4 est valeur propre complexe de S, alors 1 e R et 39 € [0,7],4 =cosO -

sin(6;)
Pour k €N, soit 6, = Lﬂl et Xj = : . Calculer SX, et en déduire les valeurs propres de s .
" sin(n6y)
0 M
On prend (M = triangulaire, avec tous ses termes diagonaux nuls et les coefficients situés
0) 0

strictement au-dessus de la diagonale non nuls (égaux a 1 par exemple).
Les éléments diagonaux sont alors les valeurs propres et Sp(M ) = {0} .
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2)

3)

4)

5)

Si par I’absurde 4 > p(A) était une norme sur A, (C), alors on aurait p(M)=0= M =(0), ce qui

n’est pas le cas avec ’exemple précédent. Donc ‘A > p(A4) n’est pas une norme sur M, (C) ‘

a) Soit X e M, ;(C). Alors xT eM, (C) et par produit matriciel, xxT e M, (C)

De plus, pour 1<, j <n, il vient (XXT) = X;X; donc (XXT) =Xl-2

irj L,i

b) Soit A Sp(4) tel que p(4) = |4|. Alors ,AX#0,AX=AX . Soitun tel X. Alors AXX" = Axx7

Onone o[-l v e e o <t

De plus, comme x =0, Jie[l,n],X; =0 etdonc ()O(T)

Onadonc |2| < |4 et|p(4) < |4

Soient Az(ai’j)eMn (C),Bz(b,-’j)eMn (C). Soient i, j  [[1,n]. Alors

Z ,k|2|bk,|<||A||||B|| Donc on a bien [v4,8 < M, (C).[ 4B | <[ 4[] 3]

=Xl~2 #0 donc ||XXT||¢0.

ii

AB‘

Za y

n
D iy s

k=1

>

Donc ‘(AB ‘
Jj=1

Z“ iDr,j

1<i<

, donc ||AB|| = max[

n
D ai iy

k=1

n
Orz

J=1

o 172 0 - 0

1/2 . : .
Onaici S=| 0 1/2 1/2 0 |, doncavec ||S||—1m<liX[Z|Si,j|J=1
: 1/2 =
0 -0 1/2 0
Or avcce 2b), on sait que p(4) < |4 =1.

Donc si 2 est valeur propre complexe de s, alors |1|<1. En outre, S e, (R) donc par theoréme

spectral, toutes ses valeurs propres sont réelles donc‘ﬁ eR et30e[0,7],4=cosd |

sin (06, ) +sin (26 )

On caleule SX, :% s1n(t9k)+:sm(30k)

sin((n—1)6; ) +sin((n+1)6; )

.a+b
Or pour a,b € R, sin(a)+sin(b) = Im[el 2 (2 cos(%))} = ZCOS(%J sin(a—;rbj .
sin (6 )
in(2
Done $X; = cos (6 ) sm(: o) =cos(0; ) Xy » donc|SXk = cos (6 )Xk‘
sin (n6; )

Or pour k e[[1,n], X; #0. On en déduit que les (cos(@k ))1<k<n sont des valeurs propres de § .

Elles sont distinctes car cosest injective sur [0,7].

Commeilyena netque Se M, (C), ce sont les seules. Donc [Sp(S) ={COS(5’k),k EHLH]]}
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Exercice 51 (Oral IMT 23, Orane,4) : Par I’absurde, on considére 4 € GL, (R) telle que 4+ A Vest de rang 1.

1) Montrer qu’il existe un vecteur propre de A? , et que —1 est valeur propre de A%,
2) Déterminer les valeurs propres complexes de 4
3) Conclure.

1) Comme A+ A" estde rang 1, elle n’est pas inversible et il existe X =0, (A + A_I)X =0.

Alors A(A+A71)X:O,donc AX=-X.

‘Donc il existe un vecteur propre de A%, et —1 est valeur propre de 42 |
2) Onsait que A est trigonalisable sur C, donc il existe P e GL, ((C) et a,b,c e Ctels que

2
A=P|® | Alors #2=p|@ CETD|po
0 b 0

bZ
Donc Sp(AZ) :{az,bz} . Comme -1 est valeur propre de 4>, ona a* =—lou b* =—1 et i ou —iest

valeur propre de A . Mais si i est valeur propre de 4, son conjugué 1’est aussi donc finalement
|Sp(4) = {a,b} = {-i.i} |

3) Le calcul précédent, avec a+b=i—i=0, montre que 4> =—TI,. Donc A(A + Ail) =0 et comme A4

est inversible, 4+A47' =0, ce qui est absurde puisqu’on suppose rg(A + A_l) =1.

Donc i 4 € GLy (R), rg(4+47) 1

Exercice 52 (Oral Mines 23, Lou Anne,4) : soit n>2et ¢ € C.Onpose P, =1+ X +..+ X".

. . . * & . .
1) Onsuppose npair. Montrer que si « est racine de P, , alors pour tout ke N, a? est aussi racine de

ce méme polynome.
2) Qu’en est-il pour zimpair ?

1) Cherchons les racines de P, .« est racine de P, si et seulementsi 1+a +...+a" =0. Comme

n+l

. . l-«a C . N
n+120,0ona a#1 et a #lestracine de P, si et seulement =0. Ceci équivaut a o™ =1,
-a

donc ‘les racines de P, sont les racines (n+1)—¢émes de 1, sauf 1 |

. 2i
L’ensemble R des racines de P, est R = {exp(itj,p € [[l,n]]} .
n+

Ainsi, si  est racine de P, , alors il existe p € ﬂl,n]] tel que a = exp(iqr] .
n+

k+l1 .
. k 2 \n+l .
Sion prend k e N ,a’ = exp{—lp”]. On constate alors que (a2 ) =1, donc il suffit de
prouver que a? #1 pour déduire que a? cR.
k+1 . k+1 .
K 2 2
Or o? =l< exp = _Pr :1®ﬂ50[27r].
n+1 n+l
k+1 k+1
.o S 2
Donc si @® =1, alors il existe qe N , b7 _ 27q (on a forcément g € N car I; >0).0na
n+

alors 2% p=q(n+1). Si on décompose ¢ en produit de facteurs premiers, il vient ¢ =2"'r , avec r

2k—m

impair. Si m < k , alors p=r(n+1), ou r(n+1)est impair puisque 7 est pair.
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2)

Exercice 53 (Oral Mines 23, Maxime,4) : soit M € M ;(C). On s’intéresse a la série entiére Z”M "

1))

2)

3)

1))

2)

3)

C’est absurde car 287 p est pair. Donc m > ket p=25"r(n+1)=n+1.

k k
C’est absurde car p |I1,n]]. Donc jon n’a pas a® =1 et a? estaussi racine de B,

2p+1
Si nest impair, on note n=2p+1. Alors P, (—1) = Z (—l)k =0 donc (1) estracine de B, .
k=0

Pourtant, (—1)2 =1 ne ’est pas. |Le résultat n’est plus vrai si n est impairi.

n
z .

Montrer que le rayon de convergence ne dépend pas de la norme choisie.

1 -1 0
Déterminer ce rayonpour M ={1 -1 0 |.
1 -1 o

La précédente matrice est-elle semblable a sa transposée ?

En dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.
Dés lors, si N et N'sontdeux normes quelconques sur M, ((C) ,on sait qu’il existe une constante C > 0

telle que VA e M ,(C), N(A)<CN'(4).
Donc pour ne N, 0< N(M")<CN'(M") . Dés lors, soit » > 0.
Si (N'(M")r") L est bornée, alors c’est aussi le cas de (N(M")r") . Comme N et N'sont

ne

quelconques, on a aussi I’autre implication (si (N wm" )r”) L ost bornée, (N (M™")r" ) . aussi).

R[ZN(M")Z"] = sup({r eR_,(N(M™)r") est bomée}) = sup({r eR_,(N'(M")r") est bomée})

Donc R[Z N(M")z”] = R[ZN'(M”)Z" j

ILe rayon de convergence ne dépend pas de la norme choisie]

0 0 0
Oncalcule M2=|0 0 0 |, puis M 3= aM? (on peut aussi calculer y,, et avec Cayley-Hamilton
a -a o
retrouver ce résultat). Donc par récurrence, Vn > 2,M" =" >M? . Puis "M" = |0{|"72 "Mz" )
- . . . .
Or Z |a|" 2 converge si et seulement si |az| <1, c’est-a-dire |z| <— (si a#0).
n>2 |0!|
Donc R:ﬁsi a#0et R=+wosi a=0|
a
1 -1 0
On considére f canoniquement associée a M =|1 -1 0|. On cherche s’il existe une base
1 -1 o
I 1 1 fwy=u-v
C =(u,v,w)de C’telle que M .(f)=M" =| -1 -1 —1|.Onveutdonc { f(v)=u-v
0 0 ¢« fwy=u—-v+aw
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On traite d’abord le cas o = 0. On doit avoir f(u—-v)=0, = f(u—w), donc u—v,u—weker(f).

1 -1 0 1)(0 X
Or M=|1 -1 0] donc rg(M)=1=rg(f) et ker(f)=Vec||1],|]0]||=4]x|,x,z€C
1 -1 0 0)\1 z

1
De plus, on doit avoir u—v e Im(f)=Vect||1||c Ker(f).
1

1 1 0
Onprend u—v=|1|etu=|0|.Onabien f(u)=u—v.Onaalors v=|-1|et f(v)=u-v.
1 0 -1

0
Onprend w=|—1|. Alors f(w)=u—v.Onpose C =(u,v,w).Si B estlabase canonique de C’, alors
0
0

1 0
My(C)=0 -1 —1|et det(M,(C))#0 donc C estune base de C*,avec M (f)=M",donc M et
0 -1 0

M7" sont semblables.

On traite le cas o # 0. On doit avoir f(u—-v)=0,,donc u—veker(f).

1 -1 0 1
Or M=1 -1 0 |doncrg(M)=2=rg(f) et ker(f)=Vec|| 1
1 -1 o 0
(0
De plus, on doit avoir u—v e Im(f)=Vect||1|,| 0 ||, avec ker(f) < Im(f)
1)1
1 1 0
Onprend u—v=|1|etu=| 0 |.Onabien f(u)=u—v.Onaalors v= -1 |et f(v)=u—v.
0 -1/ -1/«

1 a
Onveut f(w)=u—v+aw, c’est-a-dire (f—a]d)(w) =u—v=|1|.0Onnote w=|b|.
0 c

1
a=——
(l-a)a-b=1 ‘f -1/«
Onveut sa—(1+a)b=1<<b=—— .Onprend w=| -1/ | etonabien f(w)=u—-v+aw
a
a-b=0 a=b 1
1 0 -l
On pose C = (u,v,w). Si B est la base canonique de C*, alors M,(C)=| 0 -1 —1/ajet

-l/a -l/a 1
det(M ,(C))=—1=0 donc C estune basede C*,avec M (f)=M",donc M et M" sont semblables.

|F inalement, dans tous les cas, M et M sont bien semblables|.
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Exercice 54 (Oral Centrale 1 23, Emma,3) :
Soitg € L(R[X]) telle que p (1) =let VP e R[X],(@(P))' = o(P").

1) Pour ne N, montrer (p(X"):X” +R, ,avec deg(R,)<n.

2) Endéduire que R, [X ] est stable par ¢ . A quelles conditions la restriction de pa R, [X ] est-elle

diagonalisable ?
3) Montrer que ¢ est un isomorphisme de R[X ] . Quel est son spectre ?

1) On procede par récurrence sur n € N et on prouve H(n) : « il existe un polynome R, tel que
deg(R,)<n et (/)(X"):X” +R, ».
e H(0)estvraieavec Ry =0.

e Soit neN tel que H(n) est vraie. Alors ((/)(X”+l))' =(n+1)pX")=(n+1)X" +R,

n—1 n-1
. S a
Sionnote R, = Z aka , il existe une constante «a telle que ¢(X"+1) =xmy Z k—lekH +a.
+
k=0 k=0

n n
On pose alors R, = za—ka+l+a:Z%;le+a et on a bien deg(Rn+1)<n+1.
o k+1 ok

Donc H(n+1)est vraie.

n n
2) Soit P=)" 4y X* e R, [X]. Alors par linéarité, p(P) = > ak(p(Xk ) eR,[X].
k=0 k=0
Donc R, [X] est stable par ¢ .

On écrit la matrice de la restriction ¢, de @ a R, [X] dans la base canonique B,de R,[X] :

1

0 . ™ . , . . .
M, (gon) = N . Elle ne posséde qu’une seule valeur propre, donc est diagonalisable si et

0 0 1

seulement si elle semblable a 7 ,,, donc égalea /., .

n+l?

Donc [la restriction ¢, de pa R, [X] est diagonalisable si et seulement si ¢, = ldp [X]

3) On prouve d’abord que ¢ est injective. Soit P € ker(¢) . Alors si on prend n > deg(P), PeR, [X] s
donc ¢(P) =9, (P) =0.Mais M, ((on ) est inversible, donc ¢, est bijectiveet P=0.

Donc ‘ker(go) = {0} et g est injective‘.

On prouve ensuite que ¢ est surjective. Soit O € R[X]. Alors si on prend n > deg(Q), Qe R, [X].
Comme g, est bijective, il existe un polynéme Pe R, [X] tel que p(P)=g¢,(P)=0.

Q posséde un antécédent par ¢,

donc ¢ est surjective|

Ainsi, ¢ est linéaire et bijective, donc |ga est un isomorphisme de R[.X ]|

De plus, ona ¢(1)=1, donc 1€ Sp(¢p).
Réciproquement, si A € Sp((o) ,onprend Pe ]R[X] \ {0} tel que p(P)=AP.
Alors si on prend n > deg(P), PeR, [X] ,donc A e Sp((oﬂ) .

Oravec M, (9,), Sp(MB ((0”)) ={1},donc 2 =1 et|Sp(p) = {1}
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Séance 10 : Lundi 10 Juin (analyse)

—t

Exercice 55 (Oral IMT 23, Emma,2) : pour t € R, onnote f(¢)= Z Ze

1)
2)
3)
4)

1)

2)

3)

4)

n=1 N +l
Déterminer le domaine de définition D de f
Montrer que f est continue sur D .
Déterminer la limite de f en +oo.
f est-elle dérivable sur D ?
~t —t ~t
. e e e
Soit t € R. Alors on note U, (¢) = .U, ~ , et est de signe fixe, avec Z
n 2 2 n 2 2
n-+t n—+wo p n n21 n’

converge. Donc ZUn (t) converge et

n=0
On utilise le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions.
e Chaque U, estcontinue sur R.

e On considére deux réels a,b tels que a <b.Alorspour ne N et ¢ e [a,b], |Un (t)| < 6—2.
n

e,

Donc 0 < ||U || et par majoration, ZU converge normalement donc uniformément

nxl1

w,[a,b]
sur [a,b]

Donc | £ est continue sur tout segment de R et f est continue sur R|.

—t
- 0
n-+t° t—>+o

On utilise le théoréme de la double limite. U, (¢) =

De plus, pour neN' et teR,, [U, (1) <—-, donc 0<|U, || < Lz et par majoration, » U,

nx1

converge normalement donc uniformément sur R, .

+ 00

Donc | /(1) = Z - >0=0

nln +[ t—)+oo —1

Onposepour teD :g(t)=f (t)e = Z R On montre que g est dérivable sur D et par produit,
n=1 0"+t

comme f(¢t)=¢' g(¢), f sera dérivable sur D =R

Onnote ¥, (¢) = >
n-+t

e Chaque fonction ¥, est C'sur R (pour n>1).

. an converge simplement sur R (car V,(f) ~ —)
n—+0 n
e PourneN,V, '(t)= 2 5 - On considére deux réels a,b tels que a <b. Alors pour n & N’
(n2 +1 )
2 b 2 b
et tefa,b], 0|V, (1) < M, donc 0< |7, < M. Donc ) V," converge
n n nzl

normalement donc uniformément sur [a,b]

Ainsi, |f est de classe C' sur tout segment de R, donc dérivable sur D =R |
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Exercice 56 (Oral IMT 23, Paul C,3) :

Soit (U,,) une suite définie par Uy e R, et VhneN,U, .1 =./2+U,
1) Nature de la suite (U,,) ?
2) Nature de la série de terme général 2-U,, ?

1) On considére la fonction définie par f(x) =+2+ x . Elle est strictement croissante sur R, et f(2)=2.

On trace f et la droite d’équation y = x.

%0 os 10 15 20 25 30 35 40

On étudie pour x € R, le signe de g(x) = f(x)—x (on le voit bien sur le dessin).

P e L o SO C) (G

N24x+x  A2+x+x
Donc pour x>2, f(x)—x<0 etpour x<2, f(x)—x2>0.Deplus,si xeR,, f(x)=x<>x=2.
On distingue deux cas :
e SiU, 22, alors comme f estcroissante, U, :f(UO) > f(2) =2 et par récurrence, Vne N,

U,22.Donc f(U,)-U, <0 et (U,)est décroissante, minorée par 2, donc elle converge vers
a>2.Comme f estcontinue en a, on doitavoir f(a)=a,donc a=2.

e Si0<U,<2,alors 0<U, = f(U,)< f(2) =2et par récurrence, Vne N, 0<U, <2. Donc
fWU,)-U, 20 et (U,)est croissante, majorée par 2, donc elle converge vers a € [0,2] . Comme
f est continue en a, on doit avoir f(a)=a,donc a=2.

Finalement, dans tous les cas, |U, — 2

n—r+0

2) O V,=2-U,.Alors V,,; =2-U, 1 =2-,2+U, ——4 (2 ”)—— 4
n pose . Alors .
! ! i e " 2+\/2+Un 2+\/2+U,,

Donc |Vn+1| S%|Vn| et par récurrence, VneN,OS|Vn|SLn|VO|.
2

1 . . .
Or Z—n converge, donc par critére de majoration, z V, estabsolument convergente.
2

Donc 2(2 -U,) converge|

Exercice 57 (oral CCINP 23, Emma,4) : Soit n>2,avec n€ N.On pose f,(x)=

n

+x
1) Déterminer le domaine de définition de f, .
2) Etudier ses variations et ses limites aux bornes.
3) Est-ce que la suite de fonctions ( £, ) converge simplement sur R\{-1} ?
+o0
4) Déterminer le domaine de définition D de S = z f» - Etudier la convergence normale de z fnpsur D.
n=2 n>2

5) Etudier la continuité de S sur D .
6) Etudier les limites de Sen leten +oo
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1) Si nestpair, D, = R‘. Si nest impair, on résout 1+x" =0 < x=—1.

Donc fsi nest impair, Dy =R\ {—1}

2) On distingue deux cas :

e Si nestpair| f, estpaire et strictement décroissante sur R, , avec f,(x) — 0
X—>+00

Elle est donc strictement croissante sur R_, avec f,(x) — 0
X—>—00
_nxn—l
e Sinestimpair,ona Dy =R\{~1}.Pour xeR\{-1}, f,'(x) = —,
n

avec n—1pair.
(1+x )

Donc‘ f est décroissante sur | —co,—1[ etsur |-1,+o0 [‘

Deplus, f,(x) = 0, f,(x) —» 0, f,(x) > —oet f,(x) > +o
X—>—00 X—>+0 x—>-1 x—>—1"

3) Onfixe x e R\{-1} On distingue plusieurs cas :

. 1 1
e Six=I, X)=— —> —
In() 2 n—+w0 2
e Si |x|<1,fn(x)= - 1
1+ x" n—>+o0
o Silx>1, |fn(x)|=;,avec ‘l+x" > (x"|-[1], donc |l+x” — +owet f,(x) > 0
|l+xn| n—>+00 n—> +00
x> 1si |x|<1
Donc|( f;,) converge simplement sur R \{-1} vers la fonction f:q 1+>1/2
x> 0si[x|>1

4) On étudie d’abord la convergence simple de Z I

n>2
e Si |x| <1, (fn (x))n22 ne tend pas vers 0, donc 2 Jfn(x) diverge.
n=2
1 1) 1Y 1Y
e Six|>1,|f,(x)|=—— ~ |—| .Or —] est positive (de signe fixe), et (—J
G ) ol Zl

converge, donc Z Jfn(x) converge absolument, donc converge.
n>2

Done|D =] -o0,~1[U] 1+

De plus, | £, ||oo,]1,+oo[ = % ( f,, est décroissante et positive sur |1,+o0[ ).

Donc Z /f,, ne converge pas normalement sur |1,+oo[ , donc pas non plus sur D |
n>2

5) On utilise le théoréme de continuité¢ de la somme des séries de fonctions.
e Chaque f; estcontinue sur |—oo,—1[ et sur |1,+ oo

e Onprend 1<a<b etonseplace sur [a,b]. Alors OS"fn"w[ab] _ 1 —<—.
e l+a a

—_

Donc 2 f,, converge normalement sur tout segment [a,b] < ] 1,+0o[ .
n>2
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Donc S est continue sur tout segment de ] 1,+oo[ , donc sur ] 1,+oo[

1 1

1+ ]!

On prend a < —1eton se place sur [—oo,a[. 0<|f,[, oo =

Donc 2 fn converge normalement sur tout segment ] —0,a [ (e ] - oo,—l[ .
n>2

Donc S est continue sur ] —oo,—l[

Finalement, | S est continue sur D = | —o0,—1[ U] l,+oo[‘

6) On étudie d’abord la limite en + oo avec le théoréme de la double limite.
1

e fu=—7F > 0
1+ x" x>+
1 1 .
o 0<| Al [ = <—,donc ) f, converge normalement, donc uniformément sur
L2ty on T on et
[2, + oo[ .
Donc|S(x) — 0
X—>+00

400
En outre, si on pose S(x)= Z fn(x),alors pour 4>0,onconsidére N> A+2.
n=2

N N N
Alors S(x)= " f(x).0r > f,(x) > D 1=(N-1) donc avec la définition de limite, il existe
n=2 n=2 R

a>0, Vxe|ll+a],S(x)>N-2>4.

Toujours avec la définition de limite, [ S(x) — +o0

x—>l"
. . . . Tsin((2n+1)t)
Exercice 58 (Oral Mines 23, Mailys,5) : Convergence et calcul de Z(—l) I, ,avec I, = J.—zdt
1+cos” ¢t
0

Tsin((2n+1)t * N
On sait que /, :j((—z))dt. On fixe N € N eton étudie Sy = Z(—l)klk .
o l+cos™¢ k=0

z N
1l vient Sy = j;[ > (~1)¥ sin((2k +l)t)jdt .

2
o l+cos” 1\ k=0

N N N
On caleule pour 7 €[0,7] : > (~1)* sin((2k +1)r) = lm[eit > (-F e2ikt] = lm[eit > (e J
k=0

k=0 k=0

N . (1 20t \N+1 it )
Pour tiz, ell Z (_2211)/{ :elt 1 ( e 2) - e (1+(_1)Nel(2N+2)l).
2 =0 1+e°" e’t(Zcost)
~(=D"sin((2N +2))

N
D —DFsin((2k+1)t) = .
onc kZ:;‘)( )" sin(( )) > o7

La valeur ¢ = % pose probléme.

T 2 1 /2 _: 2 1
En posant u = 7 —¢, on remarque que I Mdt = J. Mdu

22 1+cos’ ¢ 0 1+cos® u
/2 - /2 N _: /2
2n+1)t -1 2N +2)t 2N +2)t
Done 1, =2 | an))dt etSy =2 | 1 . CDVsin(@N+20)) sm((—z))a’t.
o l+cos“t o l+cost 2cost p cost(l+cos” 1)
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La fonction sous I’intégrale est prolongeable par continuité en 7 /2 donc cette intégrable impropre est

convergente et on a bien 1’égalité.

On pose alors u
/2 /2

Donc §,, = J- sin((2N +2)u)

sinu
0

w X \
= ——¢pour se ramener & un problémeen 0: Sy =

du— [ sin((2N+2)u)

/2 .
2N +2
sin((2N +2)u) "

o sinu(l+ sin’ u)

(1+sin” u)

On utilise le lemme de Riemann-Lebesgue qui se prouve a 1’aide d’une intégration parties (vu en TD) :

b
Si gest C'sur [a,b], alors [g(t)sin((2N +2)t)dt

- 0.
p N>+
2 sinu
Donc ici I sin((2N + 2)u) 3 du — 0
0 (I+sin“u) N+
Alors ”f sin ((2{\/ +2)u) e ”I” sin ((2.N +1)u) e ”f sin((2N + 2)@ —sin((2N + 1) "
0 sinu 0 smu 0 smu

Pour ¢,d € R, sin(c)—sin(d) = Im(e’ — ') = Im[ei(ﬁd)/z(Zisin(c

/2

Donc I
0

pour le lemme de Riemann-Lesbesgue.

sinu

sin (2N +2)u)—sin (2N +1)u) p
u

D . (c j S( j
2
/[ cos((2N+3/2)u)

u
0 COSE N>+

/2
2N +1
Sionnote Ky = I Mdu , alors
sinu
0
72 sin((2N +3)u) —sin (2N +1)u) /2 z
Kyg—Ky = I - du:2j cos((2N +2)u)du=0,donc Ky =Ky ="—.
0 sinu o 2

V4
— —.Donc
N —+o0

Donc Sy = Ky+o(l)
N>+

+o0
> (=1)"I, convergeet » (-1)"1, :%
n=0

+ o0
. 1- 1) _
Exercice 59 (oral Centrale 1 2023, Ali,4) : on considére f(x) = I C—(Z)S()e Xt
0 t

1) Montrer que f estcontinue sur R, et de classe C?sur Ri .

" sing
2) Montrer I’existence et calculer / = I —dt

0 t

. 1- 1 _

1) Soit g(x,?) :%()e ¥ pour xeR, et t>0.

On utilise le théoréme de continuité des intégrales a parametres :

e Pourtout teR’

+

e PourxeR,,reR], |g(x1)|<

. .
@ est continue sur R, .

£20(t) — 0 donc @(t)
t—+

t—>+00

x > g(x,t) estcontinue sur R .

1- ccz)s ®) —o(t)

1 .
o| —= |, donc ¢ est intégrable en +o .
t3/2
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2)

2
1- t 1 . .
En outre, &() =¢(t) ~ —— et t > — estintégrable en 0 donc ¢ aussi.
2 102 £2 2

Donc ¢ est intégrable sur R’ .

Donc | f est définie et continue sur R, ‘

On utilise le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres :
e Pourtout x,t R, x> g(x,t) est C* sur R, .

e Pour xe Ri ,teR, t+> g(x,¢) estintégrable sur R avec ce qui précéde (car ¢ I’est).
I-cos(?) —
1=005(0) ix

De plus, a—g(x,t) =
ox t

0, . . .
et t—> a—g(x,t) est continue sur R, , intégrale en +oo (car
x

a—g(x,t) = o0 1 )eten O (car E}—g(x,t) ~ L) donc est intégrable.
ox t—>to0 \ f2 ox t—02

e Enoutre,si 0<a<b et xe[a,b] ,alors = |(1 —cos (t))e_”‘ <2e7 = (1)

2
P8 (x,1)
ox

Ou hest intégrable sur R’ .

+ 00

Donc | f est de classe C? sur tout segment de Ri donc sur Ri . De plus, f"(x)= j (l—cos (t))e_txdt
0

On fait une intégration par parties : on pose a'(t) =sin(¢), a(t) =1—cos(t), b(t) = ! et b'(t)= —iz .
t t

a(t)b(t)t—>y Oet a(t)b(t);(é donc a(t)b(t)t—zO .

+0o0
. . . 1- t .
Donc par intégration par parties, / a méme nature que f(0) = j C;;S()dt qui converge avec 1).
t
0
Donc |7 existe et 7 = f(0) |
+00 1 +o©
Enoutre,si xe R, , /"(x) = J- (1-cos(t))e™*dt =——Re J- gy |
0 X 0
+ 00 1 ‘oo
Or I et("fx)dt:——.[e’(’;x)] , avec |e’(i_x) =™ 5 0.
xX—1 0 t—>+0
0
T 1 xX+i 1 X
Donc I 09 gp = — =t f"x)y=—- 5| donc il existe une constante C telle que
0 X—1 x“+1 X x“+1

2
VxeRj,f’(x):ln(x)—lhl(x2+l)+C=lln ; +C.
2 x“+1

TO (1—cos(1))
t

0

En outre, f'(x)=— e"*dt — 0 par théoréme de convergence dominée (en effet, on

t

e”"| qui est bien intégrable sur R’ avec 1))

prend x e[1,+oo[ et il vient I(I_C?S ®) e’

Donc C=0
On veut une primitive de x > In(x) —%ln (x2 + 1) :

X

I[ln(r)—%ln(l+t2)]dt = {t(ln(z)—%ln(l+t2)ﬂx —I[l—%}h = gm[lfxz J—Arctan(x)
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2
Donc il existe C,D e R,VxeR’, f(x)= gln( al 3 J—Arctan(x)+D
1+x
. X x? X 1 1
De méme, par convergence dominée, f(x) — 0,et =In =—=In|1+—| ~ ——,donc
X—>+00 2 1+ x2 x2 X+ 2X

2

al :xln(x)—xln(l+x2) S0et fx) > Z.
1+ 2 x>0 x—>02

D= % . Enfin, f est continue en 0 et iln{

Donc 1=f(0)=%

Exercice 60 (oral X, Mines 23, Liam, 4) : soit f de R dans R, dérivable. On suppose
VxelR, f2(x)+(+ f'(x)* <1.

1)
2)

1))

2)

Montrer que f est décroissante.
Montrer que f est la fonction nulle.

On a nécessairement pour x € R : (1+ f'(x))* <ldonc —1<1+ f'(x)<let f'(x) <0.Donc:

‘ fest décroissante‘

On suppose par I’absurde que f n’est pas la fonction nulle. Soit alors a € R, f(a) #0.
On suppose ici_ f(a) <0. On a alors, comme [ est décroissante, Vx> a, f(x)< f(a) <0, donc on

déduit Vx>a, f*(x)> f*(a) . Soit alors x>a.

Il vient (1+ f'(x))* <1- f*(x)<1- f*(a) ,donc 1— f*(a)=0et f'(x)<M =.1-f(a)-1.
Comme f(a)<0,onadeplus M <0.

Soit alors x > a . On applique le théoréme des accroissements finisa f* sur [ a,x ] ( f estbien continue
sur [a,x] et dérivable sur ]a,x[). Soit ¢ e]a,x[,f(x) = f(a)+ f'(c)(x—a).

On adonc f(x)< f(a)+M (x—a), donc par encadrement, Xlir}lwf(x) =—m®

C’est absurde car f2(x)+(1+/"(x))?<1 entraine que f est bornée.
Il reste a traiter le cas f(a)>0. On procéde de méme: pour x<a, f(x)> f(a)>0, donc

Vx<a,f*(x)> f*(a).On obtient donc pour x<a f(x)> f(a)+M (x—a) (car x—a<0):
Donc par encadrement, lim f(x)=+o0, ce qui reste absurde car f est bornée.

| f est donc bien la fonction nulle‘

Séance 11 : Mardi 11 Juin (algébre)

Exercice 61 (oral CCINP 23, Paul,3) :

1))
2)

1)

Résoudre dans C I’équation 4 =256
Soit P=X*+aX> + PLX+16,avec o, €C. Trouver o, f tels que P admette une racine triple.

=256 0 2t = 4% T o Tk €[0,3],2 =42 =22 (140)iF .

Done [§ = {272 (1+1),242 (i-1), - 22 (1+1),242 (1-1)|
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2)

) ) ) ~|P(a)=P'(a)=P"(a)=0
P admet une racine triple notée a si et seulement si 3
PD(a)=0

On caleule P'=4X> +3aX? +j et P"=12X? +6aX =6X (2X +a)

On procede par analyse et synthése et on suppose que a est racine triple de P .
Alors P"(a)=0 donc a=0 ou a= —% .

Or P(a)#0donconn’apas a=0.
1

a 1 3.3 3 3 1 3
Donc a=—— et 0=P(a)=——a” +—a  +f=—a’ +f.Donc f=——a’.
T (@=—qasyash=ya+h F=
4 4 4
Puis 0=P(a)=2— -2+ % 116 et a* = 256.
16 8 8

Done & € {22 (1+1), 232 (i -1), 22 (1+), 242 (1-1)}..
Réciproquement (synthése), on suppose o € {2\/5(1+i),2ﬁ(l’—l),—2\/§(l+i),2\/§(l —i)} .

1 . 1
Alors on pose ﬂ=—2a3. On sait que a*=-256. Alors P=X*+aX3 +—Za3X+16.

On pose a = —% . On calcule et on trouve P(a)=P'(a)=P"(a)=0.

De plus, P (a)=24a+6a =—6a #0.Donc a est racine triple de P

a e {242 (1+i),242(i-1),- V2 (1+4),22 (1-i)|
P admet une racine triple si et seulement si 1

3
=—a
P==

Exercice 62 (oral CCINP 23, Paul C,4) : Soit £ 1’ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R.

Soit W 1’ensemble des fonctions w telles que w(t) =at+b,avec a et b des réels quelconques.

Soit G I’ensemble des fonctions g C? telles que g(0)=g()=0cet g'(0)=g'MDH)=0

1
Soit H={g",ge G} On considere sur E le produit scalaire donné par <f,g> = _[f(t)g(t) dt .
0

1))
2)
3)

4)

5)

Justifier que W est un sous-espace vectoriel de E de dimension 2.

Soit g € G. Montrer que g"e wt.

a) Enadmettant que £ =W @ H , établir que W ten.

b) Déterminer entiérement W L

X
Soit f e E.Soient a,beR et he H,telsque f(x)=ax+b+h(x)et F:xl—)Jf(u)du.Justiﬁer que
0

1
%+ b=[f()dt
a et b sont solutions du systéme : 0
b

1

a

—+—=|F(t)dt
e !} ®)

Conclure.
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1)

2)

3)

4)

5)

On considére u:t—~>1 et vit—t.Alors W= Vect(u,v) et | W est un sous-espace vectoriel de E | De

plus,si ¢,feR et au+pfv=0,alorspour t=0,il vient « =0, puis pour t =1, f#=0.Donc (u,v)
est libre et est une base de W . Donc dim(W) =2

Soit g € G. Soit w e W telle que pour tout ¢ € [0,1] , w(t)=at+b ,avec a et b des réels quelconques.
1
On calcule (w,g")= I(at +b)g"(t)dt . On intégre deux fois par parties.

0
1

(w,g">:(a+bg'(l)—bg'(O))—jag'(z)dt:o avec g(0)=g(1)=0 et g'(0)=g'1)=0.

0

Donc|g"e wt

a) On admet E=W @ H . Soit ueWJ‘.Onpeutécrire u=w+h,avec weWet heH .
On veut prouver que w=0. On calcule <w, w)z(w,u)—(w,h).

Or he H ,donc avec2), he W* . Donc <w,w>=0 et w=0,.

Donc u=he H etonabien.
b) Au2),onaprouvé Hc W L et on vient de montrer W * = H . Donc

X
Soit f e E.Soient a,beR et he H,telsque f(x)=ax+b+h(x)et F:xl—)J.f(u)du.
0
Alors avec 2), on sait que s € W*, donc <h,u> = <h,v> =0.
1 1
j(a:+b)dt=jf(t)dz
0 0
1

1 1

On obtient donc . Or en intégrant par parties, Itf Odt=F()— IF (¢)dt, donc

[(at+b)edr = [of (t)ar 0 0
0 0
a L a 1
5+b:J'f(t)dt:F(l) 5+b:jf(t)dt
0 . et on déduit bien (I
ﬁ+2=3+b—jF(z)dt 3+2=IF(t)dt
3.2 2 0 6 2 o

L’objectif est ici de montrer que E =W @ H . La question 4) est une analyse : si f € £, on suppose

que ’on peut écrire f =w+h,avec weW et he H.Onaainsi w(t) =at+b,avec a,beR.

1 1 1
%+szf(t)dt a=6[jf(t)dz—sz(t)dt]
Alors ? , donc 01 01 (*) et on a unicité si existence de w et
b
%+E:jF(t)dt b=-2[ f(@)dt+6[ F(t)di
0 0 0
de h=f-w.

Réciproquement (synthése), on suppose que a,b sont donnés par (*) et on consideére w(t) = at + b pour

teRet h=f—-w.Onabien we W .1l faut montrer que he H .
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1
% +b=[f@ar
Comme a,b sont donnés par (*), il vient (: .
a4, b = _[F(t) dt
6 2 0
On sait que / est continue sur [0,1]. On pose pour x €[0,1]: g(x) = I(J.h(t)dt]du . Alors par
o\o
théoréme fondamental, il vient g'(x) = Ih(t)dt et g"=h.Montronsque geG.Ona g'(0)=0et
0
1 1 a
g'(D)=|h(t)dt = f(t)dt—(—wtbj =0.
Jrod=] s0a(5

1/ u 1 2
Onaaussi g(0)=0 et g(l):j(jh(z)dtJdu :j[F(u)—a”?—bu]du =0,donc geGet h=g"cH .
0\ 0 0

On a montré que erE,EI!(w,h)eWxH,f:w+h.|0nabien E:W@BH|

4o 41 ot dp
. Ap-1 4o = dp-2
Exercice 63 (Oral IMT 23, Paul C,4) : soit 4=| o . |eM,(C)
a, a, - a,

Soit @ un complexe tel que @" =1. Soit P=ag+a; X +..+a, (X" et 2eC. Soit U =

1)

2)

1)

wnfl

Montrer que U est un vecteur propre de A associé a une valeur propre 4 que I’on explicitera en
fonction de P .

A quelle condition lim AV existe-t-elle ?
N—+o0

ap +a1a)+...+an,1 a)n71

agw+a 0 +..+a, | "

On calcule AU = =P(o)U .

n—1 2n—2

apgw +ala)n+...+an,1a)

Donc U est un vecteur propre de A associé¢ a la valeur propre P(a)) ‘
1

2ir P
Onpose w=e " etpour pe[[0,n-1]:U, =

P

Comme (a)” )n =1 (ce sont les racine n-émes de I'unité), on sait avec 1) que AU, = P(a)p)Up .

De plus, on note B la base canonique de C" et C =(U,,...,U,_,).
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11 1 1
1 o & "
1
Alors My (C)=P =V, (x,....x,) =| : : : : . On reconnait la transposée
1
1 o' D o (w"*l )"71

de la matrice de Vandermonde, et comme les racines n-émes de 1’unité sont toutes distinctes, elle est
inversible. Donc C est une base de C" et si a est canoniquement associée a A , alors

PA) 0 (0)
M (a)=D= 0 Fo) ) est diagonale.

(0) P(o"™")
Par changement de base, il vient alors 4 = PDP ™' puis, par récurrence, pour NeN", 4¥ =PD" P et
DY =pP'4"P.

L’application M +— PM P~ est linéaire en dimension finie, donc continue. Dés lors, si (D")

converge, alors (4") converge aussi, et de méme, si (4") converge, alors (D) aussi.
b & bl b

()" 0 (0)
op = 0 P .
(0) P(a)nfl)N

Dés lors, [(4") converge si et seulement si Vp € |[O,n —l]],(|P(a)p )| <louP(w”)= 1)

(en effet, si pour g€ C, |g|>1, alors |g"

— +0oo donc (q”) diverge. En outre, si |g|=1 et g #1

n+l

- qg=#1).

n—+o

g=¢",0<0<2rx,alors (q") diverge aussi car 9

n

11
Exercice 64 (Oral Mines 23, Ali,3) : Déterminer les solutions dans M, (C) de I’équation 4" = (0 1] pour

n>1.

On procéde par analyse et synthése : on suppose que A convient

o) r=[! e tAaCM(C)
n pose [ = ctonnote A=
P 0 1 b od)?

n . . a a+c a+b c+d a c¢
Comme A" =T , ondoitavoir AT =TA . Donc = ,donc b=0,a=d et A= .
b b+d b d+b 0 a

0 1 0 1
Donc A=al, +c[0 OJ .On pose K = [0 OJ .Alors K% = (0). Comme al, et K commutent, il vient :

. n 1 a” na"ilc n 1 1 a" =1 . .
A" =a" I, +na""cK = .Or 4" =T = donc etil existe k €[0,n—1] tel que
0 a” 01 na"le=1

2ikm a
a = exp " =y, . Deplus, nc=a etc:;.
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Dk Dk
O — | oo ~ Op — Dy
Donc 4= n |.Réciproquement, soit 4 = n |=A=0, I, +—K.
n
0 Wy 0 Wy

11
Alors avec les calculs précédents, on a bien 4" =T = { j .

Exercice 65 (Oral Mines 23, Mathilde,4) : Soit 4 € M, (R). Résoudre I’équation X + xT =1r(X)4
d’inconnue X e M, (R).
On pourra distinguer les cas Tr(4) =2 et Tr(A4) =2

On procede par analyse et synthese : on suppose que X € M, (R) est solutionde X + X7 =T r(xX)4 (E).
Onaalors Tr(X)+ Tr(XT) =Tr(X)Tr(A), donc 2Tr(X) = Tr(A)Tr(X).
On distingue deux cas :
o SiTr(4)#2,alors Tr(X)=0,donc X+ X' =0 et X e4,(R).
Réciproquement, si X € 4, (R), les coefficients diagonaux sont nuls et on a bien X + xT = Tr(X)A.
Donc §i Tr(4) #2, S = 4, (R))|
e Si Tr(4)=2,onutilise que S, (R)® 4, (R)=M, (R) etonécrit X =U+V ,avec U €S, (R) et
Ved, (R) . L’équation (E) s’écrit alors U +U =Tr(U)A (car Tr(X)=Tr({U)+0).
_Ir@)

Donc U AetdaeRU=a4

- Si A¢S,(R),onanécessairement o =0 (sinon 4= lU €S,(R)),donc U=0et X € 4,(R).
a

Réciproquement, si X € 4, (R), on a bien X+xT =Tr(X)A.
Doncsi A ¢S, (R) et Tr(4) =2, alors S = 4, (R)|

- SideS,(R),onaobtenu X =aAd+V ,avec a€R.
Etudions réciproquement si ces matrices conviennent : on a alors 77(X) = aTr(4A)+Tr(V) =2a .
Donc X+ X7 =2a4= Tr(X)A . Donc X est bien solution de (E) .

Donc|si 4 € S, (R) et Tr(4)=2,alors S={ad+V,a R,V € 4,(R)} =Vect(4)® 4, (R)

Exercice 66 (Oral Centrale 18, Mines 23, Paul B et Yanis,4) : soit £ un espace vectoriel de dimension N . Soit

N .
HZL?J Soit u € L(E) tel que rg(u)> N —n et w=0.

1) Que peut-on dire de rg(uz) ? Montrer que N =3n.

Ol’l 1}’[ On
2) Montrerque A=|0, 0, I, | estlamatricede udans une certaine base.
O}’l On 0}’!

1) On sait que u> =0, donc que Im(u”) < ker(u) et par théoréme du rang, dim (ker(u)) < n puisque

rg(u) > N—n.Donc

. oo Im(u) > E
De plus, on écrit le théoréme du rang pour f:

x> u(x)
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Ona Im(f)={u(y),y € Im(u)} = Im(u?) et ker(f) = Imu Nkeru . Donc en appliquant le théoréme du
ranga f : rg(u) = dim(Imu Nkeru)+rg(u’).

Donc dim(Imu nkeru) = —rg(u’)+rg(u)> N —2n.

De plus, Imu Nkeru < ker(u) donc dim (Imu Nkeru)<n.

On en déduit que n> N —2n,donc N <3n.

Mais par ailleurs, n = {%J < % ,donc N >3n . Ainsi, on a bien .

2) Oncherche une base B =(e,,...,€,,€,,,5..,€,,,€y,,15---,€3,) de E dans laquelle la matrice de u est
0, 1, 0,
A=]0, 0, I,|.Onveutainsipour ke[Ln] : e,, =u(e) ete,,. , =u’(e,)=ule,,)-
0, 0, O

n

. . 2
On doit donc avoir e,, ,,,...,e,, € Im(u”)

n n

Des inégalités précédentes, on déduit que dim(Imu Nkeru)=—rg(u’)+rg(u) > N —2n =n, et par
ailleurs Imu Nkeru c ker(u) donc dim (Imu Nkeru)<n .
Donc dim (Imu nkeru)=n, et rg(u®) = —dim(Imu Nkeru)+rg(u) =—n+rg(u) > —n+2n=n

Comme on a prouvé rg(u’)<n au début, on conclut et

rg(u) = dim(Imu Nkeru) +rg(u’) =2n

On prend une base (e,,,,,....e;,) de Im(z*) et on prend e,....e, € E tels que pour k € [[l,n]] :
e,,.. =u’(e,).Onposeaussie,,, =u(e).

On prouve que B = (u’(e,),....u° (e, ),u(e,),....u(e,),e,,...,e,) est une base de E .

Tout d’abord, elle contient N = 3n vecteurs donc il suffit de prouver qu’elle est libre.
On considere ay,..., 0, Bys-s B s A15ees Ay telS que

o’ (@) + ...+ au*(e,) + fule)) +...+ B ule, )+ Ayey +...+ Ae, =0g .

On applique u? (avec u’ =0): /11u2(e1)+...+ﬁ.,,u2(en)=0E.

Or (e, snes,) = (u’(e),....u" (e,)) est libre, donc 4 =...= 4, =0

Puis gy =..=4,=0et oy =...=, =0

Donc ‘B =(u’(e),...u’(e,),u(e),....u(e,),e,....e,) est une base de E telle que Mp(u)= A‘

Séance 12 : Jeudi 13 Juin (divers)

-5 3
Exercice 67 (oral CCINP 23, Orane,3) : soit 4 :{ 6 2] .

1) Trouver D diagonale et P inversible telles que 4=PD p!
2) Trouver Be M, (R) telle que B =4.

X+5 3
-6 X+2

Donc Sp(A4) = {—8,1} . Comme A posséde deux valeurs propres et que 4 M, (R) , Aest

diagonalisable, M, | (R)=ker(4—1,)@ker(4+81,) et dim(ker(4—1,))=dim(ker(4+81,))=1 (la

multiplicité de chaque racine vaut 1)

1) On cherche a diagonaliser 4 . On calcule y, = =X247X-8= (X-I)(X+8).
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-6 3

1
De plus, 4-1, :[ 6 3} et U :(zj est une base de ker(4—1,) .

33 1
A+81, :{6 6j et V:[ J est une base de ker(4+81,).

Alors comme M, | (R)=ker(4—1,)®ker(4+81,), C=(U,V)est une base de M, ;(R)= R?, et si

B est la base canonique de R? | il vient par formule de changement de base pour 1I’endomorphisme

I 0 I 1
canoniquement associ¢ a 4 :|A4= ppp! ,avec D= [O 8] et P= [2 J

L0, 3 1oy -1 -1 .
2) On pose BzPO P | Alors B =P0 5 P =PDP " =4.Donc B convient.

11 10
On obtient P~ = L =lP, donc B=Lp P
32 -1) 3 370 2

-1 1
On obtient | B :( 5 OJ qui vérifie bien B =4

Exercice 68 (Oral IMT 23, Jérémy,2) : Etudier la convergence uniforme sur R, de Is suite de fonctions définie
e (x3 + x) n

par f,(x)=

l+nx

Il vientpour x=0: £,(0)=0 — 0= f(0).
e”‘(x3+x)n
I+nx

Si la suite de fonctions (f,) convergeait uniformément sur R, , sa limite serait nécessairement f (puisque la

Pour x>0, f, (x)= —>e”‘(x2+1)=f(x)

convergence simple entraine la convergence uniforme). Comme chaque fonction f, est continue, f le serait

>

aussi. Or f n’est pas continue en 0, donc |(. f,) ne converge pas uniformément sur R,

. . 2 1 cos(x)
Exercice 69 (Oral CCINP 23, Ethan) : sous réserve de convergence, on note f(x) = —I - dy
7y Jl—y

o1
1) Soit ¢ e[0,1[. Calculer | —=dy
[0.1] =

2)
a) Montrer que f(0)existe et donner sa valeur.
b) Montrer que f est définie et continue sur R.
3)

/2

a) Montrer que Vx e R, f(x)= 2 _[ cos(xsin(z)) dt
7[ 0

b) Montrer que fest C *sur R.
4) Montrer que Vx e R,x f"(x)+ f'(x)+x f(x)=0.
5) Montrer Vx e R, f(x) = i(;})ﬁ
= 2 (kY
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1))

2)

3)

4)

& 1 .
Soit ¢ < [0.1] . Alors || —dy = Arcsin )|
0 1=y

. N . , 2p 1
a) On revient & la définition d’intégrale généralisée : en cas d’existence, f(0)= —I - dy .
7o l1-y

! dy = Arcsin(¢) —>§,

2 .
1— &>l

o
=
9
Q
c
=
™
m
—
(=]
—

5 s

O ey 0

<

Donc f(0) existe et| £(0) =

ENES)

T
2

b) On applique le théoréme de continuité des intégrales a parametres : pour x e R et y [0,1[, on

cos(xy) )

pose g(x,y) =
g(x,») ﬁ

Alors pour tout y € [0,1], x> g(x,y) est continue sur R.
1
NI y2

j 1
———dy est convergente).
0 \[1—y2

Donc ‘ [ est définie et continue sur R‘

Pour xe R, 0<|g(x,y)|= = h(y),ou h estpositive et intégrable sur [0,1] avec 2a) (

a) Soit x e R . On effectue un changement de variable et on pose y =sin(¢) . Alors dy = cos(¢)dt

z/2 .
Il vient f(x)= 2 J Mcostdt (les deux intégrales ont méme nature, donc comme la

Ty |COSI|
w2

premiére converge, 1’autre aussi). Donc on a bien |Vx e R, f(x) =— j cos(xsin(?))dt
T 0

V4
b) Pour xeRet € [0,5} , on pose a). On applique le théoréme de dérivation des intégrales a
parameétres.

e pourtout £ €| 0,— |, x> u(x,t) est C? sur R. De plus, Z—u(x,z) = —sin(¢)sin(xsin(z)) et
X

% (x,¢) = —sin’ (¢) cos(xsin(?)).

e Pourtout €| 0,— |, pourtout xe R, |u(x,0)| <1, <let <1,0U ¢ > 1est

ou o2
5()(70 ax_l:(x’t)

. z
intégrable sur [0,3} .

/2 /2

etsi xeR ,f'(x):——j sin(7)sin(xsin(¢)) dr et f"(x):—g j sin’(¢) cos(xsin(?)) dt
a 0 a 0

Soit x € R . On calcule

xf"x)+ () +x f(x)= %[xﬂj. (1 —sin? (t))cos(x sin(¢)) dt — ”'[ sin(?) sin(x sin(¢)) dtj

0 0
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Donc x f"(x)+ f'(x)+x f(x) = E[T( xcos’(¢) cos(x sin(¢)) — sin(¢) sin(x sin(t)))dtj
T

0

On conelut|x 1 '(x) + /(x) + x £ (x) = —[cos(r)sin(xsin() ]} > = 0
T

. . 2 /2 2 /2 4o (_1)” xZn Sinzn(t)
5) Soit x e R.Onsaitque f(x)== | cos(xsin(t))dt == - -
que f(x) =7 [ eos(usinyde =7 [ 3 =0
1\ 20 T 2n 2n
On pose U ([):M. Si Z‘E[O,—}, <X donc U SL et 3y, converge
’ (2n)! 2 n)! oemt =

T . T . "
normalement sur [0,5} . Comme de plus chaque U, est continue sur [0,3} , on peut échanger série

et intégrale : f(x)= Z(_l)" el ”J/'Z si(n;")('t)
n=0 0 n):

Donc f est développable en série entiére sur Ret f(x)= Zanx" ,avec a, = f(0)=1.

n=0

De plus, festsolutionde (E):xy"+y'+xy=0.

+00 +00
or ¥ (0= ax"'=>a,x"
n=0

n=1

f'x)= inanx” Z(n+l)an+1x et xf"(x)= Zn(n Da,x" i(n-i—l)nan”x"

n=1

+0
Donc @, + Z((n +1’a,, + aH)xn =0 et par unicité du développement en série entiére,

n=1

=0
{VneN ,(n+1’a, +a, =0
. D1y S )
donc VneN,a,,  =0cetsineN, a), =———=(-1) —F———
4n 4n"4(n-1)
P . a ( l)n aO
ar récurrence, d,, = (— - .
’ 4" (n1y’

( 1)k 2k

On obtient bien |Vx € R, £(x) = Z T )

Exercice 70 (Oral Mines 22,23, Samuel, 4) Soit 1 € C"
1) Montrer qu’il n’existe aucune variable aléatoire discréte X a valeurs complexes telle que X et
X + A aient la méme loi.
2) On suppose P(X =0)<1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur A pour qu’il

existe une variable aléatoire discréte X a valeurs complexes telle que X et 1.X aient la méme loi.

1) On suppose par ’absurde qu’il existe une variable aléatoire discréte X a valeurs complexes telle que
X et X+ aient la méme loi. Soit xeX(Q). On suppose queP(X =x)=c>0. Alors

PX=x-A)=P(X+A=x)=c puisque X + 1~ X .

De méme, P(X = x—21)=c etparrécurrence, pour ke N, P(X =x—kAd)=c.

Donc P[U (X= x—kl)j =Y P(X =x—kA) car la réunion est disjointe puisque A& C".
k=0 n=0

+00

Donc P(U(X = x—kxl)] = ic =+00>1
n=0

k=0

et ¢’est absurde. Donc Vx e X (Q),P(X =x)=0.
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2)

Mais X (Q) est fini ou dénombrable car X est une variable aléatoire discréte.

Donc X(Q) = U {x} et P(X e X(Q)) = Z P(X =x)=0 et 1=0, ce qui est absurde.

xeX(Q) xeX(Q)

|D0nc il n’existe aucune variable aléatoire discréte X telle que X ~ X +/1| .

On procéde par analyse et synthése. On suppose qu’il existe une variable aléatoire discréte X a valeurs
complexes telle que X et A.X aient la méme loi.

On n’a pas Vxe X (Q)\{0},P(X =x)=0 (sinon 1-A=P(X e X(Q)\{0})= >  P(X=x)=0).

reX(Q)\[0}

On considere donc x € X (©)\{0} tel que P(X =x)=c>0. Alors P(X = %) = P(AX =x) =c, puis par

récurrence, Vn e N, P(X = %) =c
Si par ’absurde les /I—xn étaient tous distincts, alors on aurait P(U ( X = %D =Y c=40>1.
k=0 =0
Donc il existe n,q € N, avec n > g tels que % = % . Alorscomme x =0, A7 = 1", puis A" =1, donc
A est une racine de I'unité (Ip e N, A7 =1).
Réciproquement, on suppose que A est une racine de I’unité (Ip e N, A7 =1).

On pose alorsn:min{ peN, A7 :1} et on prend une variable X qui suit une loi uniforme sur
{/Vf ,keﬂO,n—l]]} (les éléments de cet ensemble sont tous distincts, car si on avait A* =1’ pour

k,le [[O,n —l]] et k </, alors on aurait A'* =1, avec 1</—k <n, ce qui est exclu).

On a alors VkeIIO,n—l]],P(X:ﬁ,"):l.
n

Donc Vk e[[0,n—1],P(AX =A")=P(X =2"") = 1 (avec A" = %). Donc AX ~ X
n

Donc |il existe X telle que X et A.X aient la méme loi si et seulement si Ip e N*, 17 =1

Exercice 71 (Oral Mines 23, Chloé,4) : Soit K =R ou C. On considére E , sous-espace vectoriel de M, (K)
tel que toutes les matrices de E sont diagonalisables.

1))
2)
3)

1)

2)

Montrer que dim(£) < M

On suppose K =R . Quelle est la valeur maximale possible pour dim(E) ?

On suppose K =C et n=2. Quelle est la valeur maximale possible pour dim(E) ?

On consideére 1’espace vectoriel 7' des matrices triangulaires supérieures avec des termes diagonaux nuls.
Si M e T N E,alors 0 est sa seule valeur propre et comme elle est diagonalisable, elle est semblable a la
matrice nulle, donc M =0.

Des lors, avec la formule de Grassmann, il vient dim(7 + E) = dim(7") + dim(E) .

n(n—1)
2

Or dim(7) = (une base est (El-,,) ).

1<i <j<n

— . 1
Deplus, T+E < M, (R), donc dim(T + E) <n® et dim(E) < n’ _n(nTl) et |dim(E) S@

On choisit £ = S, (R). Alors par théoréme spectral, toutes les matrices de £ sont diagonalisables sur R .
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De plus, une base de S, (R)est C= (E,.,j +Ej,.) . On peut en effet montrer qu’elle est libre et

1 1<i <j<n

" M. .
génératrice de S, (R)(si M €S, (R),M = z M, (Eu. +EN)+Z?(E”. +E,-,,~))-
I<i<j<n i=
On compte le nombre d’éléments de la base : pour j=1,ilyenal (i=1) ;pour j=2,ilyenadeux (
i €{1,2}), et ainsi de suite : pour j=n,ilyena n.
n(n+1)

On en déduit que dim (S, (R))=1+2+..4n= 5

(

Donc avec 1), la valeur maximale possible de dim(E) est nnT+1) lorsque K =R

3) Onsuppose K =C et n=2.Onsaitquesi E estun sous-espace vectoriel de M, (C) tel que toutes les

22+1)
— -

matrices de E sont diagonalisables, alors avec 1), dim(E) < 3.

a c
Si A= (b d] € M, (C), son polyndme caractéristique est y, = X* —Tr(4)X +det(4).

Donc y,=X’—(a+d)X +ad —bc . Soit A= (a+d)* —4(ad —bc) = (a—d)* +4bc
Si A#0, A posséde deux valeurs propres complexes distinctes et est diagonalisable.
Si A=0, A4 posseéde une valeur propre et diagonalisable si et seulement si elle est diagonale.

Donc| A4 = [Z ;] eM, ((C) est diagonalisable si et seulementsi b=c =0 ou (a—d)’ +4bc #0|

On suppose par I’absurde que toutes les matrices de E sont diagonalisables et que dim(E)=3.

On note D = Vect(EM ,E“) I’espace vectoriel des matrices diagonales. On a dim(£) > dim(D) donc il

a c
existe une matrice N = [b d] € E qui ne vérifie pas b =c =0 . Soit « tel que a® = —4bc

- 0
Si par ’absurde on avait D c £, alors N _{a 0 “ d] = [‘Z gj € E, donc elle serait diagonalisable.

Or o’ +4bc =0, donc c’est absurde et on n’a pas D — E , donc dim(DNE)<1
De plus, si 7T7est I’espace vectoriel des matrices triangulaires supérieures de M, (C), alors
dim(7* A E)=dim(T")+dim(E)—dim(7" N E)>3+3-4=2.

u w

On n’a donc pas T* "E c DN E, donc il existe une matrice Kz[ jeT*mE, avec w#0.

v

Comme K est diagonalisable, on a de plus u #v.

1

De méme, il existe Lz[ JGE telle que w'#0en raisonnant sur les matrices triangulaires

w' v

e Pu+u'  pw a c
inférieures). Alors pour feC, L+ fK = = ek.
w' pv+v! b d
Or (a—d)* +4bc = (ﬂ’(u —-Vv)+u ’—v’)2 +4pww'=Q0(p)
Q est un polynome du seconde degré caru # v . Il posséde donc au moins une racine complexe notée 3 .

Dans ce cas, (a—d)* +4bc =0 etcomme w'#0, L+ BK n’est pas diagonalisable.

C’est absurde, donc |on ne peut pas avoir dim(E) =3 ‘

Orsionprend E =D, dim(E) =2 et toutes les matrices de E sont diagonalisables car diagonales.

‘La valeur maximale possible pour dim(E) est donc égale a 2‘.

Exercice 72 (Oral Centrale 1 23, Mathilde,5) : soit R” muni du produit scalaire euclidien.
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Soient B={xeR" x| <1} et 5 ={x<R" |x]|=1]

n A2
. . . 0
Soit f:R" - R, de classe C?. On définit le Laplacien par Af'(x) = z—j; .
i=1 0%
1) Montrer que f admet un minimum m et un maximum M sur B .
Montrer que f admet un minimum m'et un maximum M 'sur S .

2) Onsuppose Vx e B,Af (x)>0.Montrerque M =M

1) Dans un espace vectoriel de dimension finie, les spheres et les boules fermées sont des fermés. Donc B
et S sont des fermés. De plus, si x € B, alors ||x|| <1, donc B est bornée, et de méme, S est bornée.

Comme f est continue sur R" , on peut utiliser le théoréme des bornes atteintes.

‘ f admet un minimum m et un maximum M sur B et un minimum m'et un maximum M 'sur § ‘

2) On suppose par 1’absurde que M est atteint en un point a € U = {x eR” ||lx] < 1} .
f admet donc un maximum local atteint en a (il est méme global sur B ). Comme U est ouvert (c’est
une boule ouverte), et que f de classe C 2 donc C', aestun point critique et on sait que la matrice
Hessienne H ,(a) vérifie Sp(H/. (a)) cR_.
Or Tr(H/.(a)) = Zn: 826 (@) = Af(a) >0, donc c’est absurde.
0

i=1 i

Donc M est atteint en x,, eS:{xeR","xH:l} .Onaalors M = f(x,)<M".

Mais par ailleurs, on a clairement M '< M (si on prend x;, € Stel que f(x;,)=M ", alors xy; € B,
donc M'= f(x3;) <M ), donc finalement |[M = M

Séance 13 : Vendredi 14 Juin (divers)

Exercice 73 (Oral CCINP 23, Ethan,1) :
1) Soit M e M, (C).Soit pe N tel que M” =0. Montrer que si M est diagonalisable, alors M =0 .

L7
2ix
2) Soit j=e 3 et M=| j 51 |. M estelle diagonalisable ?
2 .
Jr

1) Soit peN"tel que M” =0. Alors X” est un polyndme annulateur de M donc les valeurs propres de

M sont parmi les racines de X” et Sp(M ) < {0}.

Dé¢s lors, si M est diagonalisable, alors elle est semblable a la matrice nulle, donc
- .
2) On remarque que ;° =1, donc que j* = j.De plus, 1+ j+;° = 1 ]. =0 (c’est aussi la somme des

racines troisiemes de 1).
Loy g
Donconcaleule M>=| j j* 1 || j j° 1 [=(0) etavec p=2,par contraposée de la question
.2

VA U I R A

M n’est pas diagonalisable].

1), on conclut que comme M n’est pas nulle,
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[-1L1]xR

Exercice 74 (oral CCINP 23, Liam) : soit f': .
(x,y)—>x —J1-x* cosy

On admettra que £ est continue et qu’elle est C> sur ]-L1[xR.

1)
2)

3)
4)

5)

1)

2)

3)

Déterminer g—f et 2L sur |-L1[xR.
X oy

a) Trouver les points critiques sur |-1,1[x[0,7].
b) Montrer que V(x,y) € [—l,l]xR,f(x,y)—f[g,ﬂj <x? 41-x? —% .

¢) Montrer que f admet un maximum global en [%,7[} On pourra poser u =v1— X2

Déterminer la matrice Hessienne en (0,7) . f admet-elle un maximum local en (0,7) ?

f admet-elle un minimum global en (0,0) ?

Soit y, €[0,7] \{%} £(1, ) est-il un extremum local ?

%(x,y) :\ll—x2 sin y

—

1
On calcule pour (x,y)e]-L1[xR : %(x,y):x[%r—zcosy] e
1—x

a) On cherche les (x, y) € | -1,1[ x[0, 7] tels que %(x,y) = %(x,y) =0.

1
x| 2+ cos =0
Ceci s’écrit [ N (y)] . On résout 2 —
ye{0,7}

! =O©\/l—x2=l<:>(l—x2):l(en
NI 2 4
- .. . 1 3
effet, ces deux quantités sont positives). Puis (1 —x ) = 7 S X = 7

V3 \3

Donc [les points critiques sont les 4(0,0), B(0,7), C(T,ﬁ) et D(—T,ﬁ)

b) Soit (x,y)e]-L1[xR . Alors f(x,y)—f(g,ﬂ]:f—\/l—xz cosy—%—%gx2+\/1—x2 —%

On a donc bien f(x,y)—f(%,ﬂ] <x?+1-x° —%

2
¢) Si on pose uzx/l—x2 , il vient X2 +V1-x2 —3:1—u2+u—§:—[u2—u+%j:—(u—lj <0.

Donc | f(x, ) —f[%,ﬂ] <0 et f admet un maximum global en [g,ﬂj

of _ af _y O _ >f _ __
E(x,y)—){2+ cosyj,donc Fpe 0,7r)=2, Bxay(O,ﬂ)—O et A (0,y)=cosm=-1.

1—-x

OJ et Sp(H,(0.7))zR,, Sp(H,(0.7))zR_

2
Donc H, (O,ﬂ) = (0
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‘f ne posseéde pas d’extremum local en (0,7) |

4)  f(0,0)=-1.Pour (x,y)e[-LI]xR, Fx,y)=x> —1-x% cos y >(—cos y) 1-x2.
(—cosy)\ll—x2 <1,donc f(x,y)=(—cosy)Vl- 2>
‘f posséde un minimum global en (0, 0)‘

5) Soit y, e[O,ﬂ]\{%}. f(1,y9)=1.On calcule f(x,y)—1=—1-x (\/1—x2 +cos y)

Si y, E}O,g[,alors pour ye}O,g[, fx,y)-f(Lyy)<0

Or

Donc si y, € }O,%[ , f(1,»9) est un maximum local.

Siy, € } %,7{ , alors cos yy <0 et pour xassez proche de let y assez proche de y,,ona

cosyS%cosyOet V1-x? S—%cosyo, donc f(x,y)—l:—\/l—x2 (\jl—xz +cosyj20

Donc si y, € }%,7{ , f({,yp)est un minimum local

Exercice 75 (Oral IMT 23, Orane,2) : pour n € N, on considére f, : x> arctan(ef"x ) .

+00
En cas de convergence, on pose f(x)= Z Jn(x)
n=0
1) Déterminer le domaine de définition D de f .

2) Montrer que f est continue et monotone sur D .

1) On procéde par disjonction de cas.

o Six=0, fn(O)=% et 3 £,(0) diverge.

e Six<O0, fn(x):arctan(e_”x) > Zet D L)

n—+o0 2

nx

n
e Six>0,¢™ — 0,donc arctan(efm‘) ~ ™. 0r0<e*<1,donc Z(e_") converge et

n—»+oo n—+o0

comme e ™ est de signe fixe, an (x) converge aussi.

Donc [le domaine de définition de f est D = ]R*+

2) On utilise le théoréme de dérivation des séries de fonctions.
e Chaque f, est C'sur D.

e Y f, converge simplement sur D avec 1).
n>0
—Nnx

e Pour neN,et xeD,(fn)'(x):—ne—z.Soit a>0.
l+e ™
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—na
ne

Alorssi x>a, |(fn )'(x)| < . Comme |(f,)" ||x’[a’m[ est le plus petit des majorants de ( f;,)'

3
n

sur [a,+o [, on peut écrire que 0 < ||(f”)'||om[a’+w[ < e% ,donc 0<n*||(f,)" ||ac,[a,+oo[ < -

Donc par encadrement, [|(f,)'[. fosea] = 0(%) , donc comme iz est de signe fixe, Z(fn )'
L4 n—>+o0 n n

converge normalement donc uniformément sur [a,+|.

Donc f est de classe C'sur tout intervalle [a,+oo[ (avec a >0), donc f estdeclasse C' sur D et

+o0 —nx

ne . L

pour xeD, f'(x)= —Z — - ¢t / est continue et décroissante sur D = Ri .
n=0 1+e

Exercice 76 (Oral Centrale 1 23, Bastien N,5) : soit 4€ M, (C).On suppose lim 7r(4")=0. Montrer que

n—+o

le module des valeurs propres de A est strictement inférieur a 1.

On sait que A4 est trigonalisable que C et qu’il existe une matrice 7€ M, ((C) triangulaire supérieure et une
matrice PeGL, ((C) telles que 4= PT P™". Alors par récurrence, pour ne N, 4" = PT" P

Onnote A4,,...,4, les valeurs propres complexes distinctes de 4, et ,...,a, € N leurs multiplicités respectives.
4 v
. ! ) SN . .
Si T= 0 ,alors T" = 0 , donc deux matrices semblables ayant méme
A A"

trace, on obtient tr(A" ) = tr(T” ) = ia‘ﬂi” .Alors pour 0< j<k-1, tr(A"” ) = ia‘,/li”/li’ .
i=1

i=1

1 A 112 31/‘—1

LA 4 A A" tr(4")
Done sionnote ¥ =¥, (A 1) =| D I P

1 - . ak.ﬂk” tr(A;”H)

1 A4 1%2 ,1:—1

alors on a directement V'’ X , =Y .Mais A,,...,4, sont distinctes, donc la matrice de Vandermonde V" est
. . . . . -1 r r
inversible et V" aussi. Ainsi, X, = (VT) Y .Or Y, — 0(coordonnée par coordonnée).

n—+w

-1
Donc comme Y > (V ) Y est continue (car linéaire en dimension finie), avec la caractérisation séquentielle, on

peut affirmer que X, — 0. Avec la convergence coordonnée par coordonnée, puisque «,,...,c, € N, on

n—>+m

conclut que Vie [[l,k]], A" — 0,donc |1e module des valeurs propres de A est strictement inférieur a l|.
n—»+w

Exercice 77 (oral Centrale 12023, Paul,4) : soit ne N et S, I’ensemble des permutations de [1.n].

Soit o une permutation de [1,n]. On définit P, € S, par Vi, j e[Ln],(P, )l, = o (i) -

1) Montrer que si o,s €S, alors PP, =P,

% oo - Montrer que P est orthogonale.

2) Montrer que 3/ N*,PUI =1,.
3) P, est-elle diagonalisable sur C ? Sur R ?
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n
1) Soient o,s €S, . Soient i, j €[l,n]. ( => (P, z o (i).kOs(k),j = Osoa(k),) -
k=1

On a donc bien

Onadonc B,P - =1,.0r Vi,jeﬂl,n]],(Pg ) =0, S =0j 5(j) car O'_l(j)=i<30'(i) =j

Donc Vi,jeﬂl,n]],(Pdfu )i,j :(Po')j,i et P :(PU) ,donc P, (P, )T =]

n-

Donc ‘PU est 0rth0g0nale|.

2) Avec 1), on sait que (PCr )2 =P donc si on note ¥ I’application o composée k fois, alors pour

oo0
keN, (P,) =P,..

Or {o-k ke N} c S, est un ensemble fini et donc il existe p,k € Ntelsque p <k et o = ot

Alors 7 =¥ PoP et comme o” est bijective, oX P = Id [La]

Onpose /=k—peN", donc|3 eN, P =1,

1-1 ik
3) x-1= H (X —e " ) estun polynome annulateur de P_, scindé a racines simples.
k=0

Donc ‘Pa est diagonalisable sur C ‘

De plus, si P, est diagonalisable sur R, alors ses valeurs propres sont parmi les racines réelles de

X' -1, donc Sp(P,)<{-11}.Dés lors, P, est semblable a D diagonale dont tous les coefficients

sont dans {~1,1} . Il existe Q inversible telle que P, =0DQ et (P )2 —oD*07'=1,,donc
Py.o =1, et Vie[l,n],(P, =1=4,

oo0 ooo(i),i

dochze[[l n]] coo(i)=i et coo = Id[[ln]]

oo )i

ooo =1,.

Réciproquement, si oo = Id[[l n]> alors (PCr )2 =P

Donc comme P, est orthogonale., il vient P = (PG )T ,donc P €S, (R) et P, est diagonalisable.

Donc | P, est diagonalisable sur R si et seulement si oo = Id [1.A]

Deux exercices trés astucieux pour finir :

Exercice 78 (Oral Mines 23, Chloé,5): soient deux réelsa,btels que a<b.Soient deux fonctions
f.g:[a.b] >R,

1) Montrer que ! admet un minimum m et un maximum M sur [a,b] .

2) Montrer que ﬁ fz][lj) ] (M+m) [ff J

a a

1) i est continue sur le segment [a,b] , donc par théoréme des bornes atteintes, elle posséde un minimum
g

m et un maximum M sur [a,b].
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S ()
g(x)
en développant : (M +m )g(x)f(x) > () +Mmg®(x).

2) On a donc pour tout x € [a,b] 0<m<=——=<M . Donc (M g(x)— f(x))(j(x) mg(x)) >0. Donc

Donc en intégrant : (M +m )Ig(x)f(x)dx > Ifz(x)dx +Mmj 27 (x)dx>0.

b b 2
Donc en mettant aucarre M+m Ufg] [sz +Mm.[g2J .

Orsi u,veR,(u+v)’ >4uv (car (u—v)>20).

R - b (b (M +m)> (" ’
Donc (M+m)2Ufg] 24MmJ.fZIg2.Onabien [J.f2][jg2}§—4mM [J.fg]

Exercice 79 (Oral Mines 23, Ali,5) : Soit E = {f e C'([0.1],R), £(0) = f(1) = 1} . Déterminer

inf {I(f(t) +1'07)d ]

0

1
Montrer tout d’abord /(f) = J.( foO+f '(t))2 dt , puis minorer /(f’) en utilisant la dérivée de la fonction
0

t f(t)e et I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Prouver qu’il existe une fonction de E qui vérifie le cas d’égalité

10 N —
08
06

dans Cauchy-Schwarz.

Onnote /= inf {j( FO?+ 1) )d ]

On peut noter que E ne contient pas la fonction nulle, donc n’est pas un sous-espace vectoriel de C' ([0,1],]R) .

Des lors, il ne s’agit pas d’un probléme de distance a un sous-espace vectoriel.

Pour f € E,onnote I(f)= j(f(t))z dt Jrj(f'(z))2 dr.

On remarque que 2J'f(t)f ()dt = f2(1)= £(0)=0. Donc en fait, I(f)= j (SO +f @) d.

On pose alors g(1) = f(t)e' . Alors g'(t) = (f (1) + f (1)) e’

0

11 vient d’aprés Cauchy-Schwarz : Ug'(t)dt] = (J.(f(t)+ f'(t) e dt] < U f(@ +f'(t) Jj.ez’dt .

Donc (e—1)> < I( f)[ezz_lJ Done | 2= < ()

e+1

2e—1)

e+

On cherche a montrer que est le minimum de 7(f’), donc qu’on peut avoir égalité.
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On a égalité dans Cauchy-Schwarz lorsque Ja € R,V e [O,l],f(t) +1'®)=ae" .
On résout ’équation. Onnote (E,):y'+y=ae' et (H):y'+y=0.
S, = {t = Ade’, e R} . On cherche une solution particuliere 4 de (E) vérifiant V¢ €[0,1],4(t) = A()e™, avec

A dérivable variation de la constante). Il suffit d’avoir pour tout ¢ e [0,1] A'(t)e” =ae', soit A(t) = %ez’ , et

h(t) = %e’ . Donc les solutions de (E,) sontles f:¢+> le” +%e’

Il reste a vérifier qu’une de ces fonctions est bien élément de E .
a

Lo1-2 214
Onrésout donc f(0)= f()=1e1 2 =12 .
et +(1-2)e =1 |[1=-2
e+1
IRE i
On trouve f:t+> e +Le' :ﬁ ¢ te [t 2] :&ch(t—l)
e+1 e+1 e+1 e+1 2
Pour cette fonction f', onabien f € E et le cas d’égalité dans Cauchy-Schwarz.
2(e—-1
Donc |/ = Q
e+l

Séance 14 : Lundi 17 Juin (corrections suivant la demande)

Oraux ENS-X-ESPCI :

Exercice 80 (Oral ENS 23, Eloi,5) : Soit N e N".
1) Soit 4 un sous-ensemble de III,N ]] de cardinal 7n. Soit o une permutation de |]:1,N ]] On note o; le i-

éme ¢lément de la permutation o . Déterminer la probabilité que les o7,...,0, forment 4 .
2) Soit F un ensemble de sous-ensembles de [[I,N ]] telle que si 4 et B sont des éléments distincts de F,

N
ona Ag Bet B A.Montrer que le nombre d’éléments de F' est majoré par [LN/ZJ]

1) Onnote Sy I’ensemble des permutations de [1, N] (ce sont les bijections de [1,N] dans [1,N]). Soit

o une permutation de [1, N]. Comme o est une bijection de [I,N] dans [I,N], {o,...0,} est un

ensemble a n éléments dans un ensemble & N ¢éléments. Il y a au total [ } ensembles a n éléments dans

n

. . 1 - 1
[[1,N ]] . La probabilité d’obtenir A est donc —~ . [La probabilité que les o7,...,0, forment 4 est —
N N

2) Si A4 un sous-ensemble de [IL,N], on note E, :{o-eSN,{al,..,ocard(A)} :A}. Alors on étudie

P(UEAJ. Si A,BeF, avec card(A)<card(B), alors si oceE, ,NEp, on sait que
AeF

{crl,..,acard(A)} =Ac {crl,..,crca,d(A),..,O'wrd(B)} =B, cequiestexclu.Onadonc £, NEp=J.0n

a le méme résultat si card(A) > card(B) , donc U E 4 estune réunion disjointe.
AeF
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AeF AeF AeF
card(A)

Donc P[ U EAJ: 2 P(Eq)= Zﬁ

On note k = card(A4) €[0,N].On pose p = L%J etonprend k< p.

[NJZN(N—I)....(N—kH) H —l+1) [Nj:ﬁ(N—Hl):H(N—i“)ﬁ(N—”l).

k k(k—1)....1 p) o

N N) 2 N
Orpouriﬁp,onaiﬁﬁ donc N—i+12ﬁ2id0nc( jz[ jHlZ[ j
2 2 p k i=k+1 k

De plus, si k>p:L§J,alors kZ[%JHZ%—lH,donc N—kS% etcomme N-keN, N-k<p.

Dés lors, {Zj:(}vj\_’k}s(g et ainsi | Vk [0, N], { ] [LN]\/fzjj

1 1
Donc 1> P E |2 ——2card(F)*——.
(ALEJF AJ A%*" N “ N
|N/2]

|N/2]

On a donc bien |card (F) < (

LN]\/Izjj

/n
n
Exercice 81 (Oral ENS 23, Ali,5) : soit U, = (HkkJ .

1) Déterminer un développement asymptotique a deux termes de In(U,, ).

2) Déterminer un équivalent de U, lorsque » tend vers I’infini.

n n
1) Oncalcule pour neN" : In(U,) = l(Zkln(k)J. On pose S, = Z kn(k) etpour t>1 :
M\ k=1 k=1
f(@)=tln().
On effectue une comparaison somme-intégrale. f est croissante sur [1 +00 [ .

k+1

Pour k=1, f(k)< j f(@)dt , donc S, f(n)+2 F(k)<nln(n)+ j f(o)dt .

De plus, S, Z k)= Z j F(0ydt > j F(o)dt .

On a donc j f@)dt < S, < nln(n)+ j f(o)dt .

n 2 2
On calcule avec une intégration par parties : J. f(t)dt = —n ?In(n) - %I dt =— n 2 In(n) —% + 7
t
1 1
1 1 n 1 1
Donc ks <SS, —En In(n) + b < nln(n) +Z donc par encadrement, —| S, ——n 1n(n)+ — 1> 0

2 n—>+w

n

1, n’ 2 _ 1
Donc S, n;wzn ln(n)—T+o(n ) et|ln(U,) = Enln(n)——+o(n

n—+xo
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2) Pour pouvoir ensuite prendre I’exponentielle et aboutir a un équivalent de U, on a besoin d’un

développement asymptotique du In (U ,, ) a I’ordre o(1), donc d’un développement de S, a I’ordre o(n)

2

1 n
Onpose W, =S, ——n’In(n)+—.
p " =T (n) p
On cherche un équivalent de W, —W, , = nln(n) —%nz In(n) +%(n ~1)’In(n-1) +%(n2 ~(n-1)
On caleule (n—1)* In(n—1) = (n’ —2n+ 1)[ln(n) + ln(l —lﬂ .
n
Done (n-1)*In(n—1) = (n’-2n+1) 1n(n)—l—L+o L.
n—+o0 n 2}’12 }12
Donc l(n—l)2 In(n-1) = anln(n)—nln(n)+lln(n)—ln+§+o(l)
2 n—+0 ) 2 2 4
Donc W, -W,_, = %ln(n)+%+o(l).
On pose alors pour n>2 : Y =W, —-W, —lln(n)—l.Alors Y = o(1)

On admet provisoirement que dans ce cas, E Y, = o(n).
n—>+m
k=2

On calcule ZY W, -W, - Zln(k)

k=2

n
On fait de nouveau une comparaison avec une intégrale pour estimer Zln(k) :
k=2

Jnlln(t)dt < iln(k) <In(n) + ]Lln(t)dt , ol Jnlln(t)dt =nln(n)—n+1.

Donc Zm(k) = nln(n)—n+o(n) . Donc comme W, =W, + % +%z In(k) + z Y, , on déduit que
k=2 e k= =
2 2

= Lty +o(ny. Or W, :Sn—%nzln(n)+n7,donc S = %nz ln(n)—%+%nln(n)+0(n).

L 2

Donc In(U,)) = l(sn )= %nln(n) —% +%ln(n) +o(l).
n

Donc U, :exp(%nln(n)—%+%1n(n)}.exp(o(l)) et

1 n 1 1 n
U, ~ exp|—nln(n)——+—In(n) |=~nexp| —nln(n)——
" oo p(z ()4 2()j\/_p(2 ()4j

Il reste a justifier que si ¥, = o(l), alors ZYk = o(n).
n—>+0 = n—>+0

. n n 1 N n
11 vient ZYS +Z|Y|d0nc—z S—Z +— Ze
k=2 = k=N+1 N k=2 n k=2 N =N+
N
1
Donc — ZY Z + & . On utilise la « double détente » : comme — ZY — 0, alors il existe
n k=2 k=2 nl{i— n—»+w0

N

N,eN,VnzN. Z <& . Donc pour n>max(N,,N,), il vient — ZY <2¢.
N k=2

L R . .
On a donc —ZYk — 0 et on abien ZYk = o(n), ce qui achéve la preuve.
nis n—+0 = n—s+o0
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Exercice 82 (Oral ENS 23, Ali) : Déterminer la forme d’une matrice triangulaire et orthogonale dans M, (R) .

On procéde par analyse et synthése.

Si 4= (a,- j )1<' €0, (R), alors ses colonnes forment une base orthonormée de M, ; (R). Si 4 est
1<, j<n ’

a,

triangulaire supérieure, et sa premier colonne est C, =| . |, avec a;, € {—1,1} car on doit avoir ||Cl || =1.Deés
0

i,
_| % _
lors, C, = ,et comme (C,,C,)=0, a,, =0, donc comme ||C2 || =1, on constate que a,, € {-1,1}.

On procéde alors par récurrence forte pour prouver que pour j €[l,n], a, , €{-1,1} et Vi# j,a,,=0.Donc 4

est nécessairement diagonale, avec des coefficients diagonaux égaux a 1 oua —1.
Réciproquement, ces matrices sont bien orthogonales.
On procéde de méme pour les matrices triangulaires inférieures.

Les matrices orthogonales et triangulaires sont les matrices diagonales, avec des coefficients diagonaux égaux 2‘1|

loua —1|

Exercice 83 (Oral ENS 23, Ali,2) : Que dire de la série entiére Zanz” lorsque (a,,) est périodique ?

On suppose que (a, ) n’est pas la suite nulle (dans ce cas, z a,z" converge toujours).

Si (a,) est périodique, on considére NeN ', VneN,a,, , =a,.

Alors {a,,ne N} = {an,n efo,N —1]]} . Cet ensemble est fini donc borné et ainsi, (a,1") est bornée, et si on

note R le rayon de convergence de la série entiere Zan z" ,alors R>1.

De plus, si (a,) n’est pas la suite nulle, alors il existe n, tel que a, #0.
Alors (anu v )keN est extraite de (a,,) et ne tend pas vers 0 (Vk eN,a, ., =a, ).

Donc (a,1") ne converge pas vers 0 et R <1.Donc finalement R=1.

Donc si (a,,) est périodique mais n’est pas la suite nulle, alors R(Z anzn] =1}

Exercice 84 (Oral ENS 23, Maxime,5) : soit £ un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme || ||
. 1 & &
Soit f e L(E). On suppose Vx e E,"f(x)" < ||x|| On pose S, = il Z .
n+
Etudier la convergence et la limite de (S,,).

Indication : étudier S, sur Im(/dg — f) et ker(ldg — f).

On a tout d’abord pour x € ker(Idg — f) : f(x)=x donc par récurrence, Vk e N, f*(x)=x.

n
Donc Sn(x)z%szx - x.
n

=0 n—>+o0
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Soit par ailleurs y € Im(ldg — f) : 3x€E, f(x)—x =y . Soitun tel x.
Alors 5,00 =—— 3" (1) === 3 (F - 1)
n+l,2 n+l:=
La somme est télescopique et S, (y) = L(x - f"+1 (x)) , donc
n

+1
Ll

Comme Vx e E,"f(x)" < ||x|| , on obtient par récurrence |

I, === 77 o =

n+l1

| <l

Done [, ()] = “x M )” ("x" +|r

On prouve alors Im(IdE -NHe ker(]dE -f)=E.

Par théoréme du rang, on a déja dim (Im(Idy — /))+dim (ker(Idg - f)) = dim(E).

De plus, si x € Im(Idg — f) nker(ld — f), alors avec ce qui précede, S, (x) — x et S,(x) = Of.
n

—>+0 n—>+o0

"“(x)u) et 5,(y) — 0.

n—>+o

Donc par unicité de la limite, x =0, et on a bien ‘Im(IdE - f)@ker(ldg - f) = E|

Ainsi, si x€ E,onécrit x=a+b,avec a € Im(ldy — f) et beker(ldg - f).
Alors S,(x) — b= p(x),ou pestlaprojection sur ker(/dy — f) parallélement a Im(Idg — f)

Il reste a étudier la limite de la suite d’applications linéaires (,,). On définit pour cela une norme sur L(E)

(elles sont toues équivalentes). On prend une base (e,,..,e,) de ker(ld, — f) et une base (e e,)de

(SRR
g

Im(ldg - f). Alors B =(e,,..,e,) est une base de £ ,avec g =dim(E).On pose N(f)= zuf(ek)" . C’est une
k=1

norme sur E (en particulier, si N(f) =0, alors Vk e I[l,n]], f(e,)=0,et fs’annule sur une base donc

S=0,,)

)—p(e, )|| — 0 par somme.
g—>+0

Donc ‘(Sn) converge dans L(E) vers la projection sur ker(/dp — f) parallélement a Im(Idg — f) ‘

Exercice 85 (Oral ENS 23, Maxime,5) : soient n >3 points M,,...,M, dans le plan. Pour chaque couple de
points, on lance une piéce qui donne Pile avec probabilité p € ]0,1[. Si on obtient Pile, on trace une aréte entre
les deux points et si on obtient Face, on ne fait rien. On note 7}, la nombre de triangles ainsi formés.

Pour i # j,onpose X, =1silespoints M, et M, sontreliés, et X, ; =0 sinon.

On pose a, = 3 P

1) Déterminer I’espérance de 7, .

T
SR
a

n

2) Montrer que Ve > O,P(

> gJ — 0.
n—>+0o

1) On pose F:{(i,j,k)el[l,n]r,lSi<j<k£n}.Pour (,j,k)e F,onpose ¥, , =X, X, X, , .

Ainsi, il y a un triangle entre les points M,,M ,, M, si et seulementsi Y, ,, =1.
Deplus, ¥, =X, X, X, ,donc ¥, (Q)={0,1} et

i)k Jok 2

P(v,, =1)= P((Xi‘j =1) (X, =) (X, =1))=p> et ¥, , ~ B(p))
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Onaalors 7, = Z Y

(i,j.k)eF

Par linéarité de 1’espérance, E(Tn ) = Z E(Yf,,-,k) =card(F).p’

(i.j.k)eF

n
Or card(F)= EBJ (choisir un élément de F revient a choisir un triplet d’éléments de [[1,1]).

Donc|E(T,) =a, :{njpS

S

aVl

>e |=P(|T,—a,|>€a,) (les deux événements sont égaux donc ont méme

2) Soit £>0. P(

probabilité).

2 2
&a,

T T
Donc par Bienaymé-Tchebycheyv, P( - 1‘ > EJ < ra,)

n

On cherche a majorer V (7, ) = V( Z Yi,j,k]'

(i,j.k)eF

V(Tn)=E[( > YN—[E[ > Y,»,,»,k]]: > (E(u) - E(Y 0 ) E ()

(i,j.k)eF (i,j.k)eF (i,j.k)eF (i',j'k")eF
Done V(T,)= > > COV(Yi,I,kYi',/‘Bk')’
(i,j,k)eF (i',j'k"eF

Orpour (i, j,k)e F et (i',j.kYeF, Y, ,, =X, X, X, et Y. .. =X.,X,,X,, sontindépendantes

lorsque i', jk'¢ {i,j,k} d’aprés le lemme des coalitions. Dans ce cas, cov(Y Yl/k) =0.

i,j.k
De plus, dans tous les cas, comme Y, (Q) =Y, .,.(Q)={0,1},

cov(Y,,, Y ) =E(Y, Y 0 )= E(Y, ) E(Y, 0 ) < E() =1

i,jk"i

On majore donc tous les termes de la somme qui ne sont pas nuls par 1.

VI)= Y Y evld)s Y Y e Y Y ey S
(i.],k)eF (i) k")eF (i,jk)eF G\ SKeF (i jk)eF (i) K)eF (i, jk)eF (i) k)eF

i=i' i=J' k=k'

Donc V(Tn) <3 Z n’ car on a moins de 7 choix possibles pour j'et k' lorsque i=1i".

(i,j,k)eF
2 _ _ 3
Donc V(T,)<3n’a, et P||-=~1>¢ S3ZL.Or an:M -
an & an 6 n—+w 6
. T
On a donc bien V£>O,P[—"—1 >5] -0
a, n—>+x0

Exercice 86 (Oral X 23, Ali,5) : déterminer lim \/1 + 2\/1 + 3\/1 +..+(m-DVl+n

n—+ow

Pour m €[[2,n], on pourra poser a,, , = \/1 + m\/l +(m+ 1)\/1 +..+(n=D1+n et considérer, pour n fixé,

Wy =ay , —(m+1).

On note U, =\/1+2\/1+3\/1+...+(n—1)\/l+n —ay,,

donc a

On remarque tout d’abord que a,ﬁ’n =l+ma

m+1l,n > m+l,n =
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Donc W, = Upln — (m+2)= =

m m m

al,~1-m*=2m al,—(m+1)> . [am’n+(m+l)]
—w, _

g +(m+1)
Donc en itérant le procédé, par récurrence, W, =W, H [mn— .
m

m=2

Or Wy=ay,-3=U,-3etW,=qa,,-(n+t)=+v1+n—-n-1.

n—1
Done 3-U, =((n+1)- \/n+) [ ( I)J
a + m+

m=2

De plus, a,,, :\/1+m\/1+(m+l)\/1+...+(n—1)\/1+n >1, done H[ JS H(
amn+(m+1) =

6
ol m+2)_n(n+l)

6(n+1)
Donc |3—Un|S et par encadrement , |U,, — 3
n(n+1) n—+o

Exercice 87 (Oral X 23, Ali,5) :
1) Existe-t-il une fonction f:R — R, non constante, 1-périodique et V2 périodique ?

2) Existe-t-il une fonction f:R — R continue, non constante, 1-périodique et V2 périodique ?

1) Si f existe, alorspour xeR et n,peZ, f(x)zf(x+p)=f(x+p+n\/§)
On définit f sur R par(f(x):l si xedet

——

On considére alors A={p+\/5q,p,q€Z
f(x) =0sinon).

Alorssi xe 4, x:p+\/§q,p,qu donc f(x+1)= f(x)=1 car x+1:p+1+\/§qu.Deméme,
SrN2) = f(0=1.

De plus, si x ¢ 4, alors x+1¢ A (on aurait sinon x+1:p+\/5q,p,qu,et x:p—l+«/§qu).
Onaalors f(x+1)= f(x)=0 etde méme, f(x+\/§):f(x)=0.

Enfin, f estnon constante car 0 € 4 (donc f(0)=1)et % ¢ A (en effet, si par ’absurde il existe

1- . .
P.q € %:p+\/§q,alors q#0 et V2= pe@,cequlestabsurde),donc f(%):O.

2) On procéde par I’absurde et on suppose qu’une telle fonction f existe.
Alors Vp,q e Z,Vx e R, f(x) = f(x+p+q\/§) .

On note A:{p+q\/§,p,qu}.On remarque que si x:p+q\/§eA,avec p.q €7, alors
x=p°+2¢° +2pq\/ze A . Donc en particulier, Vn eN,(\/E—l)” € A, avec (ﬁ—l)" - 0.

Comme f n’est pas constante, on considére x < y tels que f(x) < f(y) (lecas f(x)> f(y) se traite

de méme). Ona Vn, p e N, £ (x) :f(x+p(ﬁ—1)").

On pose € = %(f(y)—f(x)) > 0. La continuité de f en y assure que si |y—u| <a,alors

|/~ f(») <&, doncque f(u)>f(y)-¢&> f(x)
Ona (\/E— )" — 0, donc on peut choisir et fixer ntel que 0 < (\/5—1)” <a
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nprend p e Ntel que x+p - nSy£x+ p+ -1) c’est possible en choisissant
On prend p e N tel V2-1 D(v2-1 ble en ch

p= an ). On pose alors u:x+p(\/§—l)n et on a bien |y—u|£a,donc fw)> f(x).

(v2-1)
Ceci est absurde car f(x) = f(u) = f(x+ p(\/f—l)”) .

‘Donc il n’existe pas f :R — R continue, non constante, 1-périodique et 2 périodique|.

Exercice 88 (Oral X 23, Eloi, ESPCI 23, Maxime,3) : soient K :[0,1]> >R, f,g:[0,1] > R, continues et

1 1

strictement positives. On suppose Vx € [O, l] ,f(x)= J.K(x, z)g(z)d z et Vx e [O, l] ,g(x) = J.K(x, z)f(z)dz.
0 0

Démontrer que f=g.

/

On pourra considérer la fonction h=g—M f, ot M est le maximum de = sur [0,1].
g

On sait que 1 est continue et strictement positive sur le segment [0,1] . Par théoréme des bornes atteintes, elle
g

admet donc un maximum A > 0 sur ce segment. Il est en particulier atteint en x, €[0,1] .
On a ainsi Vx e [0,1],]'()6) —Mg(x)<0 et f(xg)—Mg(xg)=0
On considere la fonction h=g—-M f .

1
Par différence, il vient Vx e [O,l],h(x) =g(x)-Mf(x)= IK(x, z)(f(z) —Mg(z))d z<0.
0
1 1

Deés lors, 0= f(xg)—Mg(xy) = jK(xO,z)(g(z) ~Mf(z))dz= jK(xO,z)(h(z))dz .
0 0

1
Done [~K(x9,2)(h(z))d z=0

0
Or z > —K(xq,2)(h(z)) est continue, positive et I'intégrale est nulle, donc Vze[0,1],K(xq,2)(h(2))=0.
Comme K est strictement positive, il vient Vz €[0,1],A(z) = 0, donc Vx €[0,1],g(x) =M f(x).
En particulier, g(x,)=M f(x,)=M’g(x,). Comme g(x,)>0, on conclut M? =1, donc comme M >0, ona
nécessairement M =1 . On déduit bien que

Exercice 89 (Oral ESPCI Bastien L,5) : Soit € R . On note U, = n(a(n!) —|a n'J) )

Montrer que (U,,) converge si et seulement si a € Q+eN.

Indications : commencer par le sens retour.
Pour le sens direct, écrire U, =n (a(n (n=)N)—|an 'J) en fonctionde U,_,

On remarque tout d’abord que si xeR et a € Z , alors | x+a |=| x |+a.
En effet, par définition | x |<x <|x|+1,donc | x |[+a<x+a<|x|+1+a
Or | x+a | est’unique entier relatif btel que b<x+a<b+1.

On a donc bien | x+a |=|x]|+a.
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On suppose alors aeQ+eN.| Soient donc p e Z, qu*, ceN, a:£+ec.

q
! ! !
Onprend n>gq . Alors an!= p1+ecn!, avec pieZ . Donc Lan!J: pi+Lecn!J etU, =n(ecn!—Lecn!J).
q q q
+00 1 n ! +00 !
Or ezz—',donc ecn! = @, o
p=0D: p=0 p: p=n+1 r!

2 cn! = en! X en!
De nouveau —eZ,donc U, =n — = — 1.
9 ' n

p=0 p: p=n+l p! p=n+l p!
s | +00 |
On étudie donc W, = z a-__°c ¢ . ° n
p:n+1p! n+1 (n+1)(n+2) n+1p:n+2p!
! !
oro<t- " < ! , ol Z converge.
pt pp=-Dp-2! plp-1) S p(p-
1o +00
Donc 0< Z — < Z et comme — 0 (c’est le reste d’une série convergente), il
p= n+2p p=n+2 P(P— pn+2 p(p—1) n>+o

w0y +o0 '
. n! cn!
vient Z — — 0.Donc par somme, ¥, — 0" etpour nassezgrand | » —|=0

+00

cn cn cn n!
On a donc pour nassez grand U, =nW, =——+————+ — > cet
P 8 n "+l (n+1)(n+2) n+l z ! ) £

p=n+2 pPn—+o

Etudions la réciproque : on suppose que (U,,) converge vers ¢ € R ‘ .U, =n (a(n (n-1) !) - La n '_|) .

Alors pour n21, U,y =(n=1)(a((n—1)!)~[ a(n-1)!]) donc a((n- 1)l) +La(n D!.

U,_
Donc U, = n(n

Ll a(n-1)! |- Lan'Jj = [n%+nLa(n—l)!_|—Lan!Jj.

On pose ¥V, =n|a(n—1)!|-|an!|eZ . Alors V, :ﬂ—nh - —c

n n—1 n—+w

Par définition de la limite, il existe un rang N € N tel que Vn> N,—c —% <V, <-c +%. Or I’intervalle

[—c —%, —-c+ %} contient au plus un entier relatif (il est de taille égale a %).

Donc Vn=2N,V, =V, .

On pose alors pour n> N : p, =|an!|.Alors np, | —p, =Vy,donc np, | —Vy = p,

On itére le procédé : p, =np, | —Vy =n((n=1)p,_o —Vy)-Vy =n(n=Dp,_, —Vy (1+n).
Puis p, =n(n—-1)(n-2)p, 3 —Vy (1+n+n(n-1)).

Puis p, = n(n—1)...(n—(n—N)+1)pn7(n7N) -Vy (1+n+n(n -D+...+n(n-1)..(n —(n—N)+2))

n—N-1 n

n! n! n! n!
Donc par récurrence, =— -V =— -V —.
p Pn !PN N kg,) n—h)! N!PN ngv:ﬂk!

N
Py | n1 X
Donc =—pnN TV, E —= E — .
n NPV N(,{Ok! =

Or p,=|an!|,donc p, =|an!|<an!<p,+1 et a(n!)-1< p, <an! et a—i'<p’: <a.
n! nl

=0 =0 n—>+0 N'! n! n—+wo

p n] X 1 N p
Donc Pu_ 1 V — > —| > — V —let=2 - a.
T Py Zk' PN TIN Z%)k!
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1 N 1 1 N 1
Donc par unicité de la limite, a =— py —Vy | e— Y — |=—Vye+—py +V -
b NPy N[ ,;)klj NETNIPY Ng;)k!

De plus, V, =n|a(n-1)|-|an!|=np,_ - p, €Z ,avec a(n!)-1< p, <an! et p,_ | <a(n-1)!, donc
np,_ <an!,puis p,—np, | >a(n!)-1-a(n'),donc V, =np, | —p, <1 etcomme V, € Z, V, <0.
En particulier, -V e N

On a donc bien a e@+eN|.

Exercice 90 (Oral ESPCI 23, Hugo B,4) : soit (f,) une suite de fonctions C3de Rdans R.
Jn(X)

- 0
n—+0

On suppose qu’il existe C > 0tel que sup sup
neN xeR

.fn(3)(x)|£ C et sup
xeR

£ ()

Montrer que sup
xeR

— 0 pour i e{1,2}.
n—>+0

Soit x e R etsoit > 0. On écrit I’inégalité de Taylor Lagrange entre xet x+h etentre xet x—h :
1 n
fo(x+ )= £, (x)+hf,, \(x) +5h2f,, "(x)+ R, (x,h) , avec |R, (x,h)| < c? (1

3
Jo(x=h)= f,(x)=hf, '(X)+%h2fn "(x)+8, (x, ), avec |S, (x, )| < C%~ 2
On somme les deux : [, (x+h)+ f,(x—h) = 2f, (x)+ K> £, "(x)+ R, (x,h) + S, (x,}) .

Done f,"(x) = h%(fn (r=h)+ £, (x= 1) =2 £, (1)) = (R, (x, 1) + 8, (x, 1))

4 Ch 4 Ch
pone |1, 0|25, + 5 e ], <51l + 5

Si f, estla fonction constante nulle, le résultat est immédiat car ||fn " || » =0

Sinon, |£,, |, >0 etonpose &= (||fn I )1/3 >0

1/3
)1/3 . C("fn ||OO)
3

., donc par encadrement, || I ||00 - 0
n—>+o0

Ainsi, 0<1," [, <4(|A].,

De méme, en soustrayant (1) et (2), il vient f, (x+h)— f, (x—h) =2hf,,'(x)+R,(x,h) =S, (x,h) .

15l cn?
.
h 6

1 cn’ ,
pone [ . =55 2l .+ s i =

On conclut de la méme maniére en posant s = H|fn ||OO si ||fn ||OO >0.

On conclut ||fn ' || " n::wO

Exercice 91 (Oral ESPCI 23, Samuel,5) : soit /:R. - R, C*sur R’ . Montrer que

vneN',Vx>0,3ce ] X, x+n [’X(Z](—l)"k.f(x+k) = 1" (c)

by r : *
On procéde par récurrence sur n > 1 pour montrer H(n): «si hest C* sur R, alors

Vx>0,3ce ] X, x+n [,Z{Zj(—l)"/{ h(x+k)y=hr"(c) ».
k=0
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Pour n =1, on suppose que hest C* sur Ri en on prend x> 0.
On veut montrer Jc e ] x,x+1 [, f(x+1)—=f(x)=f'(c) . On utilise le théoréme des accroissements

finis entre xet x+1 : comme f est continue sur [x,x+1], dérivable sur | x,x+1[, alors

SEH+D=f(x) _
[ ==

Jee]x,x+1 f'(c) et H(1) est vraie.

Soit n>1tel que H(n) est vraie.
Onpose pour x>0 : T(f)(x)=f(x+1). TeL(E) et (T—]dE)"(f)(x):Z”:[Z](—l)”kf(x+k) en

utilisant le bindme de Newton car T et /d, commutent.

n+l

1
De méme, Z[n]: j(—l)"”kf(Hk)=(T—IdE)””(f)(X)=(T—IdE)"(f)(Hl)—(T—IdE)" (/)x) -

n n k
On note alors g = (T —1Id,)"(f) = x> Z[kj(—l)" fx+k)

n+l + 1
Il vient Z[Hk j(—l)"”kf(x+ k)=g(x+1)—g(x). Avec le théoréme des accroissements finis,
k=0

N n n—k
Jce ] X, x+1 [,g(x+l)—g(x) =g'(c)avec g'(c) = Z i D" fi(c+k).
k=0
f'est C”sur R .donc on peut lui appliquer I’hypothése de récurrence en c: il existe

s elecenie]rremal. g'(‘f):i(g(—l)"kf'(c+k)=(f')(") @

k=0

n+l

n+l1 - . )
Donc Z{ ; j(—l)"+ fx+k)y=g'(c)= f"""(d) et H(n+1) est vraie.
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