Déroulement des Oraux de Mathématiques :

CCINP : un oral avec 30 minutes de préparation sur un long exercice, dit exercice « majeur ». Présentation
pendant 20 minutes, puis second exercice, dit « mineur », a traiter en direct sans préparation pendant les 10 minutes
restantes.

Centrale : deux oraux
e Maths 1: 30 minutes de passage sur un exercice, sans préparation.
e Maths 2 (avec Python): 30 minutes de préparation avec ordinateur sur un long exercice avec des
questions pas trop difficiles dont certaines nécessitent d’utiliser Python. Cela reste un oral de
Mathématiques méme si on ne peut pas mettre totalement de coté les questions informatiques.

Concours Commun Mines-Ponts : un oral. 15 mn de préparation sur un premier exercice, puis passage durant
45mn-1h avec un second exercice sans préparation donné en cours d’oral.

Concours Mines-Telecom : un oral. 30 mn de passage sans préparation, avec deux exercices portant sur des
parties différentes du programme.

X-ENS-ESPCI : un oral de 50mn a 1h, sans préparation. Pas d’oral de Mathématiques a I’ENS Paris Saclay.

Séance 1 : Lundi 21 Mai (analyse)

- ! sit#0.
sin(¢) ¢

Exercice 1 (oral CCINP 23, Samuel,2) : soit f :[0, 7] — R définie par f(0)=0 et f(¢) =

1) Montrer que f est dérivable en 0.
2) Déterminer une équation de la tangente & C ren 0. Déterminer la position de la courbe par rapport a cette

tangente.

Exercice 2 (Oral IMT 23, Bastien N,2) :
1) Donner le développement en série entieére de In(1+¢) .

1
In(l1+¢
2) Calculer 7 = j Md:
0 t
U, =1
Exercice 3 (oral CCINP 23, Mailys,2) : On définit la suite (U, ) par 2n+2
VneN,U,, = \
2n+5
1) Montrer que (U,) est décroissante et convergente.
n+1y U a 1
2) Pour neN", on pose V, = (—) ULH . Montrer qu’il existe a >0 tel que In(V,) = —2+0(—2J .
n " n—>+0 p n
En déduire la nature de Zln(Vn) .
3)
n-1 C
a) En simplifiant, pour n>2, ZIn(Vk ) , montrer qu’il existe C >0 telque U, ~ —=
= n—>+o g7

b) Onpose S(x)=Y U,x". Montrer que S est définie sur [-1,1].

n=0

4) Montrer que S est solution sur ]0,1[ de I’équation différentielle 2x(1—x)y'+(3—-2x)y=3.



Exercice 4 (Oral Mines 23, Lou Anne,3) : soit @ € R: Soit (a,)telle que a, ~ «aln(n).
n—>+0

Montrer que si & > 1, alors Zexp(—an) converge et que si & <1, alors Zexp(—an) diverge.

+00
Exercice 5 (Oral Mines 23, Bastien L,4) : convergence et calcul de Z ! .
o4k —k

Exercice 6 (oral Centrale 123, Alice,3) : soit o € ]0,1[. Pour ¢ € ]Ri ,onpose f(t)= La
t

On note a,, :min[{peN*,if(k)ZnH.

k=1

1) Montrer que a,, est défini pour tout n N". Montrer Vn e N*,an 2n.
p
2) Déterminer un équivalent de z f(k).
k=1
3) Déterminer un équivalent de a, lorsque 7 tend vers I’infini.

Séance 2 : Mardi 22 Mai (algébre)

111
Exercice 7 (oral CCINP 23, Raphaél,1) : Soit A=|1 1 1|. Montrerque 4e S5 (R).
111

Exercice 8 (Oral Mines 23, Liam,2) : soit 4,8 M, (R).Démontrer rg(A+B)<rg(A)+rg(B) .

n,p

Exercice 9 (Oral IMT 23, Bastien N,3) : Soit 4=

—_ = = =
S o = O
S = O O
S o = O

(e}
(e}

1
1
1| et f canoniquement associée a A . Avec le
1
1

0

moins de calculs possibles, déterminer Im( f'),ker(f), les valeurs propres et vecteurs propres de A4 . Est-elle
diagonalisable ?

a b ¢
Exercice 10 (oral CCINP 23, Mathilde,2) : on pose M (a,b,c)=|c a b|et E= {M(a,b,c),(a,b,c) € ]R3} .
b ¢ a

1) Soit J=M(0,1,0). Calculer Jet exprimer M (a,b,c) avec J,J2,I3 .
2)
a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M (R) et en trouver une base et la dimension.
b) Montrer que le produit de deux matrices de E appartienta £ .
. . . . 2i
3) Montrer que J est diagonalisable sur C et exprimer ses valeurs propres a I’aide de j = exp[%j .
4) Montrer que M = M (a,b,c)est diagonalisable sur C et exprimer ses valeurs propres a 1’aide de celles de

J.
5) Montrer que Sp(M)cR<b=c.



Exercice 11 (Oral Mines 23, Liam,3) : soit 4 € M (C) . Montrer que A est somme de deux matrices

diagonalisables.

01 0 0
20
Exercice 12 (Centrale 1 23,Eloi, 4) : soit J = | : ° 0
0 : 1
1 0 - 0
1) Donner les éléments propres de J .
aO al n-1
an—l aO an—2
2) Soient (ag,...,a,_;) € C" . Déterminer les éléments propres de 4 =| : : :
a, a,, 4

Séance 3 : Lundi 27 Mai (analyse)

3x+7
(x+1)?°

Exercice 13 (Oral IMT 23, Ethan,2) : on pose f(x) = Trouver le développement en série enticre de f .

Exercice 14 (Oral CCINP 23, Jérémy,2) : pour x > 0, on considére [(x)= J lzni)a't .
ot +x
1) Montrer que /(x)= I lnLt)alt existe.

2
o [T +tXx

2) Etudier la continuité de /(x) sur R’
3) Etudier la limite de /(x) en +o0.

Exercice 15 (Oral CCINP 23, Arthur,2) :

On considere la suite (U, ) définie par U =1 etVneN,U,,, = (n+1)U, +(-1)""' .Pour n e N, on posey, = U”' .
n:

1) Calculer V,,V,,V,.V;.
2) Montrer que (V,) converge et trouver sa limite.
3) Quel est le rayon de convergence R de Z v,x" ?

+00
4) Pour xe]|-R,R[, on pose S(x)= z y,x" . Montrer que s satisfait une équation différentielle a
n=0
préciser sur |- R,R |-

e—x

5) Onposepour xe]-L1[ : f(x)= Comparer fet S .

l1-x

+ 00

t t
Exercice 16 (Oral Mines 23,Eloi,3) : On pose F(x) = | arotan (xf)
0 t(1+2)
1) Montrer que F est définie sur R et que F' est impaire.
2) Montrer que F est dérivable, et exprimer F' sans intégrale.

: . 't arctan” (¢
3) Exprimer F sans I’intégrale. Que vaut I&I;()dt ?

0



Exercice 17 (Oral Mines 23, Raphaél,4) : pour n € N, onpose [, = Iln"(t) dt.
1

1) Déterminer les valeurs de n pour lesquelles 7, est défini. Que vaut lim 7, ?

n—>+0
2) Déterminer la nature de ZI n
I ~+00
3) Déterminer le rayon de convergence de Z—”'x” . Calculer S(x)= Z —”'x" . En déduire 7, .
n! n!
n=0

Exercice 18 (Centrale 1 23, Simon,3) ;
+00 N N 5
On considére f(x)=]] (1 + ef”(”x')) = lim J] (1 +eIHx )) )
n=0 N—o+e0 n=0
1) Montrer que f est définie et continue sur R.
2) Etudier ses variations.

Séance 4 : Mardi 28 Mai (algébre)

Exercice 19 (Oral IMT 23, Thomas?2): on considére ¢@eL(R, [X])  définic
VPeR,[X],p(P)=P—(X +1)P'

1) ¢ est-elle bijective ?

2) Déterminer les valeurs propres de ¢ . Est-elle diagonalisable ?

Exercice 20 (oral CCINP 23, Liam,2) : soit 4 € Ms,o(R). Soit B=4"4.

1) Montrer que B est diagonalisable.
2) Trouver une des valeurs propres de B .

Exercice 21 (Oral CCINP 23, Jérémy,3) : Soit (£,( )) euclidien, avec dim(E)=p>1.
n-1

. o . x 1
Soit u une isométrie vectorielle et v=u—1Id,.Pourn € N, on pose u, = —Zuk
1 k=0

1) Pour x eker(v), calculer u,(x).
2)

a) Montrer que ker(v) (Im(v))L

b) Montrer que ker(v) et Im(v) sont supplémentaires et orthogonaux.
3)

a) Montrer que si x € Im(v), alors 3y € E,u, (x) = l(u”(y)— y)
n

b) Pour x e £, montrer que la suite (u,(x)) converge et déterminer sa limite.

par

4) On ne suppose plus que u est une isométrie, mais que vz e E, |u(z)| < ||z| - Retrouver le résultat de la

question précédente. On pourra poser z =x+1ty ,avec xeker(v), re R et ye E

M, (R)—> M, (R)
M > aM +bM"
1) Trouver les éléments propres de @ , sa trace et son déterminant.

Exercice 22 (Oral Mines 23,Eloi,3) : Soient (a,b) € R?. Soit @ :

2) Déterminer une condition sur a et » pour que @ soit bijectif et lorsque c’est le cas, déterminer 0!



Exercice 23 (Oral Mines 23, Mailys,4) : soient 4,B € M, (C). On suppose que VA, ueC,A4+ uB est
diagonalisable. Montrer que AB = BA .

Exercice 24 (Oral Centrale 123, Mailys,4) : soit £ =C([0,1],R).

1
Soit @ : E — E donnée par Vx €[0,1],®(/)(x) = jmin(x,t)f(z) dt .
0
1) Montrer que @ est bien définie et que c’est un endomorphisme de E .
2) Déterminer ker(d)) et Im(d)) .

Séance 5 : Jeudi 30 Mai (analyse)

Exercice 25 (oral CCINP 23, Maxime,3) : soit x e R.

1) Etudier la convergence de la série 23" sin’ (i] .
3}’1
2) Calculer sa somme.

Exercice 26 (Oral IMT 23, Thomas,2) : déterminer un intervalle 7 de R et une fonction f de classe C”sur [

ettelle que VneN, £ (0)=n’n!.

Exercice 27 (oral CCINP 23, Simon,3) :

. . . U +
Soient a,b € R, tels que a+1<b. Soit une suite (U, ) telle que Vn e N,—2L = ara

, n+b

- n+a
1) Trouver un équivalenten +oo de ln( j .
n+

2)

yo(u
a) Prouver que lim Zln[U”—H}z—

N>+ =0 n

b) Endéduire que U, — 0.

n—>+o0

v v,
3) Onpose @ =b-aet V, =n®U, . Trouver un équivalent de ln[;—“} puis montrer que Zln {;—”J

n n

converge.
A .
4) Montrer 34 >0,U, ~ —.En déduire lanature de ZU "
n—>+0 na
+00 b
5) Montrer que Z Uu,= U, . On pourra commencer par calculer la N -éme somme partielle de

20 b—a-1
,,,
n(U, =U,)+bU, —aU, .

sin (27zen!)

Exercice 28 (Oral Mines 23, Hugo B,4) : déterminer la nature de la série Z In(n)
n(n

n>2



Exercice 29 (Centrale 1 23, Thomas4) ;
Soit ¢ e R’,.Onpose U, =aet VneN,U,,, =U, +U; .
1) Montrer que U, — +o.

n—>+o0

. In (U R ) ,
2) Soit V, = 5 . Montrer que (V,) converge vers un réel .

n

n—>+w0

3) Montrer que |V, - 8| = 0(2—1?1).

4) Déterminer un équivalent de U,

1
Exercice 30 (Oral Centrale 22, Mines 23, Bastien L,5) : Existence et calcul de 7 = jidt .

o In(?)
Séance 6 : Vendredi 31 Mai (probabilités)

Exercice 31 (oral CCINP 23,Arthur,1) : soit (., ) une suite de variables aléatoires indépendantes qui suivent
toutes une loi de Bernoulli de paramétre p . Pour n e N, onpose Y, = X, X,

1) Soit n e N . Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.

2) Déterminer la variance de S, = ZY,

i=1

Exercice 32 (oral CCINP 23, Eva,2) : On suppose X(Q) =N et
VneN,3P(X :n+2) =4P(x=n+1)-P(X =n).
1) Determiner la loi de X

2) Montrer X est d’espérance finie et admet une variance. Les calculer.

Exercice 33 (oral CCINP 22,2) On considére un espace probabilisé (Q,A,P) Soit p e ] O,l[

1) Soit X une variable aléatoire suivant la loi géométrique de parametre p Expliciter la loi de X .

Montrer que E [L __phn(p)
X 1-p

Soit X une variable aléatoire réelle a valeurs dans [1,+oo [ , X (Q) = {xk,k € N} ou les x, sont distincts. Pour
keN,onnote p, = P(X =x,) et on considére f, :¢+> p,e ™. Soit Fy 1t E(e”X).
2) Montrer que F, est définie sur R, . Trouver un lien entre F, et la série z e

3) Montrer que la série z f, converge normalement sur R, .
+o0

4) Montrer que f, est intégrable sur R, et calculer I fi(@®dt.
0

) + 00 ) 1
5) Montrer que F, est intégrable sur R, . Calculer J. F,(t)dt. Quel est le lien avec E(}J ?
0

6) On suppose que X suit la loi géométrique de paramétre p. Calculer F, et retrouver le résultat de la
question 1).

Exercice 34 (Oral Mines 23, Ali,3) : Soit n e N". On munit P(I[l,n]]) (ensemble des sous-ensembles de [[l,n]])

de I’équiprobabilité. Calculer P({(A,B) € P([[l,n]])z ,ANB = @}) .



Exercice 35 (Oral Mines 23, Maxime,4) : Une urne contient p boules. On effectue des tirages successifs avec
remise. On note X, le nombre de boules ayant été tirées aprés n tirages.

1) Montrer que P(X,l =p) - 1

n—>+o0
2) Déterminer I’espérance de X, .

Exercice 36 (oral Centrale 1 23, Raphaél) : Soit (€2,T, P) un espace probabilisé. Soit (X,,), . une suite de

variables aléatoires sur Q , a valeurs dans N, de méme loi.

Soit N une variable aléatoire sur Q , a valeurs dans N.
N

On suppose que toutes ces variables aléatoires sont indépendantes et d’espérance finie. On pose Y = ZX i
i=1

+00 400 k
1) Pour t€[0,1], montrer que Gy(t)= ). >’ P[ZX,- = nJP(N =k)t".
n=0k=0
2) Montrer que V¢ e [0,1],GY t)=Gye° GXl ®.
3) Montrer que Y est d’espérance finie et exprimer I’espérance de Y en fonction de celle de X et de celle
de N.

i=1

Séance 7 : Jeudi 6 Juin (algébre)

Exercice 37 (oral CCINP 23, Emma,l) : On note £ 1’ensemble des fonctions continues de [—1,1] dans R.

1
Pour f,g € E,onnote (f,g)= j F(Og@)dt.
-1

1) Montrer que c¢’est un produit scalaire.
2) Soit H = {f eE, f(0)= 0} . Montrer que si g € E, alors x — X2 g(x) estélément de H . En déduire

que H Lo {0} .
X+
Exercice 38 (Oral IMT 23, Emma,3) : pour P e R[.X], on pose ®(P) = j P(t)dt .
X

Pour n>2,onnote ®, larestrictionde ®a R,[X].
1) Montrer que @, est un endomorphisme.
2) @, est-elle diagonalisable ?
3) Meémes questions avec @, .
4) Déterminer les éléments propres de @, .

Exercice 39 (oral CCINP 22,23,3, Hugo A,4) : Soient n> 2, un entier, et A€ 4, (R).Onpose M =1 +4 et
N=1I,-4.
1) Soit X e M, (R). Montrer que X" 4X e R . Calculer (XTAX)T et montrer que X’ AX =0.

2) Montrer que la seule valeur propre réelle possible de A4 est zéro. En déduire que M et N sont
inversibles.

3) Montrerque M et N commutent, et qu’il en est de méme pour M ' et N '. Montrer que Q= MN "' est
orthogonale et n’admet pas —1 comme valeur propre.

4) Soit U €O, (R) qui n’admet pas —1 comme valeur propre. Montrer qu’il existe une et une seule matrice

Be 4,(R) telle que U =(1, +B)_l (1,-B)



Exercice 40 (oral Centrale 1 2023, Samuel,3) :
Soit f(x)=exp(—x). Pour n entier naturel, x réel, soit P,(x)=(-1)" £ " (x) exp(x2) .

+ o0

Pour P,Q e R[X], soit (P,0)= [ PO f(t)dt.

1) Montrer que P, est polynomiale, de degré n, et que le coefficient dominant de P, est égal a 2n

Etudier la parité de P,,.
2) Montrer que <,> est un produit scalaire sur R[X ] . Calculer <Pn,X ? > pour n2> p . Montrer que la

famille des (P,),cn est orthogonale pour ce produit scalaire. Calculer (f; ,Pn> pour neN.

Exercice 41 (Oral Mines 23, Hugo A,3) : soit £ ’ensemble des fonctions continues de R dans R telles que
+oo

J. F2(t)dt converge. Pour f,g < E , on note (f.g)= J. f(0) g(t)dr .

— 00

On considére (¢;) N € EN Pour neN", soit 0, e M, (R)telle que Vi, j e[1,n].(Q,) =<(p[,(pj>.

ie ij
On suppose que pour r € N : fix¢é, Q, est inversible.
1) Montrer que <,> est un produit scalaire sur E .
2) Montrer que la plus petite valeur propre de Q,. est strictement positive.

3) Montrer que ¢, € Vect(¢y,...,p,. ) < O, estnon inversible.

1
Exercice 42 (Oral Mines 23, Alice,4) : soient P,Q € R[.X] définis par (P,Q)= j P(H)O(t)dt . On admet que
-1
c’est un produit scalaire.
1) Montrer que 3!(F, )neNtelle que les P, soient deux a deux orthogonaux, que deg(P,)=n et

<P,,,X”>=1.

2) Onnote Q,(X)=(-1)"P,(-X) . Montrer que (Qn )Vériﬁe les trois conditions ci-dessus et en déduire
que P, est de méme parité que 7.

3) Soit QeR, ;[X],avec n>2. Montrer que (F,,0)=0.

4) Expliciter Ry,P, P, .

Séance 8 : Mercredi 5 Juin (analyse)

Exercice 43 (Oral CCINP 23,3) : Onnote F = {(x’y) €eR2,x20,y>0,x+y< 1}

On définit la fonction fsur Fpar f(x,y)=(x— y)2 —Xy.

1) Montrer que F est un fermé de R?.
2) Déterminer les extrema globaux de f sur F.

Exercice 44 (Oral IMT 23, Jérémy,2) :

Etudier la nature de la suite définie pour n e N par U, = ZCh[

k=0



Exercice 45 (oral CCINP 23, Orane, Raphaél,3) : soit /:R — R, développable en série entiére sur
S ( )

Pintervalle |—r,r[, avec r>0. Soit & >0.On étudie (E) : y w2 —y= ,avec xe R}, .

X
Pour x e]O,r[, on pose T, f(x) =%Iua71f(u)du
X
0

1) Résoudre I’équation homogéne y'+ a y=0 sur |0,r|
x
2) Soit x e]O,r[.
a) Montrer qu’il existe M, >0 tel que Vre[0,x],| /(1)< M,
b) Montrer que u > u® f(u) est intégrable sur 10.x].
3) Montrer que 7, f est solution de (E) sur ]0,r[ et résoudre (E)sur |0,r][.

+o0
4) Montrer qu’il existe une suite réelle (a,) telle que Vx e ] O,r[,Taf(x) = Z In_ yn
= +a

5) Montrer qu’il existe une unique solution de (E) sur ] 0,r[ telle que f posséde une limite finie en 0.

Exercice 46 (Oral Mines 23, Samuel,4) :
3
1) Soit x>0 . Montrer qu’il existe un unique ¢, >0 tel que sh(x)= x+%sh (xtx)

2) Montrer que sh(xt,)>1

3) Etudier les limites de ¢ lorsque x tend vers 0 ou vers +o .

Exercice 47 (Oral Centrale 1 23, Bastien L ,4) :
1) Dessiner le graphe de x — arcsin (sin(x)) .

7[/2 +00 ]
2) Déterminer.[ > (22)

. sin?*(x) |d x.
0 n=0(2"n!) Q2n+1)

3) En déduire la valeur de z( ! 1)2 , puis de sz
n n+ :1

Exercice 48 (Oral Mines 23, Paul B,5S) : soient «, € R . Etudier I’intégrabilité sur Ri de la fonction F,, Y

définic par F, () = x sm(z{ }Mj o {x) = x| x]

Séance 9 : Lundi 10 Juin (algébre)

Exercice 49 (oral CCINP 23, Simon,3) : soit M € M, (R) . On suppose M +M T nilpotente.
1) Montrer que M € 4, (R).

2) Le résultat reste-t-il toujours vrai si on suppose M € M, ((C) ?



Exercice 50 (oral CCINP 23, Samuel,3) : pour 4 € M, (C), on pose p(4)=max{|1|,4 € Sp(4)} .
Soit || || une norme sur M, (C) telle que VA4,B e M, (C),| 4B||<| 4| B]-

1) Donner une matrice non nulle admettant uniquement 0 comme valeur propre. Montrer que 4 — p(A4)
n’est pas une norme sur M, (C).

2)
a) Soit X € M, (C), non nulle. Montrer que XX € M, (C) et calculer ses coefficients diagonaux.

b) Montrer que p(4)<|4|.On pourra montrer que pour A € Sp(4),3X #0, AxxT = axxT

1<i<n

n
3) On définit, pour 4= (a,-’j) e M, (C), | 4= max [Z |ai’j|J . On admet que ¢’est une norme sur M, (C)
j=1

. Montrer que VA4,Be M, (C),| 4B|<| 4]| B|
4) Soit Se M, (C) définie par Vi, j € [1,n],S; ; =% si [i—j|=1et S; ; =0 sinon.
Montrer que si A est valeur propre complexe de S, alors 1 e R et 30 €[0,7],4 = cos@ .
sin(é’k)

5) Pourk €N, soit 6, = Lﬂl et X = : . Calculer SX, et en déduire les valeurs propres de s .
" sin(n6 )

Exercice 51 (Oral IMT 23, Orane,4) : Par I’absurde, on considére 4 € GL, (R) telle que 4+ A Vest de rang 1.

1) Montrer qu’il existe un vecteur propre de A% et que —1 est valeur propre de A
2) Déterminer les valeurs propres complexes de 4
3) Conclure.

Exercice 52 (Oral Mines 23, Lou Anne,4) : soit n>2et « € C.Onpose P, =1+ X +..+ X".

. . . * K . .
1) On suppose # pair. Montrer que si ¢ est racine de P, , alors pour tout ke N, a? est aussi racine de

ce méme polynome.
2) Qu’en est-il pour zimpair ?

n

Exercice 53 (Oral Mines 23, Maxime,4) : soit M € M, (C) . On s’intéresse 2 la série entiére Z"M "z

1) Montrer que le rayon de convergence ne dépend pas de la norme choisie.

1 -1 0
2) Déterminer ce rayonpour M =|1 -1 0.
1 -1 o

3) Laprécédente matrice est-elle semblable a sa transposée ?

Exercice 54 (Oral Centrale 1 23, Emma,3) :
Soitg € L(R[X]) telle que o (1) =let VP e R[X],(@(P))' = o(P").

1) Pour neN", montrer ¢(X"):X” +R, ,avec deg(R,)<n.

2) Endéduire que R, [X] est stable par ¢ . A quelles conditions la restriction de @ a R, [X] est-elle

diagonalisable ?
3) Montrer que ¢ est un isomorphisme de R[X ] . Quel est son spectre ?

10



Séance 10 : Lundi 10 Juin (analyse)

+ 00 —t
Exercice 55 (Oral IMT 23, Emma,2) : pour t € R, onnote f(¢)= Z -
n=1 N~ +1t

1) Déterminer le domaine de définition D de f
2) Montrer que f est continue sur D .

3) Déterminer la limite de f en +o.

4)  f est-elle dérivable sur D ?

Exercice 56 (Oral IMT 23, Paul C,3) :

Soit (U,,) une suite définie par Uy e R, et Vhe N,U,,; =,/2+U,
1) Nature de la suite (U,,) ?
2) Nature de la série de terme général 2-U,, ?

Exercice 57 (oral CCINP 23, Emma,4) : Soit n>2,avec ne€ N.On pose f,(x)= ! -
I+x
1) Déterminer le domaine de définition de f;, .
2) Etudier ses variations et ses limites aux bornes.
3) Est-ce que la suite de fonctions ( f,, ) converge simplement sur R\{-1} ?
+00
4) Déterminer le domaine de définition D de S = Z f, - Etudier la convergence normale de 2 Jfnsur D.
n=2 n=2
5) Etudier la continuité de S sur D .
6) Etudier les limites de Sen leten +o
. . . " Tsin((2n+1)t)
Exercice 58 (Oral Mines 23, Mailys,5) : Convergence et calcul de Z(—l) I, ,avec I, = J.—zdt
o l+cos™t
" 1-cos @)
Exercice 59 (oral Centrale 1 2023, Ali,4) : on considére f(x)= J. —L et

2
0 t

1) Montrer que f estcontinue sur R, et de classe C?sur Ri .

+o0 .
. sint
2) Montrer I’existence et calculer / = j —dt

0 t
Exercice 60 (oral X, Mines 23, Liam, 4) : soit f de R dans R, dérivable. On suppose
VxelR, f2(x)+(1+ f'(x)* <1.
1) Montrer que f est décroissante.

2) Montrer que f est la fonction nulle.

Séance 11 : Mardi 11 Juin (algébre)

Exercice 61 (oral CCINP 23, Paul,3) :
1) Résoudre dans C I’équation 4 =256
2) Soit P= Xt rax+ PX+16,avec o, €C. Trouver o, f tels que P admette une racine triple.

11



Exercice 62 (oral CCINP 23, Paul C,4) : Soit £ ’ensemble des fonctions continues de [0,1] dans R.

Soit W I’ensemble des fonctions w telles que w(¢)=at+b,avec a et b des réels quelconques.

Soit G I’ensemble des fonctions g C? telles que g(0)=g()=0 et g'(0)=g'1)=0
1

Soit H ={g",g € G} On considére sur E le produit scalaire donné par <f,g> = If(t)g(t) dt .
0

1) Justifier que W est un sous-espace vectoriel de £ de dimension 2.
2) Soit g€ G.Montrerque g"e wt.
3)

a) Enadmettant que £ =W @ H , établir que W ten.

b) Déterminer entiérement W L

X
4) Soit feE.Soient a,beR et he H,telsque f(x)=ax+b+h(x)et F:xl—)J.f(u)du.Justiﬁerque
0

1
a
E+b=£f(z)dt

a et b sont solutions du systéme :

a b
Zio= .[F(t)dt
6 2
0
5) Conclure.
4o dap o dp
. Ap-1 do - dp-2
Exercice 63 (Oral IMT 23, Paul C,4) : soit 4=| . . eM,(C)
al az e aO
1
Soit @ un complexe tel que @" =1.Soit P=ag+a,; X +..+a, X" et 2eC. Soit U =
wnfl

1) Montrer que U est un vecteur propre de A4 associé a une valeur propre A que 1’on explicitera en
fonctionde P .

2) A quelle condition lim AV existe-t-elle ?
N>+

11
Exercice 64 (Oral Mines 23, Ali,3) : Déterminer les solutions dans M, (C) de I’équation 4" = { 0 J pour

n>1.

Exercice 65 (Oral Mines 23, Mathilde,4) : Soit 4 e M, (R). Résoudre I’équation X + xT =1r(X)4
d’inconnue X € M, (R).
On pourra distinguer les cas Tr(4) =2 et Tr(A4) =2

12



Exercice 66 (Oral Centrale 18, Mines 23, Paul B et Yanis,4) : soit £ un espace vectoriel de dimension N . Soit

nzng Soit u € L(E) tel que rg(u)> N—n et =0,

1) Que peut-on dire de rg(uz) ? Montrer que N =3n.

O}’l ]n 0}’!
2) Montrerque 4=|0, 0, I, | estlamatricede udansune certaine base.
Ol’l On On

Séance 12 : Jeudi 13 Juin (divers)
. . -5 3
Exercice 67 (oral CCINP 23, Orane,3) : soit 4 = 6 L
1) Trouver D diagonale et P inversible telles que 4=PD p!
2) Trouver Be M, (R) telle que B =4.

Exercice 68 (Oral IMT 23, Jérémy,2) : Etudier la convergence uniforme sur R de Is suite de fonctions définie

par £y )

1+nx

. . 2 ¢ cos(xy)
Exercice 69 (Oral CCINP 23, Ethan,3) : sous réserve de convergence, on note f(x) = —.[ - dy
7o J1-y

ro1
1) Soit ¢ [0,1[. Calculer | —=dy
[0.1] | -

2)
a) Montrer que f(0)existe et donner sa valeur.
b) Montrer que f est définie et continue sur R.
3)

/2

a) Montrer que Vx e R, f(x) = 2 J. cos(xsin(?))dt
4 0

b) Montrer que fest C*sur R.
4) Montrer que Vx e R, x f"(x)+ f'(x)+x f(x)=0.

5) Montrer Vx e R, f(x) = iﬂﬁ
’ = 2% (k!

Exercice 70 (Oral Mines 22,23, Samuel, 4) Soit 1 € C"
1) Montrer qu’il n’existe aucune variable aléatoire discréte X a valeurs complexes telle que X et
X + A aient la méme loi.
2) On suppose P(X =0)<1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante portant sur A pour qu’il

existe une variable aléatoire discréte X a valeurs complexes telle que X et 1.X aient la méme loi.

Exercice 71 (Oral Mines 23, Chloé,4) : Soit K =R ou C. On considére E , sous-espace vectoriel de M, (K)

tel que toutes les matrices de E sont diagonalisables.
. +1
1) Montrer que dim(E) < %

2) Onsuppose K =R . Quelle est la valeur maximale possible pour dim(E) ?
3) Onsuppose K =C et n=2. Quelle est la valeur maximale possible pour dim(E) ?

13



Exercice 72 (Oral Centrale 1 23, Mathilde,5) : soit R” muni du produit scalaire euclidien.
Soient B={xeR" x| <1} et 5 ={x<R" |x]|-1]
n A2
. n 2 s . o f

Soit f:R" — R, de classe C°. On définit le Laplacien par Af'(x) = z_z .

i=1 0%
1) Montrer que f admet un minimum m et un maximum M sur B .

Montrer que f admet un minimum m'et un maximum M 'sur S.

2) Onsuppose Vx e B,Af (x)>0.Montrerque M =M

Séance 13 : Vendredi 14 Juin (divers)

Exercice 73 (Oral CCINP 23, Ethan,1) :
1) Soit M e M, (C).Soit pe N tel que M” =0. Montrer que si M est diagonalisable, alors M =0 .

g

2) Soit j = e et M= J 75 1 |.M est-elle diagonalisable ?
2 .
VAR S

[—l,l]x R
Exercice 74 (oral CCINP 23, Liam) : soit f': .
(x,y)—>x —J1-x* cosy

On admettra que £ est continue et qu’elle est C> sur ]-L1[xR.

. . of of
1) Déterminer 27 et 3y sur |-L1[xR.
2)

a) Trouver les points critiques sur |-1,1[x[0,7].

b) Montrer que V(x,y)e[—I,I]XR,f(x,y)_f[gﬂJ§x2+ [[_ 2 —%.

¢) Montrer que f admet un maximum global en (%,7[}. On pourra poser u =1 X

3) Déterminer la matrice Hessienne en (0,7) . f admet-elle un maximum local en (0,7) ?

4)  f admet-elle un minimum global en (0,0) ?

5) Soit yy € [0,7[] \ {%} . f(1,yg) est-il un extremum local ?

Exercice 75 (Oral IMT 23, Orane,2) : pour 1 € N, on considére f, :x > arctan(e_"x) .

+00
En cas de convergence, on pose f(x)= Z Jn(x)
n=0
1) Déterminer le domaine de définition D de f .

2) Montrer que f est continue et monotone sur D .

Exercice 76 (Oral Centrale 123, Bastien N,5) : soit 4e M, (C).Onsuppose lim 7r(A4")=0.Montrer que

n—+oo
le module des valeurs propres de A est strictement inférieur a 1.
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Exercice 77 (oral Centrale 12023, Paul,4) : soit ne N et S, I’ensemble des permutations de [1.n].

Soit o une permutation de [1,7]. On définit P, € S, par Vi, j €[1,n],(B,), =%,

1) Montrer que si o,s €S, alors PP, =P,

% oo - Montrer que P, est orthogonale.

2) Montrer que 3/ € N*,Pal =1,.
3) P, est-elle diagonalisable sur C ? Sur R ?

Deux exercices trés astucieux pour finir :

Exercice 78 (Oral Mines 23, Chloé,5): soient deux réelsa,btels que a<b.Soient deux fonctions
*
f.g:[a.b] > R,.
S

1) Montrer que —admet un minimum et un maximum M sur [a,b] .

s ]

Exercice 79 (Oral Mines 23, Ali,5) : Soit E = { fec([0.1.R), £(0)= f(1)= 1} . Déterminer

inf {I(f(t) + /07 )d ]

0

Séance 14 : Lundi 17 Juin (corrections suivant la demande)

Exercices en plus :

Oraux ENS-X-ESPCI :

Exercice 80 (Oral ENS 23, Eloi,5) : Soit N eN".
1) Soit A un sous-ensemble de 1, N] de cardinal 7. Soit o une permutation de [1, N]. On note o; le i-

éme élément de la permutation o . Déterminer la probabilité que les o,...,0, forment 4.

2) Soit F un ensemble de sous-ensembles de |]:1,N ]] telle que si 4 et B sont des ¢léments distincts de F,

N
ona Ag Bet B A.Montrer que le nombre d’éléments de F est majoré par (LN/ZJJ

1/n
n
Exercice 81 (Oral ENS 23, Ali,5) : soit U, = [HkkJ .
1) Déterminer un développement asymptotique a deux termes de In (U n ) .

2) Déterminer un équivalent de U, lorsque » tend vers I’infini.

Exercice 82 (Oral ENS 23, Ali) : Déterminer la forme d’une matrice triangulaire et orthogonale dans M, (R) .

Exercice 83 (Oral ENS 23, Ali,2) : Que dire de la série enticre Z a,z" lorsque (a,) est périodique ?
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Exercice 84 (Oral ENS 23, Maxime,5) : soit £ un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme || ||
. 1 &
Soit f € L(E).On suppose Vx € E.| f(x)| <||x|. On pose S, = — >
n+
k=0

Etudier la convergence et la limite de (S,,).
Indication : étudier S, sur Im(ldg — f) et ker(ldg — f).

Exercice 85 (Oral ENS 23, Maxime,5) : soient n >3 points M,,..., M dans le plan. Pour chaque couple de
points, on lance une piece qui donne Pile avec probabilité p e ] 0,1 [ . Si on obtient Pile, on trace une aréte entre
les deux points et si on obtient Face, on ne fait rien. On note 7, la nombre de triangles ainsi formés.

Pour i # j,onpose X, =1siles points M, et M, sontreliés, et X, ; =0 sinon.

i

On pose a, = 3 p.
1) Déterminer I’espérance de 7, .

SR

a

n

2) Montrer que Vg > O,P[

>5] — 0.

n—>+o0

Exercice 86 (Oral X 23, Ali,5) : déterminer lim \/1 + 2\/1 + 3\/1 +..+(m-DVl+n

n—+w©

Pour m €[[2,n], on pourra poser a,, , = \/1 + m\/l +(m+ 1)\/1 +..+(n=D+1+n et considérer, pour n fixé,

Wy =ay , —(m+1).

Exercice 87 (Oral X 23, Ali,5) :
1) Existe-t-il une fonction f:R — R, non constante, 1-périodique et NG périodique ?

2) Existe-t-il une fonction f:R — R continue, non constante, 1-périodique et NG périodique ?

Exercice 88 (Oral X 23, Eloi, ESPCI 23, Maxime,3) : soient X :[0,1] 2 LR, fe: [0,1]—> R, continues et

1 1
strictement positives. On suppose Vx €[0,1], f(x) = _[K(x, 2)g(z)d z et Vxe[0,1],g(x) = _[K(x, 2)f(z)dz.
0 0
Démontrer que f=g .
S

On pourra considérer la fonction h=g—M f, ot M est le maximum de = sur [0,1].
g

Exercice 89 (Oral ESPCI Bastien L,5) : Soit a e R . On note U, = n(a(n!) —Lan!J) )

Montrer que (U,,) converge si et seulement si a € Q+eN.

Indications : commencer par le sens retour.
Pour le sens direct, écrire U, =n(a(n(n—1)!)~| an!]) en fonction de U,

Exercice 90 (Oral ESPCI 23, Hugo B,4) : soit ( f,,) une suite de fonctions C3de Rdans R.
Jn()

—> 0
n—>+o0

fh(3)(x)|ﬁ C et sup
xeR

On suppose qu’il existe C > 0tel que sup sup
neN xeR

.fn(i)(x)| ;wo pour i e{1,2}.
n

Montrer que sup
xeR
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Exercice 91 (Oral ESPCI 23, Samuel,5) : soit /:R. - R, C*sur R’ . Montrer que

VneN*,VX>O,EIce]x,x+n[,zn:(2j(_l)nkf(x+k):f<n)(c)

Indications pour les exercices :
Séance 1 : Lundi 21 Mai (analyse)

Exercice 1 (oral CCINP 23, Samuel,2) :
1) Chercher la limite du taux d’accroissement.
2) Chercher le signe de la différence entre f'(¢) et I’équation de la tangente en 0 pour ¢ proche de 0 a I’aide

de développements limités.

Exercice 2 (Oral IMT 23, Bastien N,2) : Utiliser le théoréme d’intégration terme a terme, puis calculer

+00 n
-1

)

en séparant les termes d’indice pair et impair.
n=0(n+1)

Exercice 3 (oral CCINP 23, Mailys,2) :

1) MontrerVae N,U, >0.
2n+2
2n+5
terme dominant en facteur dans chaque expression.

2) Faire un développement limité en écrivant ln[ j =In(2n+2)—In(2n+5) puis en mettant le

3) a) Reconnaitre des sommes télescopiques et étudier In(n*°U,) .

b) Utiliser un critére de majoration pour les séries numériques.
4) Dériver terme a terme avec soin, et utiliser la relation qui définit U, .

all

In(n)

Exercice 4 (Oral Mines 23, Lou Anne,3) : utiliser la définition de limite pour

Exercice 5 (Oral Mines 23, Bastien L,4) : pour le calcul, décomposer en éléments simples puis exprimer les
N
. . 1 . .
différentes termes a ’aide de H,, = » —. Conclure a I’aide des sommes de Riemann ou d’un développement
k=1

asymptotique de H,, .

Exercice 6 (oral Centrale 1 23, Alice,3) :

. 1 . 4
1) Utiliser la nature de zk_" et majorer z f(k) pour p<n
k>l k=1
2) Comparer avec une intégrale.

a

3) Trouver de deux maniéres différentes un équivalent de z f(k) en utilisant la question précédente et
k=1

que if(k)ZnZEf(k).

Séance 2 : Mardi 22 Mai (algébre)

Exercice 7 (oral CCINP 23, Raphaél,1) : chercher les valeurs propres de 4 ou calculer X" AX lorsque
XeM, (R)
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Exercice 8 (Oral Mines 23, Liam,2) : montrer Im(4+ B) c Im(A4) +Im(B) .

Exercice 9 (Oral IMT 23, Bastien N,3) : déterminer le rang avec les colonnes, puis une base du noyau.
Observer les colonnes pour lesquelles tous les coefficients non diagonaux sont nuls. Utiliser la trace pour trouver
la derniére valeur propre complexe « et déterminer un vecteur propre associé.

Exercice 10 (oral CCINP 23, Mathilde,2) :
2) a) Montrer E = Vect(13,J ,J 2) et en déduire que c’est un espace vectoriel.
b) Utiliser la premiére question et calculer J 3,

3) Calculer le polyndme caractéristique.
4) Utiliser 1) et la diagonalisation de J effectuée au 3).

5) Calculer 1+ j+ j2 et procéder avec soin par double implication.

Exercice 11 (Oral Mines 23, Liam,3) : Ecrire 4 comme somme de deux matrices triangulaires, avec des
coefficients tous distincts sur la diagonale.

Exercice 12 (Centrale 1 23, Eloi, 4) :
1) Déterminer les valeurs de A telles que JX = AX admet au moins une solution X = 0 ou bien calculer le
polyndme caractéristique de J puis chercher les sous-espaces propres associés aux différentes valeurs
propres.

n-1
2) Etablirque 4= ZaiJi .

i=0

Séance 3 : Lundi 27 Mai (analyse)

Exercice 13 (Oral IMT 23, Ethan,2) : Utiliser le développement en série entiére de

2

(1-u)

Exercice 14 (Oral CCINP 23, Jérémy,2) :
1) Utiliser un équivalenten 0 etun o en 0.
2) Utiliser le théoréme de continuité des intégrales a parametres sur [a,+oo[ avec a > 0.

3) Utiliser le théoréme de convergence dominée a paramétre continu.

Exercice 15 (Oral CCINP 23, Arthur,2) :
2) Trouver une relation entre V,, et V,,, etexprimer V, en fonction de » .

3) Utiliser la suite (¥,1").
4) Dériver terme a terme et obtenir une équation en faisant apparaitre S et §'.
5) Montrer que f et § sont solutions d’un méme probléme de Cauchy.

Exercice 16 (Oral Mines 23,Eloi,3) :
arctan (xt)

t(1+2)
2) Utiliser le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres puis décomposer en éléments simples en

séparant les cas particuliers. Montrer que F’
3) Effectuer une intégration par parties.

1) Etudier I’intégrabilité de ¢ > g(x,?) = en Oeten +oo.

Exercice 17 (Oral Mines 23, Raphaél4) :
1) Utiliser le théoréme de convergence dominée pour trouver la limite (par exemple).
2) Faire le changement de variable u = In(?) et en déduire un équivalent de 7, en intégrant par parties.

3) Utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment puis les développements en séries entiéres
usuels.
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Exercice 18 (Centrale 1 23, Simon,3) ;

1) Utiliser la série de fonctions Z ]n(l + 67"(1”“)) et relier sa somme a f .
n=0
2) Dériver la somme de la série de fonctions précédente, ou raisonner directement en prenant 0 < x < y.

Séance 4 : Mardi 28 Mai (algébre)

Exercice 19 (Oral IMT 23, Thomas,2) : Ecrire la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X ] (ou dans une

autre base mieux choisie).

Exercice 20 (oral CCINP 23, Liam,2) :

1) Calculer BT,
2) Montrer que B n’est pas inversible.

Exercice 21 (Oral CCINP 23, Jérémy,3) :
2) a) Utiliser que u € O(E) .

b) Penser au théoréme du rang.
3) a) Reconnaitre une somme télescopique.

b) Montrer que u,(x) — 0y en majorant ||u, (x)|.
n—>+00

4) Montrer que (x,u(y) - y)= 0 en utilisant ’indication et en s’intéressant au polyndme en ¢ obtenu.

Exercice 22 (Oral Mines 23,Eloi,3) :
1) Ecrire la matrice de @ dans une base adaptée a la décomposition S, (R)® 4, (R)= M, (R).

2) Utiliser la matrice précédente et exprimer @~ sur S, (R) et 4, (R) ou résoudre I'équation ®(M) = N .

Exercice 23 (Oral Mines 23, Mailys,4) : Commencer par trouver une condition nécessaire et suffisante pour

a c
que A= {b d] eM, ((C) soit diagonalisable. Si f et g sont canoniquement associés a 4 eta B, prendre une

base dans laquelle la matrice de " est diagonale et traduire que la matrice de A/ + g doit toujours étre

diagonalisable.

Exercice 24 (Oral Centrale 1 23, Mailys,4) :
1) Bien penser a montrer que ® est linéaire et que si f € E , alors @ ( f ) est continue (par exemple avec

Chasles).
2) Montrer que si f € E, alors ®(f') est de classe C?sur [0,1] et calculer d(f)". Utiliser une analyse-

synthése pour trouver Im(®).

Séance 5 : Jeudi 30 Mai (analyse)

Exercice 25 (oral CCINP 23, Maxime,3) :
1) Prendre un équivalent.

2) Linéariser sin® & puis calculer la somme partielle de la série a I’aide d’une somme télescopique.
Exercice 26 (Oral IMT 23, Thomas,2) : Chercher une fonction développable en série entiére.

Exercice 27 (oral CCINP 23, Simon,3) :
1) Utiliser un développement limité.
2) a) Montrer que la série diverge, puis que la suite des sommes partielles est décroissante.
b) Utiliser la question précédente et une somme télescopique.

3) Utiliser les développements limités et In ( nr a} =In [n(l + g)j —In [n(l + é)j .
n+b n n

4) Calculer les sommes partielles de la série précédente et simplifier.
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5) Montrer que la somme suggérée est nulle d’une part, et la calculer d’une autre maniére en séparant les
différentes termes.

Exercice 28 (Oral Mines 23, Hugo B,4) : développer e en série entiére et déterminer un équivalent de

—+00 |
. n! 1
. Montrer avec soin que —

B sin(27en!)
© In(n) (ks n 4]

n

Exercice 29 (Centrale 1 23, Thomas4) ;
1) Montrer que (U,) est monotone mais ne converge pas.

2) Calculer V

n+l

-V, etutiliser le lien suite-série.
N

3) Considérer Z(Vk+1 —V,) a nfixé et étudier la limite quand N tend vers I’infini.
k=n

4) Ecrire U, en fonction de V, et conclure.

Exercice 30 (Oral Centrale 22, Mines 23, Bastien L,5) : Effectuer un changement de variable et poser 1 =¢™ .

Utiliser un développement en série enticére puis le théoréme d’intégration terme a terme. Choisir une écriture telle
que la somme des valeurs absolues des intégrales converge bien.

Séance 6 : Vendredi 31 Mai (probabilités)
Exercice 31 (oral CCINP 23,Arthur,1) :
1) Calculer p(v, =1).

2) Calculer COV(Y Y)pour j>i+let j=i+l.

irdj

Exercice 32 (oral CCINP 23, Eva,2) :

+0
1) Reconnaitre une suite récurrence linéaire d’ordre 2 et utiliser ZP(X =n)=1.
n=0

2) Lorsque f(x):Zx" :%pour xe]—l,l[,calculer fret f".
-x

n=0

Exercice 33 (oral CCINP 22,2)
1) Utiliser le théoréme de transfert et les séries entiéres usuelles.

2) Utiliser la convergence de > p, .
k

3) Montrer 0 S"f,("’c <p-

4) Reconnaitre une fonction usuelle.
5) Utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque.

6) Calculer F, avec le théoréme de transfert puis poser u = e’ dans I'intégrale.

Exercice 34 (Oral Mines 23, Ali,3) : Poser Fj = {(A,B) € P([[l,n]])2 ,ANB=@,card(4)=k| et calculer
card(Fy,).

Exercice 35 (Oral Mines 23, Maxime,4) :
1) Utiliser E, , : «la k—émeboule a été prise au moins une fois lors des npremiers tirages » et écrire

nk *

I’événement X, = p al’aide des E,, , puis utiliser I’événement contraire.

2) Utiliser les 1, et la linéarité de I’espérance.
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Exercice 36 (oral Centrale 1 23, Raphaél) :
1) Utiliser la définition de fonction génératrice et le systéme complet d’événements (N =k),_y .

k
2) Sionnote S, = ZX ; » exprimer G en fonction de G, .
i=1
3) Exploiter le lien entre la dérivée de la fonction génératrice et 1’espérance.

Séance 7 : Jeudi 6 Juin (algébre)

Exercice 37 (oral CCINP 23, Emma,l1) :
1) Montrer avec soin que <,> est défini positif.

2) Montrer d’abord V7 e[-1,1]\{0},g(t)=0.

Exercice 38 (Oral IMT 23, Emma,3) :
1) Montrer la linéarité et que si P e R,[X], alors ®(P)eR,[X].

2) Ecrire la matrice de @, dans la base canonique.

3) Procéder de méme : écrire un polyndme sous la forme P = ZakX ¥ et calculer @ (P) .
k=0

4) Remarquer que 1 est la seule valeur propre de @, . En utilisant I’image d’une base et le rang, montrer

que dim(E (®,))=1.

Exercice 39 (oral CCINP 22,23,3, Hugo A4) :
1) Regarder la taille de la matrice X" 4X et calculer sa transposée de deux maniéres.
2) Prendre une valeur propre et un vecteur propre non nul associé.

3) Relier M7 avec N, puis exprimer Q' Q en fonction de M . Pour montrer que —1 n’est pas valeur propre
de Q, exprimer M en fonctionde Net /.

4) Procéder par analyse et synthése. Une fois B trouvée, montrer que (I, +U)B=—(I,+U)B".
Exercice 40 (oral Centrale 1 2023, Samuel,3) :

1) Procéder par récurrence et montrer que P, est de méme parité quen .

2) Pour calculer <Pn,X p >, utiliser des intégrations par parties. Pour calculer (Pn ,Pk> avec k <n, écrire

P, dans la base canonique.

Exercice 41 (Oral Mines 23, Hugo A,3) :
2) Calculer XTQFX pour X e M, (R)

3) Procéder par double implication. Dans le sens direct, montrer que les colonnes de O, ,; forment une

famille liée. Dans le sens retour, montrer que (¢,...,¢,; ) estliée et que (¢,..., ¢, ) est libre en utilisant

les colonnes de Q,.,;etde Q..

Exercice 42 (Oral Mines 23, Alice,4) :
1) Construire une suite qui convient par récurrence : si (£, F,...,P,) ont été construits, déterminer P, a

0oL s L,

I’aide de Gram-Schmidt. Puis montrer I’unicité en supposant qu’il existe une autre suite (Bn )neN qui

convient, et en utilisant que B,,, € F,", ou F," est orthogonal de F, =R, [ X ]| dans F,

+1
2) Utiliser I'unicité de la question précédente.
3) Montrer que (B, B,...P,_,) estunebasede F, =R, [X].

n
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Séance 8 : Mercredi 5 Juin (analyse)

Exercice 43 (Oral CCINP 23,3) :
1) Utiliser la caractérisation séquentielle.
2) Utiliser le théoréme des bornes atteintes et étudier la fonction sur la frontiére de F', puis a ’intérieur en
recherchant les points critiques.

Exercice 44 (Oral IMT 23, Jérémy,2) : Utiliser le lien suite-série et un développement limité.

Exercice 45 (oral CCINP 23, Orane, Raphaél,3) :
2) a) penser au théoréme des bornes atteintes.
b) Utiliser une majoration et la question précédente.
3) Dériver I’expression de T, f
4) Utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un intervalle quelconque a partir de 1’expression
initiale de T, /.
5) Montrer que T, f posséde une limite finie en 0 a I’aide du théoréme de la double limite.

Exercice 46 (Oral Mines 23, Samuel 4) :
1) Chercher le nombre de solutions de I’équation sh(xu)=y, ou y est fixé,

2) Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral.
3) Déduire une minoration de ¢_de la question précédente, et utiliser un développement limité en 0.

Exercice 47 (Oral Centrale 1 23, Bastien L ,4) :
1) Utiliser I’imparité et la périodicité.
2) Utiliser le théoréme d’intégration terme a terme sur un segment et la formule de Stirling pour montrer la
convergence normale. Calculer les intégrales de Wallis qui se présentent.

+00 +00
3) Utiliser 1) et un développement en série entiére de Arcsin . Relier ZW avec Z—Z en séparant
n=0 n+ n=1 N

les termes pairs et les termes impairs.

Exercice 48 (Oral Mines 23, Paul B,5) : indiquer la valeur de F,, gsur |0,1] etsur [n,n+1[pour ne N’
suivant les valeurs de S . Faire I’étude en O et séparant le cas f=0.

n+l
Pour I’étude en +o, encadrer J, = J. F, ;(x)dx a’aide de la relation zt <sin(t) <t pour ¢ € [O,%} .
T

n

+90
Montrer que _[ F, ;(x)dx converge si et seulement si z J, converge.
1

n=l

Séance 9 : Lundi 10 Juin (algébre)

Exercice 49 (oral CCINP 23, Simon,3) :
1) Montrer que M +M T est diagonalisable et étudier ses valeurs propres.

| i
2) Considérer M :{. IJ.
i -

Exercice 50 (oral CCINP 23, Samuel,3) :
1) Prendre une matrice triangulaire.
2) a) Effectuer le produit matriciel.

b) Utiliser la définition de valeur propre et " AxxT || .
3) Majorer la double somme obtenue en échangeant les deux sommes.

4) Utiliser 2b) et le théoréme spectral.
5) Déterminer une expression de sin(a)+sin(h) et montrer que les valeurs propres obtenues sont bien

distinctes.
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Exercice 51 (Oral IMT 23, OraneJ4) :
1) Considérer un élément de ker(A +A47! ) .

2) Trigonaliser 4 sur C et calculer 4.
3) Montrer que 4> +1, =0

Exercice 52 (Oral Mines 23, Lou Anne,4) :
1) Déterminer les racines de B, a I’aide de la somme des termes d’une suite géométrique.

k
Résoudre ensuite > =1 a I’aide d’une décomposition en produit de facteurs premiers.

2) Calculer P,(-1).

Exercice 53 (Oral Mines 23, Maxime,4) :
1) Utiliser I’équivalence des normes et la définition du rayon de convergence.

2) Calculer M 2 puis M" puis conclure.
3) Traduire ce que ’on veut en termes d’endomorphisme. Traiter séparément les cas & =0 et a # 0. Ecrire
les conditions qui doivent étre satisfaites et vérifier en priorité les plus contraignantes.

Exercice 54 (Oral Centrale 1 23, Emma,3) :
1) Procéder par récurrence.
2) Ecrire la matrice de la restriction ¢, de ¢ a R, [X] dans la base canonique de R, [X].

3) Montrer d’abord I’injectivité en prenant P € ker(¢) et en considérant n > deg(P).

Montrer ensuite la surjectivité en prenant Q € R[X ] etn>deg(Q).

Séance 10 : Lundi 10 Juin (analyse)

Exercice 55 (Oral IMT 23, Emma,2) :
1) Etudier la convergence simple de cette série de fonctions.
2) Utiliser le théoréme de continuité de la somme d’une série de fonctions. On peut se placer sur des

segments.
3) Utiliser le théoréme de la double limite.
+0
4) Montrer que ¢ z 5 est dérivable sur D .
n=1 "+t

Exercice 56 (Oral IMT 23, Paul C,3) :
1) Poser f(x)=+2+x etétudier le signe et les valeurs d’annulation de g(x) = f(x)—xsur R, . Faire un
dessin et séparer deux cas.

2) Poser V, =2-U, et montrer |Vn+1|S%|Vn|.

Exercice 57 (oral CCINP 23, Emmaj ) :
1) Distinguer deux cas suivant la parité de n .
2) Distinguer de nouveau deux cas et faire attention au comportement en —1 pour zn impair.
3) Séparerlescas x=1, |x| <let |x| >1.
4) Utiliser un équivalent pour |x|>1.
5) Utiliser le théoréme de continuité de la somme des séries de fonctions. Se placer sur des segments

inclus dans D .
6) Etudier la limite en + oo avec le théoréme de la double limite. Pour la limite en 1, considérer la somme

N
partielle Z Jn(x) pour x>1.
n=2
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Exercice 58 (Oral Mines 23, Mailys,5) : je n’ai trouvé qu’une maniére difficile et astucieuse de faire cet
exercice, mais peut-étre existe-t-il une autre possibilité.

N N
Etudier Sy = Y. (1)} I, en calculant > (~1)* sin ((2k +1)¢).
k=0 k=0
/2
sin (211 + l)t
=2 ]

Justifier que 7, ————~d¢ . Utiliser le lemme de Riemann-Lebesgue vu en début d’année et calculer

0 1+cos? 1

KN:

/2 -
2N +1
IMdupour NeN.

sinu
0

Exercice 59 (oral Centrale 1 2023, Ali,4) :
1) Utiliser le théoréme de continuité puis le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres. Se placer

sur tout segment de Ri pour la dérivation.

2) Montrer que 7 existe et que / = f(0) en intégrant par parties. Puis expliciter ", f'et enfin f sur Ri
Exploiter les limites en -+ pour trouver les constantes d’intégration.

Exercice 60 (oral X, Mines 23, Liam, 4) : Procéder par ’absurde et supposer par exemple f(a) <0, puis étudier

ce qui se passe pour x>a .

Séance 11 : Mardi 11 Juin (algébre)

Exercice 61 (oral CCINP 23, Paul,3) :
1) Ecrire —256=4%¢'"
2) Procéder par analyse et synthése et utiliser la caractérisation des racines multiples d’un polynome avec
les dérivées.

Exercice 62 (oral CCINP 23, Paul C4) :
1) Montrer que si u:t+>1 et v:ti>t,alors W =Vect(u,v).

2) Utiliser deux intégrations par parties pour calculer le produit scalaire.

3) Prendre u e W et écrire u=w+h,avec we W et he H . Montrer que (w,w)=0.

4) Montrer que <h,u>=<h,v>:().

5) Montrer Vf € E,3!(w,h) e Wx H, f =w+h al’aide d’une analyse-synthese. Achever I’analyse faite au

4). Pour la synthése, poser g(x) = J.Uh(t)dtJdu etmontrerque g€ G .
[UAN(]

Exercice 63 (Oral IMT 23, Paul C4) :
1) Calculer AU en utilisant o" =1.

1
2ir P
2) Poser w=e " etpour pe[0,n-1]:U, = i . Calculer AU, et montrer que
wP@D

C =(U,,..,U,_,) estune base de C" puis écrire la matrice de I’endomorphisme canoniquement associé

a A dans cette base.

Exercice 64 (Oral Mines 23, Ali,3) :

11
procéder par analyse et synthése et montrer que si 4 convient et 7 = (O J ,alors AT =TA
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Exercice 65 (Oral Mines 23, Mathilde,4) : procéder par analyse et synthése et prendre la trace dans 1’équation.
Utiliser S, (R)® 4, (R)=M,, (R).

Exercice 66 (Oral Centrale 18, Mines 23, Paul B et Yanis,4) :
) . . Im(u) > E )
1) Montrer que rg(u”) < n . Utiliser le théoréme du rang pour f : et procéder par double
x> u(x)
inégalité pour montrer que N =3n.

2) Chercher une base dans laquelle la matrice est 4 . Montrer que rg(u’)=n.

Séance 12 : Jeudi 13 Juin (divers)

Exercice 67 (oral CCINP 23, Orane,3) :
1) Déterminer les valeurs propres et un base de vecteurs propres de 4 . Conclure avec la formule de
changement de base.
2) Utiliser I’expression précédente pour deviner une solution (on ne les demande pas toutes). On peut
expliciter une telle matrice B .

Exercice 68 (Oral IMT 23, Jérémy,2) : étudier d’abord la convergence simple en traitant a part le cas x =0.

Exercice 69 (Oral CCINP 23, Ethan) :
1) Utiliser une primitive.
2) a) Utiliser I’expression précédente et passer a la limite.
b) Appliquer le théoréme de continuité des intégrales a parametres.
3) a) faire le changement de variable y = sin(z)

b) Appliquer le théoréme de dérivation des intégrales a paramétres pour 1’expression précédente.
4) Calculer x f"(x)+ f'(x)+ x f(x) et reconnaitre la dérivée d’une fonction sous I’intégrale.

5) Montrer que f est développable en série entiére sur R et chercher les coefficients a I’aide de I’équation
différentielle.

Exercice 70 (Oral Mines 22,23, Samuel, 4)
1) Montrer qu’il existe x € X (Q)tel que P(X =x)=c>0. Calculer P(X =x—kA)=csi keN)

2) Procéder par analyse et synthése. Montrer qu’il existe x € X (Q)\{0} tel que P(X = x)=c >0 . Montrer

si X et A.X ontlaméme loi, alors Vne N, P(X = %) = ¢ . Trouver une condition que doit satisfaire A4

puis étudier la réciproque.

Exercice 71 (Oral Mines 23, Chloé4) :
1) Considérer I’espace vectoriel 7' des matrices triangulaires supérieures avec des termes diagonaux nuls.
Etudier TN E .
2) Prendre E=S5,(R)
3) Commencer par trouver une condition nécessaire et suffisante pour que 4 € M, (C) soit diagonalisable.
Montrer par I’absurde qu’on ne peut pas avoir dim(£) =3 . Pour cela, on peut montrer qu’il existe une

matrice de E qui est triangulaire supérieure avec des coefficients diagonaux distincts, et une autre du
méme type qui est triangulaire inférieure, puis les combiner.

Exercice 72 (Oral Centrale 1 23, Mathilde,5) :
1) Utiliser le théoréme des bornes atteintes.

2) Montrer que f ne peut pas admettre de maximum local atteint en un point a € U = {x eR” ,||x|| < 1} .

Utiliser pour cela la trace de la matrice Hessienne.
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Séance 13 : Vendredi 14 Juin (divers)

Exercice 73 (Oral CCINP 23, Ethan,1) :
1) Utiliser un polyndme annulateur.

2) Calculer /°, 1+ j+ j* et M.

Exercice 74 (oral CCINP 23, Liam) :
2a) Chercher les points d’annulation du gradient en résolvant un systéme.
2¢) Reconnaitre une identité remarquable.
3) Utiliser les valeurs propres de cette matrice hessienne.

(—cosy)\ll—x2

5) Séparer les cas y, € }O,%[ et y, € } %,7{. Mettre v1- x> en facteur.

4) Majorer

Exercice 75 (Oral IMT 23, Orane,2) :
1) Procéder par disjonction de cas suivant les valeurs de x.

2) Utiliser le théoréme de dérivation des séries de fonctions. Se placer sur un intervalle [a,+oo [ , avec

a>0.

Exercice 76 (Oral Centrale 1 23, Bastien N,5) : trigonaliser 4 et calculer tr(A"” ) pour 0< j<k—1.Ecrire

matriciellement le systéme obtenu et montrer que la matrice qui intervient est inversible, puis étudier la limite.

Exercice 77 (oral Centrale 1 2023, Paul4) :

1) Faire le calcul puis montrer P+ = (P(7 )T en revenant aux coefficients.

2) Justifier que {o-k,k € N} est un ensemble fini.

3) Utiliser un polynome sur C et remarquer que si P, est diagonalisable sur R, alors (P‘7 )2 =1,

Exercice 78 (Oral Mines 23, Chloé,5) :
2) Considérer (M g(x) —f(x))(f(x) —mg(x)) pour x € [a,b] , puis intégrer.

1
Exercice 79 (Oral Mines 23, AlLi,5) : Pour f e E , onpose I(f)= j( FOP + 1) )dt .
0

1
Montrer tout d’abord 7(f) = j(f O+f '(t))2 dt , puis minorer /( /') en utilisant la dérivée de la fonction
0

t f(0)e' et 'inégalité de Cauchy-Schwarz. Prouver qu’il existe une fonction de E qui vérifie le cas d’égalité

dans Cauchy-Schwarz.

Séance 14 : Lundi 17 Juin (corrections suivant la demande)
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Exercices en plus :
Oraux ENS-X-ESPCI :
Exercice 80 (Oral ENS 23, Eloi,5) :

1) Utiliser le dénombrement et s’intéresser a 1’ensemble {o-l,...,an} .

2) Si on note Sy I’ensemble des permutations de |Il, N]] et A4 un sous-ensemble de III,N]] , poser
E, = {o- € SN,{O'I,..,O'mrd(A)} = A} et montrer que £, N Eg =@ si B est un autre sous-ensemble de

. . . N N s
[[1, N]] . Minorer et majorer P U E, | enutilisant Vk [[O, N]], < aprés I’avoir justifié.
o k) \[N/2]

Exercice 81 (Oral ENS 23, Ali,5) :
1) Utiliser une comparaison avec une intégrale.

n
2) Sif§, = Z kin(k) = _an +b, +o(b,) , alors poser W, =S, —a, +b, et faire un développement de

k=1 n—>+

—>+

W, —W, _, alordre o(l).Puis montrer que si ¥, = o(l), alors ZYk = o(n) et conclure.
n 00 =2 n—>+0

Exercice 82 (Oral ENS 23, Ali) : procéder par analyse et synthése. Si une matrice est triangulaire supérieure et
orthogonale, étudier sa premiére colonne, puis la seconde et ainsi de suite.
Exercice 83 (Oral ENS 23, Ali,2) : Montrer que si (a,,) n’est pas la suite nulle, alors elle est bornée et ne tend

pas vers 0. Etudier alors le rayon de convergence de Zan z".

Exercice 84 (Oral ENS 23, Maxime,S) : Aprés avoir étudié¢ S, sur Im(ldg — f) et ker(ldp — f), montrer
Im(ldg — f)@ker(ldg — f) = E, puis que (S,) converge dans L(E) vers la projection sur ker(/dg — f)
parallélement a Im(/dg — f).

Exercice 85 (Oral ENS 23, Maxime,5) :
1) Poserpour 1<i<j<k<n Y, =X X X,

;.« ctutiliser la linéarité de ’espérance.

2) Majorer a I’aide de la variance de T, . Expliciter cette derniére, et remarquer que de nombreux termes

sont nuls, et que les autres sont majorés par 1. En déduire une majoration de V' (7, ) .

Exercice 86 (Oral X 23, Ali,5) :
Exprimer W, a I'aide de W,, , puis établir une relation entre W, et ¥, faisant intervenir les a,, , et mavec

2<m<n-1.Faire le lien avec U, et conclure a ’aide d’'une minoration de a,, ,, .

Exercice 87 (Oral X 23, Ali,5) :
1) Considérer 4= {p + \/Eq,p,q € Z} et f=1,, lafonction indicatrice de 4 .

2) Veérifier que Vn e N,(v2 -1)" € 4. En déduire Vn, p e N, f(x) = f(x + p(ﬁ —1)") et aboutir a une

absurdité en supposant x < y et f(x)< f(») eten mettant en défaut la définition de la continuité en y .

Exercice 88 (Oral X 23, Eloi, ESPCI 23, Maxime,3) : montrer Vx €[0,1],4(x) <0, puis étudier
S (xp)—Mg(xg) -
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Exercice 89 (Oral ESPCI Bastien L.,5) :
Dans le sens retour, écrire a = P +ec,avec peZ, qe N*, ¢ e N . Ecrire e comme somme d’une série et

+00 |

séparer les termes d’indice inférieur ou égal a n des autres. Montrer z — —> 0.

P2 Pl no+o

Pour le sens direct, écrire U,, =n (a (n(n=1)~|an 'J) en fonction de U, _; , puis poser

y

w=nla(n=1!|—| an!| et montrer que (V,) est convergente, puis qu’elle est stationnaire & partir d’un certain

rang N . Exprimer p, =| an!|en fonctionde net N et étudier la limite de (p, ).

Exercice 90 (Oral ESPCI 23, Hugo B,4) : écrire I’inégalité de Taylor-Lagrange entre x et x+/ et entre x et
x —h puis sommer ou soustraire les expressions obtenues. Choisir ensuite judicieusement la valeur de 4 .

Exercice 91 (Oral ESPCI 23, Samuel,5) :
Procéder par récurrence et utiliser le théoréme des accroissements finis pour I’initialisation.

Pour I’hérédité, considérer T(f): x> f(x+1) et calculer (T —1d,)"(f). Remarquer ensuite que

(T—1d,)" (f)=(T—1d,)" (T(f )~ (T~ 1d,)"(f) .
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