Exercices en plus 24 : Corrigé CCINP.

Exercice 1 (oral CCINP 22) : soit E un espace vectoriel de dimension 7>2. Soit u € L(E). On note u” =uou

. On suppose u> —2u+1d, =0 et u=1Id,.

1)
2)

3)
4)

5)

Démontrer que u € GL(E) et determiner ™.
Montrer que Im(u—1d,)c ker(u—1d,). Montrer que 1 est la seule valeur propre de u. u est-il

diagonalisable ?
Soient f', g deux projecteurs. Montrer que fog =g < Im(g) < Im(f).

Soit v e L(E), non nul, tel que v* =0. Soit S un supplémentaire de Im(v) dans E . Soit p, la projection
sur Im(v) parallélementa S. Onnote ¢, = p, —v.
Montrer que g, est un projecteur et que Im(p,) =Im(q,)

Montrer qu’il existe deux projecteurs p,q tels que u = p+q et Im(p) =ker(q) .

Corrigé :

1))
2)

3)

4)

5)

On a directement u o (2/d, —u) = Id, , donc u est bijective et

On a un polyndme annulateur (X —1)* , donc et 1 est la seule valeur propre possible de u .
Il reste a prouver que 1 est bien valeur propre.
Comme u’—2u+1d, =0, il vient (u—1Id,)* =0, . Si u—1Id, était bijective, (u—1Id,)’ =0, le

serait aussi, ce qui est absurde. Donc u —Id, n’est pas étre bijective et 1 est valeur propre de u .
Donc | Sp (u) = {1}

Si u était diagonalisable, sa matrice dans une base de E constituée de vecteur propres serait / , et on

aurait u = Id,, , ce qui est exclu. Donc |u n’est pas diagonalisable|.

On procede par double implication.
= On suppose fog=g.Si yelm(g), alorsilexiste xe E,y = g(x).

Deés lors, y = g(x)= fog(x) e Im(f).On adonc bien Im(g) < Im(f).
<= On suppose Im(g) < Im(f). Pour xe E,g(x) e Im(g). Donc g(x)eIm(f) et puisque f est un
projecteur, fog(x)=g(x).Onadoncbien fog=g.

Onadoncbien|fog=g©Im(g)cIm(f)|

On sait que ¢, = p, —v, donc que ¢, °q, = p, o p, — p,ov—vo p, +v*. On remarque ensuite que si x € £
, v(x)elm(v)=Im(p) , donc p ov(x)=w(x) et ainsi p,ov=v. De plus, V' =0 et si xeckE,

p,(x)eIm(v), donc ve p,(x)=0,.Donc vep =0, .

Ainsi, ¢, 0q, = p -v=g¢q,

donc g, est un projecteux*

De plus, avec ce qui précéde, g, o p, = p, —ve p, = p,, donc avec 3), Im(p,) = Im(g,) .
Enfin, p,oq, = p,—p,ev=gq,,donc Im(p,) > Im(q,) . On a donc bien |Im(p,) = Im(q,)

On sait que (u—1d,)* =0 L) - On pose et on applique ce qui préceéde. On obtient ainsi deux
projecteurs q,, p, tels que g, = p, —v tels que Im(p,) =Im(q,).

Onaalors u=v+1d, = p,+1d, —q,. On pose alors‘p:plet q=1d, —q,| Onabien|u=p+q|




Il vient gog =1d, —2q,+q, =q, donc |p,q sont des projecteurs.|

De plus, Im(p,) =1Im(q,) = Ker(ld, —q,) = ker(g) , donc |Im(p) = ker(q)

1
Exercice 2 (oral CCINP 22,2) : on étudie f(x) = Itxe”dt .
0

1) Déterminer le domaine de définition D de f .

2) Etude des limites aux bornes.
2
a) Montrer Vx> -10< f(x) < ¢
X+

[ En déduire la limite de f'en +o.

b) Déterminer la limite de fen —1".

3) Montrer que f estde classe C'sur D et déterminer f'. Quelle est la monotonie de f sur D ?
4) Equivalent en +o
a) Déterminer une relation entre f(x+1)et f(x).

b) En déduire un équivalent de f(x) en +oo.
1) Onpose g(x,/)=t"¢" pour xeR et r]0,1].

. 1 . .
t+— g(x,t) =t"e* est continue sur ] 0, 1] ,et g(x,t) ~0t* =—"Donc t+> g(x,t) estintegrable en O si
t—> =

et seulement si x >—1.Donc |D =] -1+ (|

2) a) Soit x>-1. Alors 0<¢* <r'e* <e’r*pour 1]0,1].

2
e

1
Donc en intégrant |0 < ——< f(x) <
x+1 x+1

Donc par encadrement, | f(x) — 0

X—>+w

L < ro etlfG) = 1)

b) Avec ce qui précéde, on a aussi Vx > —1, <
x+1 x>

3) On cherche a appliquer le théoréme de dérivation des intégrales a parametres.

e Pourtout x>—1, t > g(x,t) =t"e” est intégrable sur ]0,1] .

e Pourtout t€]0,1], x> g(x,1) =" e* est C'sur D.

. z—g(x, 1) =In(r)e™ e . On prend alors a >—1 et on prend x &[a,+]:
x

|inoye| <|(no)|te® = p(r) =

|(inr)|e*
e

Dés lors, si —a< A <1,t*p(t) = |(lnt)| e —>00 , donc ¢(1) :Oo(i;j et @ est intégrable en 0 et
- t—> t*

continue sur ]0,1], donc ¢ est intégrable sur ]0,1].

1
On obtient dond| f '(x) = I(ln e’ dt|,
0

Pour ¢ € ] 0,1] , In(#) <0 donc f est décroissante sur D .



1 1
4) a) On effectue une intégration par parties : f(x+1) = Il”l *dt = [; X”ez‘} _(x_;l)jz"ez’dt
0

2

On obtient donc| f(x +1) = %—%(x +1) f(x)]

2 2
b) Onsaitque f(x) — 0.Donc %(x+l)f(x)=%—f(x+1) - % .
) 2 2
Donc l(x+1)f(x) ~ Cet|f) -~ — ~ =
2 x40 D x40 y 4 ] x40y

Exercice 3 (oral CCINP 19,22) : Pour ne Net xeR’ , onpose U, (x)= D"
n+x

1) Enoncer le théoréme spécial sur les séries alternées, avec la majoration et le signe du reste.
+o0
2) Pour x > 0,onnote f(x)= ZUn (%) . Justifier que f est bien définie sur R’ et montrer qu’elle est
n=0
continue sur R .

+00

3) Montrer Vx>0, /(x) =i—§ (_11)  Btablir Vx> 0,2 /(x)= 1+ 3 ( D
X n

= n+l+x — n+x)(n+1+x).
1
4) Montrer que Vx> 0,|f(x)——|<————. En déduire un équivalent de f(x)en 4 o .
2| 2x(x+1)

5) Déterminer un équivalent de f(x)en 0.

x 1

6) Démontrer que Vx>0, f(x) = _[

1) Voir cours.
2) On fixe x > 0 . On utilise le théoréme spécial sur les séries alternées. On a bien une série alternée et la

suite (U, (x)]) = (n L

Donc f(x)= ZUn (x) est bien défini pour x > 0 .

n=0
De plus, avec la majoration du reste du théoréme sur les séries alternées, il vient :

Z U, <0, (0] <

k=n+1

j est décroissante et converge vers 0 .

— 0.

n—>+w0

LS L et par encadrement, ||Rn|
n+l1’ n+1

- . . . *
Donc la série de fonctions ZUW converge uniformément sur R, .

n=0

Comme chaque fonction U, est continue sur R R’ .

3) Six>o0,f(x)= z( 1) l+§ﬂ

X on+x

1 +0o0 _1 n
Avec un changement d’indice, on a bien | Vx > 0, f(x)=—— Z (—)
S n+l+x

Puis on somme les deux expressions de f(x)et on met au méme dénominateur. Il vient alors

27(x) :%+i (Sl

P (n+x)(n+1+x)




Z Gl | < ! avec la majoration du reste du théoréme spécial.
= (n+x (n+1+x | x(1+x)

_
x(x+1)°

4) En outre,

I
@3 2x(x+1)

et ainsi | Vx >0,
2x

2102 <

X

On a donc

Dés lors,

1 1 1
xf(x)—— , donc par encadrement, xf(x) —> — et|f(x) ~ —
(%) 2‘ 2 donep f() 2 2 et 70 = o

5) Onapour x>0 : f(x)——+g(x) avec g(x)= 2( 1)

Iy
Z()

e N X

LSl donc f(x) = l+o(lj et| f(x) ~ —|
X x>0 x X

De plus, |g(x)| "
+ x—0" X

L 40

J'Z( 1) tn+x ldl

0 n=0

6) Soit x > 0 . Avec le développement en série entiere de ¢

Si on cherche a appliquer le théoréme d’intégration terme a terme, on constate que 1’on n’a pas

1
etz

n+x n+x

I’hypothése principale, car J.t"“"ldt = diverge.

0

On pose donc W, (1) = Z(—Dk " et on cherche a appliquer le théoréme de convergence dominée.

k=0
n k  k+x-1 t/\;l .
W.(t)= Z(—l) t = o =W(t) et (W,) converge simplement vers W .
k=0

_1\k phx-l

De plus, toujours avec la majoration du reste, <t '=g(f),etcomme x >0, @

est intégrable en 0, donc sur ]O 1] .

Donc jW(t)dz—j(Z( )£ ljdt - j—dt Donc Z( 1)j

n—>+o0 n~>+00

Lo x-1

Donc Z . n_mc'([ . dt et par unicité de la limite,

Exercice 4 (oral CCINP 22,2) : soit E un espace euclidien de dimension #n>2et u € E'\ {0 } Soitar e R".

E—>FE
Onpose f {x S xralnubu
1) Montrer que f est un endomorphisme de E .
2) Onseplace dans E=R*, avec =2 et u=(1,2).
a) Déterminer la matrice de f dans la base canonique.
b) Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de f .
3) Onrevient au cas général. On pose D =Vect(u) .
a) Montrer que si x est un vecteur propre de f , alors xeD ou xe D~
b) En déduire que f est diagonalisable et déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres.
¢) A quelles conditions sur « et u I’application f est-elle bijective ?

d) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que f soit un automorphisme orthogonal.



1)

2)

3)

f est définie sur E et a valeurs dans E . Soient de plus x,y € E et L eR.
Alors f(x+Ay)= x+ly+a<x+ﬂ.y,u>u = f(x)+Af(y),donc f estlinéaire.

Donc ‘ f estun endomorphisme de E ‘

a) Onnote (e,,e,) la base canonique de E =R’

3 4
Oncalcule f(¢)=¢ +2u et f(e,)=e, +4u.On trouve MB(f):[ ]

4 9
b) Alors ;(/.=X2—12X+11 et Sp(f):{l,ll},

2 4
Alors MB(f—]dE):[4 8] et‘v:(Z,—l)est une base de ker(f—]dE)|

On remarque que ker(f —Id,) = (Vect(u))"

4
Puis MB(f—llldE):[ ] et‘u =(1,2) est une base de ker(f—llldE)‘

4 2

a) Soit x# 0, , un vecteur propre de f , associ¢ a la valeur propre 4. Alors x+a (x,u)u = Ax, donc
a(x,u)u =(A-Dx.
a{x,u
< > eD.
A-1
Sinon, a(x,u)u =0, et comme ¢ et u sont non nuls, x € D*.

Si A#1,alors x=

Donc si x est un vecteur propre de f, alors xeD ou xe D*|

b) On prend une base Bde E=D® D", adaptée a cette décomposition, orthonormée, en posant

V= "u_" , base de D . On regarde la matrice dans cette base :
u
Si xeD*, f(x)=x+a(xu)u=x. f(v)= L+i<u,u>u = 1~l—0{||u||2 v
el e ( )
I+afu 0 (0)
On obtient ainsi une matrice diagonale D =M ,(f) = 0 !
0) 1

Donc ‘ fest diagonalisable‘

De plus, Sp(/) ={1+alul 1}|ef £, .(/) =D, et £(f)=D*

c) f estbijective si et seulement si D est inversible. Donc |f € GL(E) & alu|’ # —1|

d) Enfin, comme B est orthonormée, f e O(E)< My(f)eO,(R). Les colonnes de la matrice

doivent alors étre de norme égale a 1. Or 1+ oz"u"2 =1 estexcluavec  eR".
Etltafu| =-1oa =%. Donc feO(E)= a

I
e Juf



Exercice 5 (oral CCINP 22) : Soit e R .

1)

2)

1)

2)

)

. sin“(nd) ,

Déterminer le rayon de convergence R de Z# z
n=0 n.
sin”(n@
Calculer z (n )x lorsque xe]-R,R[-
n=0 l’l
sin (nH) (nd) , .
Pour zeC, ' — , donc la série 2—' z" est toujours convergente, donc .
n! n! = n!
. . 1- 2n6

Soit xe]-R,R[=R . Alors sin®(nf) = % .

+00 iin2 40

sin” (nd 1( . cos(2nd , L.

Donc E #x” =—|e' — E ﬁx" (on peut séparer en deux sommes car les deux séries
= n! 2 = n!

convergent). Alors Z M =Re (i i' ( & x)” ] Re (exp (ez,yx))
! n!

n=0

Dongc Z M " =Re (exp (cos(20)x +i sm(2¢9)x)) = exp (cos(26)x ) cos(sin(26)x)

n=0 n!

Exercice 6 (oral CCINP,1) : pour n € Netr>1 ,onpose f,(t)= iln(l +ij .
nt

1))

2)

1))

2)

N

Démontrer que pour tout 7 € N, J,estintégrable sur |1,+ o0 [ .

Etudier la limite de J £, ()dt quand 7 tend vers I’infini.
1

Tout d’abord, f, est continue sur ]1,+ oo [ et méme sur [1,+00[ , ce qui donne I’intégrabilité en 1.

" 1 1 1 .
De plus, pour n€N | fn(t):iln(1+—J ~ —5 €t t+>—— est intégrable en +oo, donc f, 'est
to>+o0 f t

Ji nt

]1,+oo[‘.

aussi.
Donc

On utilise le théoréme de convergence dominée.

Pour t 21, f ()= —1n(1+ ! j \/_ = f(t), donc la suite de fonctions ( fn) converge simplement
n—>+e0

Ji

vers f .

fn(t)|£%$:L:¢)(t), avec @

De plus, pour u >-1, In(l+u)<u, donc si £>1 et neN, 7

intégrable sur |1,+ oo [ .

On obtient donc j f(dt — j f)dt=2
| n—+ow f




ein€

\/;+ein{p :

Exercice 7 (Oral CCINP 22,2) : Soient ¢,0 € R . Pour n>2, on pose: u, =

eing ein(9+{p)

1
1) Montrer que 4, = ——-———+0| —=|.
n—+o n n (n n j
2) Onsuppose que & et ¢ sont des multiples de . Quelle est la nature de Zun ?

: 1 2 1 e 1 o o€’ 1
1) Onsaitque — = 1-u+O(®w").Donc u, =— . = —|" " —+0|—||.
1+ 4 u—>0 _\/;l+e’"(/’ n—+o fp \/; n
Jn
in6 in(0+p) 1
On obtient bien |u, = <—-5 +0( j
n—+ow n n n_J;
2) On distingue plusieurs cas.
. o 1 1 1 1 .
e Sif@=2pr,avec peZ,ilvient u, = —+o[—j,donc u, ~ —=.0r [—] est de signe
n—>+o0 n n n—+owo n n

fixe et la série ZL diverge, donc ) u, diverge.
n=l N1 n=1
_ (-1)" 1 1
o Sif=Q2p+lrmet p=2k+)x,avec k,peZ,alors u, = —+o|—|.

o Jn on \n

1 .
~ ——. Alors Zvn diverge.

n—>+0
n nl1

1 1
On note alors v, = ——+ o(—j
n n

n

En outre, avec le théoréme spécial sur les séries alternées, z

)
= n

converge.

Donc par somme, Zun diverge

nxl1

n—+o0 \/; n }’l\/;

s - - . - ="
Avec le théoréme spécial sur les séries alternées, E =D et E (Vi convergent.
n

n=l \/; n>1

o Sif@=0Q2p+lrmet p=2kr,avec k,peZ,alors u, = Sl A )] +O( ! J

1

1 . 1
De plus, [TJ est positive et ZT converge, donc ZO[ j converge et Zun converge.
n\n

nzl nxl nNn n>1

Finalement, Zun converge si et seulementsi @ =2p+1)ret o =2kx,avec k,peZ

n=l




Exercice 8 (oral CCINP 23,3) : soit M € M, (R) telle que M>+M +1, =0.

1) M est-elle inversible ?
2) M est-elle diagonalisable sur R ? Sur C ?
3) Montrer que n est pair. Calculer 7r(M) et det(M).

Corrigé :

1) Onadirectement M (-M —1,)=1,, donc ‘M estinversibleet M~ =-M -1,

. —1+i
2) P=X?+X+1 estun polyndme annulateur de M . Ses racines sont x = %\5 =exp (%) =j et

—l—i\/g =2z = . . . - .
y= 3 =exp[ 3 jZJ.AlnSI,PZ(X—j)(X—j) et Sp(M)C{],]}.

M ne possede pas de valeur propre réelle, donc |M n’est pas diagonalisable sur R |
P est un polynéme annulateur de M , scindé a racines simples, [ M est diagonalisable sur C|

3) Comme M eM, (]R) , ses deux valeurs propres complexes conjuguées j,} ont la méme multiplicité

que 'onnote p e N. Alors y,, = (X—j)p (X—;)p .

Ainsi, n=deg(y,,)=2p et .

De plus, tr(M):p(j+;)=—p,d0nC f”(]w):—z

Enfin, |det(M) = (j.j)" =]




