Exercice 2 : (oral Mines 22.,4) :

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient u,v € L(E) de méme rang et tels que u’ ov=1u.
1) Montrer que vouov=vy.
2) Montrer que uovest un projecteur.

3) Montrer que uovou = u et en déduire que v’ ou =v

Corrigé :

1) Par théoréme du rang, comme rg(u) = rg(v), il vient dim(ker(v)) = dim(ker(u)) .
De plus, si x € ker(v), alors u” ov(x) = u(x) , donc x € ker(u) .
On déduit que ker(v) = ker(u) .
On sait que u”ov=u. Deslors, si xe E, alors u((uev—1d,)(x))=0,
Donc (uev—1Id, )(x) € ker(u) = ker(v) . Donc v((uev—1Id,)(x)) =0,
Donc

2) Comme vouov=v,il vient (uov)O(uov)zuov,

3) Soit x € E . On veut prouver que uov(u(x)) =u(x).On sait que uov est la projection sur Im(uov)

parallélement & ker(uov). IDonc, si a € Im(uov), alors uov(a)=a ‘

L’objectif est ici de prouver que u(x) € Im(u o v). Pour cela, on montre Im(u ov) =Im(u) .

On obtient aisément que Im(uov) < Im(u).

On prouve aussi 1’égalité des dimensions. Pour cela, on montre ker (u ov) =ker(v) par double inclusion
(on sait que ker(v) = ker(u)). On a directement ker (uov) > ker(v) . En outre, si x € ker(#ov), alors
comme vouov=v,il vient x eker(v).On a donc bien ker (uov)=ker(v) et donc

dim(ker (uov)) = dim(ker(v)).

Donc comme ker(v) =ker(u), dim(ker(uov))=dim(ker(x)) et dim(Im(uov))=dim(Im(u)).

Avec une inclusion et 1égalité des dimensions, on conclut | Im(u o v) = Im(u) |, donc on a bien

u(x) e Im(uov)etuov(u(x)) =u(x).

On a bien prouvé
Dés lors, uo(vou—1Id,)=0,,, ,donc Im(vou—1Id,) < ker(u) = ker(v) , donc
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Corrigé : On cherche a appliquer le théoréme de convergence dominée. Si on le fait directement, on trouve une
limite nulle, ce qui n’est pas intéressant. On cherche donc d’abord a transformer 1’expression.
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Donc la suite (f,) converge simplement vers f .
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