Chapitre 1

Suites et fonctions

1reA

1.1 Suites usuelles, sommes et produits

On note K pour Rou C . Soit ny € N (souvent ny = 0).
P
Calculer le terme général d’'une suite récurrente usuelle

Soit ny € N. Soient a, b € K ; pour tout entier n > ny, soient a,, by, u, € K.
¢ Suite arithmétique : [Vn >Np, Upr1 =Un+b <= Yn2=np, up =ty +(n— no)b.]

o Suite géométrique :[Vn > ng, Upel = aAlly, < Yn > ng, U, =a’m uno.]

¢ Suite « arithmétique (ou géométrique) de raison non constante » :
A\ appellation incorrecte (d’oi1 les guillemets — oxymore ! de mon invention).
/\ ne pas confondre avec une suite arithmétique ou géométrique — confusion classique.

1. reconnaitre ce type de récurrence;
2. le terme général est alors donné par une formule de somme ou de produit :

Un+1 = Un+bp < Uup=up,+ ) by Uns1 = Anlly < Up = Un, | | ar;
k=e k=e

3. déterminer les indices de début et de fin (« k= e » jusqu'a « e ») :

il y a trop de cas différents pour qu’il soit pertinent de retenir une seule formule.

. le premier terme est celui qui apparait dans la relation de récurrence quand
I'indice est choisi de telle sorte qu’apparaissent uy, etle terme suivant.

. le dernier terme est celui qui apparait dans la relation de récurrence quand on
choisit I'indice de telle sorte qu'apparaissent u,, et le terme précédent.

~> en cas de doute, ne pas hésiter a calculer les premiers termes de la suite par
itération — sans simplifier — pour comparer a la formule que I'on a écrite.

~» on peut aussi trouver le résultat par essai et correction, en vérifiant la validité
de la formule écrite pour de petites valeurs de n.

/

1. «Figure qui consiste a allier deux mots de sens contraire pour leur donner plus de force expressive ».
Petit Robert, 2010.
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( Calculer le terme général d’'une suite récurrente usuelle (fin)

¢ Suite arithmético-géométrique [Vn >Ny, Upel = Alp + b] (a#l):

1. calculer e K telque ¢ =al +b;
2. alors la suite de terme général u,, — ¢ est géométrique de raison a;
3. en déduire u, — ¢, puis u,, en fonction de uy,, a, ¢, ny et n.

~ il plus facile (et suffisant) de retenir cette méthode plutot que le résultat final.

p
Suites récurrentes d’ordre deux: Vn > ng, uyi2 = f(Up+1, Un)

Soit np € N. Soient a, b € K. Soit f une fonction de deux variables dans K a valeurs dans K.
« Existence et unicité si X est une partie de K stable par f i.e. Vx,x' € X, f(x,x) € X :
POUr Uy, Uny+1 € X donnés, il existe une unique suite (i) > p, d’éléments de X ainsi.
o Cas particulier ott u,12 = f(u,):
1. introduire les suites des termes pairs et impairs i.e. ap = tzp et by = Uzp1;
A\ T'adjectif « pair » s’écrit sans « -e » au masculin — faute d’orthographe classique.
~» alorsona: ap1 = f(ap) et by = f(by).
2. tenter les méthodes applicables aux récurrences d’ordre un (cf. 1.1.1) ;
. . an si n pair
3. les expressions de a, et by en fonction de p donnent : u, =4 2 L .
b1 si nimpair
2

¢ Calcul du terme général dans le cas d'une récurrence linéaire d’ordre deux:

[Vn > ng, Up+o = AUpy1 +bu, (aeKetbe K*).]

1. résoudre I'équation caractéristique : 7> = ar + b (E);

2. si (E) a deux solutions distinctes ry, 2 €K, alors il existe A, u € K tels que :

[Vn >ng, Up = A1 +pury ;]

2’. si (E) aune seule solution r € K, alors il existe A, u € K tels que :

[Vn > ng, Un=An+wr" ;]

2”. cas particulier a connaitre : si a, b, uy, u; sont réels et si (E) a deux solutions com-
plexes conjuguées r, = pel® et r, = pe™i, le n°2 s’applique avec en général 1 et p
complexes non réel; mais la suite est a termes réels et s'exprime aussi a 'aide de
deux constantes A, Be R par : [Vn > ng, Uy = p" (Acosnf + Bsin nf) ;]

3. calculer A, u (ou A, B) a partir de uy, et uyy+1 (résolution d'un syst. linéaire 2 x 2).

A\ la méthode ne s’applique pas lorsque a ou b n’est pas constant (dépend de n) ni pour
les suites de fonctions x — u,(x) (car A, 4 dépendent de x) — erreurs classiques.

~+ ne pas confondre avec les formules de résolution d'une équation différentielle linéaire
a coefficients constants y” + ay’ + by = 0 (cf. 3.4.6) — confusion classique.

/
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( Connaitre les formules usuelles de somme ou de produit

Soit x,y,z,a,b € K. Soient n e N et p € [0, nn].
+ Somme des x (constante), des 7 premiers entiers, des carrés, des cubes:

n n(n+1 n nn+1)Q2n+1 nooL (nn+1))?
Z x:(n—p)x Zk— ( ) ZkZZM Zk‘%:((i)
k=p+1 2 6 k=1 2
¢ Somme de termes consécutifs d’'une suite géométrique :
1 er—l n k xP — xn+1 1- xn—p+1
six#1: xF et X=— =P —
4 Z’ 1 X l;p 1-x ( 1-x )

«premier terme de la somme moins premier terme hors de la somme divisé par un
moins la raison »
ou « premier terme fois : un moins la raison puissance le nombre de termes sur un
moins la raison »
~» C’estun cas particulier (x # 1 et y = 1) de la formule de BERNOULLI suivante :

(y_x)(yn+xyn—l+x2yn +. +x")— y x) Zxk n-k yn+1_xn+1_
k=0

pour n =2 celas'écrit: (y —x)(y* +xy +y*) = y> — 2.

~> un autre cas particulier parfois utile (n =2p et x = —z) est :

(Y +2)(y%P — 2y P 4 22PP72 g PP = P 2P

¢ Produit de facteurs constants :

¢ Produit d’entiers consécutifs et factorielle :

((n+1)!=(n+1)xnl]

1 (convention) sin=0
déf

1€
" [1% sineN*

A\ si nn’est pas un entier naturel, alors n! n’est pas défini — erreur classique.
A\ onn’apas « (2n)! = 2(n!) » — erreur classique ; donc éviter d’écrire « 2n!» (ambigu).

n n
« Formule du binéme de NEWTON: [(a+b)"=)_ (Ic) akp"k,
k=0

A\ lasomme démarre a k = 0; les deux puissances varient avec k — erreurs classiques.

1reat
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(" ~ N\
Calculer des coefficients du binome
Soient neNet p € [0, n].
e Par la définition : ¢ Par laformule de symétrie :
(n gt n(n—1---(n—p+1)
» .

p!
~~ en particulier, bien connaitre : (1)
¢ Par dénombrement : cf. 9.1.2.

. n n n+1 .
« Par laformule du triangle de PASCAL : ( ) + ( ) = ( ) (sipefo,n—1]).
p p+1 p+1

~ pour m donné, cette formule permet d’obtenir trés rapidement tous les coefficients
(’,’Cl) en remplissant le tableau triangulaire suivant, ligne par ligne de haut en bas :

m k
k 0 1 2 3 4 5 ... p p+l ... n n+l
0 |1
1 |1 1
2 1 2 1
3 |1 3 3 1
4 |1 4 6 4 1
5 |1 5 10 10 5 1
m
p
p+1
(n—-1)
no 1 o ML \@ 1
(n+1) +1
n+ll1 n+1% ...................... (ZH) < 1

/\ ne pas se précipiter d’emblée sur cette formule — maladresse classique.

. . i! . . . .
~~ inversement, reconnaitre que 7 est un coefficient binomial lorsque i = j + k.
jlk!
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P
Formules supplémentaires avec les coefficients du bin6me
Soit n,p,q € N.
« Convention : (n) ©osi pe[o,n].
17}

~> mais toujours vérifier si p € [0, n] ou non (c’est souvent le symptdéme d’une erreur).

arcren a [)0-(570)

n
« formule de VANDERMONDE : [Z (Z)(niik) - (pzq)} (sinefo,p+q].

k=0

¢ Formules (sans nom) :

~+ s’obtient :
. par calcul du coefficient de X" dans le polynéme (1 + X)? (1 + X)7 de deux manieéres;
. de maniere combinatoire (le nombre de tirages de n boules dans une urne conte-
nant p boules blanches et g boules noires se décompose en fonction du nombre k de
boules blanches tirées — cf. 10.1.10) ;
. par stabilité de la loi binomiale (avec les paramétres (p, 3) et (¢, 3) — cf. 10.2.8).

. nok n+1 3
¢ Relation Z = 1 (par récurrence sur n > p avec la formule de PASCAL).
k:p p

Blaise PASCAL Isaac NEWTON Jacob BERNOULLI
(1623-1662) (1643-1727) (1654-1705)
France Angleterre Suisse

Alexandre-Théophile VANDERMONDE Michel CHASLES Niel Henrik ABEL
(1735-1796) (1793-1880) (1802-1829)
France France Norvege
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Calculer une somme ou un produit

Soient n,m € N et p € [0, n]. Soit A € K. Soient deux suites de nombres (ay) et (by).
On veut écrire une somme sans le signe ), ou un produit sans le signe [].

¢ Reconnaitre une formule usuelle (cf. 1.1.3), ou s’y ramener (cf. 1.6.7 notamment).
« Par télescopage (les termes se simplifient entre eux), par exemple :

n n ai an
Z“kﬂ_dk:anﬂ—dp l_[ =—.
k=p k=p+1 Q-1 ap

~> cela s’appelle aussi une somme (ou un produit) télescopique.
¢ En utilisant une formule algébrique avec ) ou]]:

Z(ak+bk):(2ak)+(2bk) et Z(/lak)Z/l(Z ak),
k=p k=p k=p =

k=p k=p

~~ la sommation est linéaire (cf. 7.1.3).

k=p

[T @by = ( k]f[pak) » ( k]f[pbk) et kﬁ[p(akm) _ ( ka ak)m |

/A\ ici A et m sont constants (ne dépendent pas de k) — erreur classique.
A\ certaines formules algébriques avec ) ou [] sont fausses — erreur classique.
Pour tester la validité d'une formule, I'écrire en extension (i.e. avec +:--+ ou x--- x),
voire avec deux termes seulement.
Exemples :
(@1 +b1)(an+bp) # (@ - an)+ by by | (a1 +by)+--+(an +bp)
=(ay+---+ap)+ b1 +---+by)
n n n n n n
soitH(ak+bk);é(l_[ak)+(l_[hk). soitZ(ak+bk):(Zak)+( bk).
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
o Par découpage (relation de CHASLES) :

~N

n p (n n n-1
Y ax=) ar+ Y ax| etnotamment: | ) ar=dap+ ) ax=an,+ ) di
k=0 k=1 k=0

J

~N

( n p n h ( n n n-1
[Tac=]larx [] ar| etnotamment: | [] ax=aox [] ax=anx [ ak
k=0 k=0 k=p+1 k=0 k=1 k=0 |

~ les relations de droite permettent de justifier par récurrence une formule de somme
ou de produit dont le résultat est donné.

. . up sik> 1 n
Exemple important : si ay = { . P ,alorsona: Z ap = Z Uy ;
0 si k < p k=0 k=p+1

/\ bien noter que la somme de droite commence a p + 1 — erreur classique.
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n

n n
EXEMPLE CLASSIQUE. — 2x4x6x---x (2n) = [| 2k = (]‘[ 2) x (ﬂ k) =2"nl.
k=1 k=1 k=1

-

Calculer une somme ou un produit (suite)

+ Par changement d’indice, notamment :

n+1 n

n—1 n n
Y ajs Y ks = ) aj Y ak . = ) an-j.
j=0 k=0 k=0 J=n-k

=k-1 Jj=k+1 j=1 — j=0

n
> i
k=1 J

1. on pose un nouvel indice en fonction de I'ancien: j = f(k) [« k=g()];

2. onremplace k par g(j) dans I'expression ay ;

3. onremplace«kvade pan»par«jvade f(p)a f(n)» (aéchangersi f(n) < f(p));
o

comme le nouvel indice j est muet (cf. .#.3.4), si nécessaire on peut le remplacer
par k dans la suite des calculs — et c’est souvent utile.

A\ le nouvel indice doit prendre autant de valeurs que I'indice de départ (changement
bijectif) ; pas de changement d’indice j =2k de 0 a 2n — erreur classique.

A\ pas de changement ailleurs (par ex. si ar dépend de n) — erreur classique.

A\ ne pas confondre avec un changement sur n, o les k ne changent pas — erreur
2n

n
classique — par exemple : up = )_ ar, = Uzn= ) Ak pn-
k=0 k=0
¢ En transformant un produit en somme grice a la fonction logarithme.
~+ tous les facteurs doivent étre strictement positifs.
~ les formules algébriques de somme sont ainsi reliées aux formules de produit.
+ Reconnaitre la somme ou le produit des racines d’'un polynéme dont on connait les
coefficients : cf. 1.7.8.
o Par transformation d’ABEL.

n+1

n n n n
Y (aks1—a)bi =) agabe— ) axbp =) akbx1— ) apb
=0 k=0 k=0 k=1 k=0

n
= an+1bn— agbo + Y ax(br_1 — by)
k=1

-

EXEMPLE CLASSIQUE DE CALCUL DE SOMME PAR TRANSFORMATION D’ABEL. —

okl Lk 1 0 Sk 1 x—x"*!
- xk = M xn-x"x0+ ) X (k-1 -k) = nx" + ———
=0

n
x-1 kxk = =
( )kZ:Z) t. d’ABEL =1 x-1

k

nx"2 —(n+1)x" +x
(x—1)2

n
donc pour tout x#1,0ona: Z kxk =
k=0

EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.1A 1.9
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( . 3 3
Extension des notations de somme ou de produit

Soient n, p € N tels que p < n. Pour toute suite finie de nombres (ay) rex indicée par une

partie finie K de N ou de N?, on note Z ay leur somme et H ay leur produit.
keK keK
« Situations classiques a connaitre :

n
.siK=[pn],alors:| Y ax=) ar=ap+apc+-+an-1+an.
ke[p.n] k=p

n
-siK={2j|p<j<n}alors: Y ar=) arj=aop+dopra+-+ Gan-z + don.
keK j=p
~» analogue avec des entiers impairs.
. sikK={(i,j) € [0,n]? | i+ j=n},alors onnote:

n n
def
Z aj,j = Z aij = Z Ajp—i = Z ap-j,j = aontai,p-1+---+ap-1,1+ dno.
i+j=n (i,))eK i=0 j=0

. siK=[p,n] x[p,n], alorsonnote:| >  a;; &« Y a.
p<ij<n (. pelpn]?

~ autres cas oit K < N? : cf. 1.1.8.

A\ nepasconfondreavec Y a;; (cf. 1.1.8).2
ISisjsn

~ définitions et résultats analogues avec les produits.

+ Extension de la relation de CHASLES lorsque (avec K1,K, < K) :

[Zak+2ak: Y ak] et [Hakxl—[ak: I ak]

kEKl kEKz kEK]UKz k€K1 kGKg ]CEK]UKZ

5 . . def def .
~+ a condition de prendre les conventions : [Z ar S 0et [[ar S 1siK= (D.]

keK keK
n-1
Exemple: ) ap=0pour n=0.
k=0
n n 2n+1 n n 2n+1
Exemples classiques: ) axj+ Y arjs1= Y. ar et [[ azjx [[ azjr1= [] ar.
j=p j=p k=2p j=p j=p k=2p
AN J
2n+1)! 2n+1)!

EXEMPLE CLASSIQUE. — 1x3x5x---x(2n+1) = =
2x4x6x-+x(2n) 2" n!

2. casot K ={(i, j) e [1,n]? | i < j}.
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(" )

Calculer une somme double

C’est une somme de nombres a; ; € K indicés par deux entiers i et j i.e. par des couples
(i, j) éléments d'un ensemble fini donné K c N2, Soient n, peN.

« Cassimple oit [K =[1,n] x [1, p] (ensemble d’indices rectangulaire) :]

Y ay Yy (f di,j) = i (i “z:j)-

(i,j)eK i=1\j=1 j=1\i=1

p
1. pour chaque i € [1, r], calculer s; = Z a;,j (qui dépend de i, mais pas de j);
n j=1
2. calculer la somme Z i, qui vaut Z aij.
i=1 (i, ek

~+ lesrodles de i et j (et donc I'ordre des sommations) peuvent étres échangés.

g (e (Ee)

/\ sion lit ce calcul de droite a gauche, les deux indices muets i doivent étre notés par
des lettres différentes, d’ol1 le changement de nom pour 'un d’eux — erreur classique.

« Cas complexe ot [K c[1,n] x [1, p] (ensemble d’indices non rectangulaire) :]

n
Cas particulier important: Y ujvj=)_
1<i,j<n i=1

1. dessiner K comme un ensemble de points dans le plan,
puis opérer un découpage vertical ou horizontal :

i i J2=11,2,3) j
p K (28 R oy
5 —— =02
1 ; 1 E)i
1 -~ n 12--n 1 - n
n P
K=U{@pljent | k=U{Gn|iel;}
i=1 j=1
avec J; < [1, p] avec I;  [1,n]
n P
2. alorsona: ) “i,j:Z(Z ai,j):z Y aijl-
(i,j)eK i=1\jeJ; j=1 ite

A\ les bornes de sommation changent lors de I'interversion — erreur classique.
Exemple important (somme triangulaire) :

J J J
Y. aij atj. - - n o nfee—>
1<i<j<n . . D
n n n J .
. (D)
:Z( “w):_Z(Z“w) 1 K . 140
i=1\j=i j=1\i=1 Pt Lot .
I T T T I T T JJ I T T T
e n 1 .n 1 - n
. /

#7 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.10
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1.2 Inégalité et monotonie

1rea ( Techniques classiques sur les inégalités et liens entre elles

Soient deux fonctions R> 2 Jg R (lorsque 25 <N, f et g sont des suites).
¢ Obtenir par le calcul une inégalité donnée :
. par calculs de proche en proche a partir d'une inégalité évidente ou connue: cf. 1.2.2;
. transformer I'inégalité a montrer en inégalités équivalentes successives de plus en
plus simples, jusqu’a en obtenir une que I'on sait vraie : cf. 1.2.3;
. combiner les deux approches précédentes.
¢ Obtenir un encadrement en pensant a le découper en plusieurs inégalités, par ex. :
A<B<C < A<BetB<C.
o Tout mettre dans un méme membre pour se ramener a une étude de signe (cf. 1.2.4) :
) <glx) = 0<g(x) - f(x).
* Résoudre une inéquation : raisonner par équivalences.
~+ penser a se ramener a une étude de signe : [f(x) <glx) = 0< gx) - f(x).]

/\ ne pas simplifier un facteur (sauf s’il est strictement positif) — erreur classique —
conserver plutot ce facteur pour l'inclure dans une étude de signe.
« Etudier lamonotonie d’'une suite ou d’'une fonction : cf. 1.2.6 et cf. 1.2.5.

déf

R>2f I, R croissante = Vx,x' €2p, x<x' = f(x) < f(x)
def

R> 2y I, R décroissante Vx,x' €Pp, x<x' = f(x) > f(x)).

+ Majorer ou minorer une suite ou une fonction : cf. 1.2.8.
La fonction (ou la suite) f est majorée (resp. minorée) s'il existe un nombre M (resp. m)
— indépendant de x — tel que : [Vx €9Ds, f(X)SM  (resp. f(x) > m).]

~> majorer (resp. minorer) f c’est trouver une telle constante M (resp. m) — peu importe
sa valeur du moment qu’elle ne dépend pas de x.

* Borner une suite ou une fonction a l’aide de sa valeur absolue (cf. ex. page 42) :
La fonction (ou la suite) f est bornée si et seulement elle est majorée et minorée.
Pour borner f, il suffit de majorer | f| :[—M< fO<M = |[f(x)I< M.]
Utiliser pour cela les propriétés de calcul de la valeur absolue (pour tout A, BeR) :

[|A+B| <Al + IBI] (inégalité triangulaire) et ||AB|=|A|x|B|.

/\ ne pas majorer a l'intérieur d'une valeur absolue — erreur classique;
par exemple « | x — 2| < |x? - 2| » est faux pour x = v/2, bien que x < x%.
* Reconnaitre et utiliser une inégalité classique, notamment :
. un des différents types d’inégalité triangulaire; cf. 1.6.1, 4.2.1, 11.1.1 et ci-dessus;
. une inégalité de convexité (cf. 1.2.10);
. une inégalité des accroissements finis ou de TAYLOR-LAGRANGE (cf. 1.2.9);

L . une inégalité de CAUCHY-SCHWARZ (cf. 11.1.2 et 4.2.1). )

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.27
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g

( Obtenir une inégalité par calcul sur les inégalités

Soit n € N*. Soient des nombres réels : x,x',y,y',a1,...,an, b1,...,by, N, D.

Soit une fonction R> 9 L. R. Soit X = 9y.
¢ Majorer une somme, un produit :

< <x<
[ x<y } :x+x’<y+y'] [Oo\fcgjj } :>0§xx'<yy']

x/gy/

o Appliquer une fonction f a une inégalité :

x) < si f croissante sur X
x< :{f() foysif avec x,y € X.

f(x) = f(y) sif décroissante sur X

A\ rien en général entre f(x) et f(y) si f n'est pas monotone — erreur classique.
/\ citer la monotonie de f (et X, si f non globalement monotone) — oubli fréquent.
Exemples: x<y=—e*<eY carexp estcroissante

0<x<y= % <1 car r— 1 est décroissante sur R,

A\ ne pas écrire « x < y = /x < /J car x, y > 0» — confusion classique d’arguments.

¢ Majorer un quotient en se ramenant au cas d'un produit f =xxi:

ik
0<x<N :>f<ﬁ
0<D<xy y D’

A\ il faut minorer le dénominateur et non le majorer — erreur classique.
/A onnapas«y>0= § < x» — confusion classique avec le cas ou1 y > 1.
~» quand tout n’est pas positif, s’y ramener préalablement par passage a 'opposé.

n n
 Extension auxsommes) :|Vke[l,n], ar < by = Z ap < Z bg.
k=1

k=1
~ résultat analogue pour les produits [], si tout est positif.
/\ ne pas remplacer « = » par « < » — erreur classique.

+ Cas d’'une inégalité stricte : les inégalités encadrées ci-dessus sont strictes des que I'une
des inégalités de départ est stricte (et si tout est strictement positif pour un produit, et
avec la stricte monotonie pour f).

~> lorsque ay > by pour tout k, une contraposée usuelle est :

n n
Z ay = Zbk:VkE[[l,n]], ay. = by.
k=1 k=1

A [ ne pas confondre « < » et « < » — confusion (trop) fréquente — cf. ./ .2.5. I

¢ Se ramener a la positivité d’'un carré, ou d’'une somme de carrés.

Exemple classique :| xy < §(x* + y?) | (équivauta (x—y)* >0).

/

EXEMPLE PATHOLOGIQUE. — x=-6,y=1,x'=-10,y' =2;0nax < y et ' <y mais toutes

les inégalités suivantes sont fausses : xx’ < yy/,

=

1
<3 PP x-X<y-y, <y
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Soient x, y, A € R. Soit une fonction R o QZf —f> R; soit X < QZf.
¢ Par somme ou par produit :

Obtenir par calcul une inégalité équivalente

[xgy = Ogy—x] [xéy«:»lxg/ly si/1>0]

[xgy — Ax=Ly si/1<0.]
A

[xgy — x+)L<y+/l]

o En appliquant une fonction fa x,y € X :
[ si f est strictementcroissantesur X : x <y < f(x) < f (y)]

[ si f est strictementdécroissantesur X : x < y < f(x) > f(y)]
~+ reste vrai avec des inégalités strictes partout.
A\ citer la monotonie de f — oubli fréquent.
Exemple: x<y <= e*<e’ carexp eststrictement croissante.
/\ tenir compte de X lorsque f n’est pas globalement monotone — erreur classique.
Contre-ex. : «x>2 <= x* >4 car x— x° est str. croissante sur R, » (oubli de x < —2).)

( )

Soit une fonction R> 9y 1, R.
o Factoriser f(x) puis faire un tableau de signes, par exemple:

Etudier le signe d’une fonction

X —00 X1 X X3 +00
A(x) + 0 -
B(x) ~ +
C(x) + ¢ - 4) +
f(x) = A)B(x)C(x) -0 -0 + 0 -

~+ savoir notamment trouver le signe des expressions simples, notamment polynomiales
de degré un ou deux (cf. 1.7.1).

A\ rechercher ou f s’annule ne suffit pas, car f ne change pas forcément de signe lors-
qu’elle s'annule — erreur classique. Contre-exemple : f(x) = x> — x? (en x = 0).

« Etudier les variations et calculer certaines valeurs (ou limites) de f(cf. 1.2.5):

X |-oco X1 - X2 -|x3 X4
; ™~ I,

fx1))>0 \ 0 / \ 0
f(x) + + ¢ - +

g

EXEMPLES CLASSIQUES. — [1+x<e*,](In(x+1) < x]et(|sinx| <|x],)
par étudede x —e*—x—1, x—In(x+1) — x, x— sinx+ x et x — sin x — x et leur valeur en x = 0.

EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.11A1.15
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( )

Etudier la monotonie d’une fonction f

Soit A € R. Soit une fonction R> %y L. R.

~» penser a utiliser les symétries de f pour réduire le domaine d’étude (cf. 1.3.7).

/\ le contraire de « croissant » n’est pas « décroissant » : les fonctions constantes sont crois-
santes et décroissantes (ce sont les seules ainsi) et il existe des fonctions non mono-
tones (exemple: x — x? sur R) — erreur classique.

o En priorité par les théoremes de calcul sur les fonctions strictement monotones
si f s'obtient par des opérations (somme, produit, composée) sur des fonctions u, v
plus simples dont on connait les monotonies (strictes ou larges) :

u+tvuv(v>0Tvou] lu

u/ v,/ | A>0 / / /
v\ A<0 indéterminé \

v,/ | A>0 N
N Ja<o] NN /

A\ laregle sur le produit ne s’applique que si u, v > 0 — erreur classique.
~> pour une composée, lire le tableau ci-dessus de la maniere suivante :

™\

u croissante sur X c 9,
uavaleursdans Y c 9, } = vou décroissante sur X.
v décroissante sur Y

/\ ne pas utiliser la monotonie de v sur X — confusion classique.

~> les monotonies (et les inégalités) peuvent étre larges.

~> la monotonie des fonctions usuelles se retient grace a leur courbe (cf. 1.5.1 a 1.5.5).
« Ftudier le signe de f’ (cf. 1.2.4) en se placant sur un intervalle I :

[ f/(x)>0surI <= f croissante sur I

fl(x)<0surI <= [ décroissante sur [

~» c’est une conséquence de I'égalité des accroissements finis (cf. 1.2.9).
~ I'étude du signe de f’ requiert parfois 'étude de f’ ou d'un facteur présent dans I'ex-
pression de f, si nécessaire en dérivant une deuxiéme fois (cf. 1.2.4).

si, de plus, f’ ne s’annule sur aucun intervalle de longueur non nulle,
alors la monotonie est stricte

Ex. classiques: x— x2"+1 (n € N) strictement croissante sur R (dérivée nulle en 0) ;
X — /X strictement croissante sur R, (continue, non dérivable en 0).
/\ cen’est pas vrai si I n'est pas un intervalle — erreur classique.
« Par la définition : prendre x, x’ quelconques tels que x < x et comparer f(x) et f(x').
~ notamment lorsque f(x) estla somme d’une série ou est une intégrale.
A\ lesignede f(x+1)— f(x) ne donne pas la monotonie de f — confusion avecles suites.)

g
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EXEMPLES PATHOLOGIQUES.

1. Fonctions u et v telles que u, v et vo u sont décroissantes sur R_ : u(x) =e™* et v(x) = x.
En effet (vou)(x) = (e"‘)2 =e 2% ] n'y a pas de contradiction avec les régles de monotonie
d’'une composée car u est décroissante a valeurs dans R, et v est croissante sur R,.

2. Fonction f non décroissante telle que f'(x) <0: f(x) = % ;

f n’est pas décroissante sur R*, puisque —1 = f(—1) < f(1) = 1 (R* n’est pas un intervalle).

3. Fonction f non croissante telle que f(x+ 1) — f(x) > 0 pour tout x : f(x) = nx+sin(27x).

Eneffet: f(x+1)— f(x) =met f'(x) = m+2mcos(2nx) <0 pour x€ |3, 3.

( )

1A Ftudier la monotonie d’une suite (,,)

e Siu, = f(n), avec f monotone : alors (u,) varie dans le méme sens que f.
« Etudierle signede 1,1 —uy,:
VneN, upy1—up, =20 < (uy) croissante
VneN, ups1—u, <0 < (u;) décroissante
VneN, ups1 —up, >0 < (uy) strictement croissante
VneN, upy1 —up, <0 < (uy) strictement décroissante
~> aessayer notamment lorsque u, s'exprime a I'aide d'une somme.
o Comparer ”L"L—’*Z‘ a1, lorsque u, > 0 (a vérifier et 8 mentionner) :
VneN, ”3—’*11 >1 < (uy,) croissante
VneN, ”S—;l <1 < (uy)décroissante
VneN, ”3—;1 >1 <= (uyp) strictement croissante

VneNlN, % <1 <= (uy) strictement décroissante
n

~> a essayer notamment lorsque u, s’exprime par produit, quotient ou puissance.
A\ lorsque n < p, alors q" < qP si g > 1, mais q">¢qP si g €]0,1[ — erreur treés classique.

Y,
#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.16 A 1.18
( . . 0 \
1rea Ce qu'il faut savoir sur les intervalles réels
o Les différents types d’intervalle (m, M € R, avec m < M) :
borné non borné
ouvert 1m, M|, @ | —oo, M|, Im, +oo[, R
fermé [m)M] (Segment)) ¢ ] _OO)M]) [m, +OO[, IR
semi-ouvert/semi-fermé [m, M|, |m, M]

~> mou —oo, et M ou +oo s’appellent les extrémités de I'intervalle.
A\ ne pas confondre l'intervalle [m, M] avec [m, M] = Zn [m, M| (entiers de m a M).

e Ladéfinition: I cRintervalle g VYa,bel, [a,blc 1

— (Va,bel,VteR, a<t<b=tel
~> autrement dit, 'ensemble I ne comporte pas de « trou ».
MPI, PC, PSI L ~> celarevient a dire que I est convexe (cf. 11.3.8).
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Majorer ou borner une suite ou une fonction

Soient f, g deux fonctions (ou suites) a valeurs réelles.

A\ larelation « Vx, f(x) < g(x)» (« f est majorée par g »)
n’'entraine pas que f est majorée — vocabulaire trompeur !

¢ Par calcul sur les inégalités : cf. 1.2.2.

+ Seramener a une étude de signe: f(x) <M < 0< M- f(x);cf. 1.24

~> a condition que la valeur de M soit connue, ou au moins pressentie.

« Par étude de fonction (variations et valeurs/limites) : on voit ainsi entre quelles valeurs
f varie, donc si elle est bornée et si elle atteint ses bornes
(i.e. s'il existe x1, xp € ¢ tels que f(x;) < f(x) < f(x2) pour tout x € Py).

» Par le théoréme des bornes atteintes (argument théorique, admis) :
[toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes]
i.e.si f est continue sur [a, b], alors 3¢, d € [a,b], Vx € [a,b], f(c) < f(x) < f(d).

A\ ce théoréme ne dit pas que « Vx € [a, b], f (a) < f(x) < f(b) »— confusion classique.
Contre-exemple: f(x) = x(1 - x) sur [0, 1].

EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.19A1.21
p
Reconnaitre I'inégalité des accroissements finis et ses variantes
Soit un intervalle réel I. Soient a, b € 1. Soit M € R.
Soit une fonction I 7, R, continue sur I et dérivable sur I — {a, b}.
¢ Le théoreme de ROLLE et I'égalité des accroissements finis si I = [a, D] :
théoréme de ROLLE égalité des accroissements finis
b)- f(a
fla)=f(b)=3cela,bl, f'(c)=0 Ic€la, b, f’(6)=%
SN
ro \/

a ¢ b a c b
~» fauxsi f est a valeurs dans C; contre-ex. : f(x) = x(1—x) + ix2(1—=x) sur I =10,1].
o Llinégalité des accroissements finis :

Vie L If' (0I<M = |f(b)-f(@|<|b-alM.
o Llinégalité de TAYLOR-LAGRANGE.
Soit n e N. Si f est de classe €™+ sur I (cf. 3.2.1), et si | f"""V| < M sur I, alors :
n (b_a)k k |b_a|n+1
-y — fWg|lg —"
J® ,;0 o [@s (n+1)!

~> reste vraisi f est a valeurs complexes. )

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.22 A 1.24
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( . . e . pd . pd \
oc | [1:2.10 Obtenir une inégalité de convexité
PSI
MP Soit une fonction f définie sur un intervalle et au moins deux fois dérivable.
1. Lafonction f est convexe (resp. concave) si et seulement si f” > 0 (resp. f” <0).
2. On obtient alors les trois inégalités suivantes :
Viel0,1], v [f( > ) f/( Y )]
X, X Xo) + | (x0)(x— X0
(fux+a-ny <if+a-0fy) —
6 en dessous de chaque sécante %r au dessus de chaque tangente
fm fx)
fx) J (xo)
x tx+(1-ty ¥
n n n
Lreat+ Généralisation:  Vi1y,..., 6, €[0,1], ) tr=1= f| Y trxp | < ) tf (xp)
L. e x k=1 k=1 k=1
(inégalité de JENSEN)
~+ si f concave (équivaut a — f convexe) : renverser le sens de toutes les inégalités .
~ difficulté pratique : reconnaitre que 1'égalité que I'on étudie est de I'un des types pré-
cédents, et pour quelle fonction f.
~» la premiere inégalité (qui ne nécessite pas que f soit deux fois dérivable) est la défini-
L tion de la convexité ; les autres résultats sont des théoremes qui en découlent. )
EXEMPLES CLASSIQUES.

1. Lafonction exp est convexe, donc au dessus de sa tangente en 0, soit : .

2. Par concavité deIn on a de méme : | In(1+ x) < x.

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.25A 1.26
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1.3 Tracer la courbe représentative d’une fonction

p
Ce qu'il faut savoir sur la composée de fonctions

Soient trois fonctions X — ¥ —» 7z -4 T,
i.e. telles que u (resp. v) est a valeurs dans 'ensemble ot v (resp. w) est définie.

o La définition : [Vx €X, (vou)(x) det v(u(x)).]

~~ cette formule définit bien une fonction X —— Z (lire : « v rond u »),
car elle donne sa valeur en tout point x € X.
A\ ne pas confondre « composée de» (i.e. résultat d’'une composition) et « formée de »
(plus général) — confusion classique. Exemple :
. x—sin(x?+1) estla composée de sin et x — x2+1;
. x—sin(x) + x% + 1 est formée (par somme) a partir de sin et x — X2 +1.
A\ bien retenir que les propriétés d'une composée v o u (définition, régularité, monoto-

nie, limit,e etc. ) dépendent de celles de u et des [ propriétés de v sur Y] (ie.laou u

prend ses valeurs) et non sur X — erreur classique — cf. 1.2.5,1.3.2,2.1.1, 2.1.14, 3.2.1.
o Lespropriétésdecalcul:[w0(vou) =(wo v)ou];[uOIdX = u];[Idyou: u.]
\ y,

( Trouver 'ensemble de définition d’'une fonction f A

Soient f, u, v trois fonctions.

[L’ensemble de définition 2 de f estl'ensemble des x € R tels que f(x) est déﬁni.]

¢ Une somme/un produit est défini si et seulement si les termes/facteurs le sont.

v définie en x

¢ Pour une composée f(x) = u(v(x)) :| f est définieen x < )
u définie en v(x)

A\ la seconde condition n’est pas « u définie en x » — confusion classique.

~~ penser a écrire le diagramme suivant pour s’en rappeler : 2, — 2,, — R.
Exemples :
. si f(x) =In(v(x)), alors f est définie 1a ot v est définie et strictement positive.
. siv(x) =In(-1-x) et f(x) = vv(x), alors :

Dy =]-00,—-1[ et Dr={x<-1|In(-1-x) >0} =]-o00,-2].

¢ Un quotient f(x) = % est défini si et seulement si :
u(x), v(x) sont définis et le dénominateur v(x) ne s’annule pas.

A\ simplifier I'expression de f peut modifier 2 — erreur classique.

Exemple: 2§ = R* pour f(x) = x7, mais Z¢ = R pour g(x) = x.

+00 +00
+ En étudiant une convergence lorsque f(x) = Z fn(x) ouf(x) = f flx, 0 dt:
n=0 a

~ f(x) est défini si et seulement la série/ l’intégra_lle converge (cf. 5.2.11 et 4.3.12).
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P
Tracer la courbe représentative d'une fonction f

Soit une fonction X 1, R avec X < R. La courbe représentative de f, aussi appelé le

graphe de f, estl'ensemble : [%f dzéf{(x,f(x)) | xe X}]

/\ en mathématiques, tracer une courbe ne consiste jamais a relier quelques points!
A\ ilyaun seul point au dessus de chaque abscisse x — erreur classique :

ceci est la courbe ceci west pas la courbe
représentative d’'une fonction représentative d'une fonction

X

 Savoir tracer une fonction usuelle : cf. 1.3.4,1.3.6,1.5.1a1.5.5,1.7.1 et 1.8.1.
La déduire géométriquement de celle d'une fonction usuelle: cf. 1.3.5.

o Par restriction/raccordement (fonction définie « par morceaux») : cf. 1.3.6.
Utiliser la parité, 'imparité ou la périodicité : cf. 1.3.7.

o Par étude de fonction, lorsque les techniques précédentes sont inopérantes :

1. tableau de variations avec valeurs ou limites aux bornes (cf. 1.2.5, 2.1.1) ;

vérifier la cohérence entre variations et limites (pas de « décroissance vers +oo »).

EVNY
A\ résoudre f’(x) = 0 ne suffit pas a déterminer le signe de f’ — erreur classique.
2. étude des branches infinies éventuelles (cf. 1.3.8) ;

3.

si nécessaire : tangente en des points particuliers (cf. 1.3.9),

position par rapport a une droite (cf. 1.3.10).
& v
(. N

Tracer le graphe d’'une fonction affine

Soit une fonction x %f> mx+ p (m, p € R). Sa courbe représentative est une droite.
o En utilisant 7 et p : qui fournissent un point et la direction :

- lenombre p est 'ordonnée a l'origine i.e. (0, p) € 6.

. le nombre m est la pente, ou coefficient directeur qui donne I'allure de la droite :

Y om>1 A

S

m<-1 v

/\ une droite verticale n’est pas le graphe d'une fonction.

¢ Enreliant deux points.
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SoitR> P, —£,+ Rune fonction. Soit (Oxy) = (O, 7, 7) un repere orthonormal de R2.

Ona|€r = s(6y) dans les cas suivants (T € R, A € R*) :

Obtenir la courbe de f a partir de cellede g

‘ fonction f ‘ transformation géométrique s

x— g(=x) symétrie par rapport a 'axe (Oy)
x— —g(x) symétrie par rapport a I'axe (Ox)

x— —g(=x) symétrie de centre O

x—gx+T) translation horizontale de vecteur — TT

x—gx)+T translation verticale de vecteur T7
x—Ag(x) affinité orthogonale de rapport A parallélement a (Oy)
x— g(Ax) affinité orthogonale de rapport % parallelement a (Ox)
g ! (ghij) symétrie par rapport a la droite (A) d’équation y = x

gy 9

y=8(x) {

x—gx+T)

x—gx)+T

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.28
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p
1reA Tracer le graphe d’une fonction définie « par morceaux »

g

Soient deux fonctions X —f> Ret Y —5» R, avec Y c X.

La fonction f est un prolongement de g sur X (si on part de g) — resp. g est la restriction
de faY (sion partde f) —lorsque: [Vx €y, f(x)= g(x).]

A\ larestriction est unique, mais il y a plusieurs prolongements (cf. articles soulignés).
~» larestrictionde f a Y est notée f |y

, . _ N un prolongementh de g
une fonction f la restriction g = f|y defay sur X (différent de )
R f R g
X /Y\( X

o Tracé de larestriction a Y d'une fonction f :
~+ ne garder que les points dont 'abscisse appartienta Y.

filx) sixel
fx) sixeb,

¢ Tracé d’'une fonction définie par « morceaux», du type : f(x) = {

ou fi, f> sont deux fonctions et I; et I, des parties disjointes de R.
~> la courbe de f estlaréunion de: -.lacourbe delarestrictionde fi al;
-la courbe de larestriction de f> a I».

EXEMPLES FONDAMENTAUX A CONNAITRE. —

valeur absolue partie entiere
|x|d_éf b six>0 VxeR, x| e, ||x] <x<|x|+1
-Xx six<0 parex.:|m| =3 et|-m] =—4 (etnon«—3»).
. —(
x| x| + — x— |x]
Y F—f—t—+ —t—t—+
lxyl=1x| x|yl 7
X X
= e, =22, |2 = — T
eyl <ixl+ly, YW

fonction caractéristique de A (avec AcR)

1
{ — Ia ) 1]()déf 1 sixeA
o—L A o X) =
P . 4 0 six¢A
— 4 L o o e .

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.29A 1.31
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p
Utiliser la parité, 'imparité, la périodicité d'une fonction

Soit f une fonction d’'une variable réelle. Soient a€ Ret T > 0.

. si f est définie sur Ry, elle admet un unique prolongement sur R pair (resp. impair) ;
. si f est définie sur[a, a + T, elle admet unique prolongement sur R T-périodique.
 Utilisation pour un tracé (réduction du domaine d’étude)

[ fonction paire f fonction impaire

—xe@f —xE@f

Vxe@f,{ 0= Vxe@f{ -

e /\[(Ow /-

(Ox) (Ox)
—
Etude puis tracé sur 2 Ry Etude puis tracé sur 9 MRy puis
puis symétrie d’axe (Oy) symétrie de centre O — f(0) =0si0€ Dy
f fonction périodique de période T (T > 0)
Vxed x+TeDy
X€Dy,
Mfe+D =7
(@ y)

WAV wawe

........ \/ (0x)
a a+T

Ftude puis tracé sur 2 N [a,a+ T[ puis translations par nT 7 (nez)

~ si f est T-périodique, alors elle est 2T-périodique.

o Calcul sur les fonctions paires, impaires, périodiques: beaucoup de résultats de calcul
(somme, produit, composée, dérivée, primitive) sont vrais, mais certains sont faux.

~» inutile de les retenir car ceux qui sont vrais se retrouvent facilement a I'aide de la défi-
nition (par changement de variable ¢ = —x pour une primitive).

A\ tout calcul a partir de fonctions paires (resp. impaires, resp. périodiques) n'en donne
pas forcément une — erreur classique.

/\ pour une fonction définie « par morceaux» (cf. 1.3.6), la parité ou 'imparité de f; ou
f> ne ditrien sur celle de f en général — erreur classique.

~ lafonction f est T-périodique si et seulement la fonction g est 27-périodique,
ol g est définie par : f(f) = g(wt), avec w det 27” (pulsation) — important en physique.

o Partie paire/impaire de f : toute fonction f s’écrit de maniere unique f = p+1i,
avec p paire et i impaire, données par p(x) = %(f(x) + f(=x)) eti(x)= %(f(x) - f(=x)).

A\ la fonction nulle est paire et impaire; c’est la seule qui est ainsi.

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.32 A 1.36
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-

Etudier les branches infinies d’une fonction f

Une branche infinie de 6 est une partie de la courbe qui s’éloigne « infiniment » de I'ori-

gine. C’est notamment le cas lorsque : [limf = avec a € {+oo,—o0} ou f € {+00, —oo} ]
a

e asymptote : c’est une droite (notée «—» sur le dessin) dont toute demi-droites dans un
sens donné est a distance nulle de la courbe (i.e. la courbe vient se « coller » d'un coté la
droite — sans forcément avoir de point d’intersection).

/\ ne pas confondre avec les tangentes (notées —e—) — confusion classique.

e branche parabolique : notion mal définie géométriquement qui indique la ressem-
blance avec une branche de parabole; définition précise ci-dessous en termes de li-
mites.

L'étude se fait par calculs de limites (dont des formes indéterminées — cf. 2.1.9) :

Slgggf:p /\ s1hmf +00

asymptote horizontale Xy
d’équation y=p asymptote verticale
d’équation x = xg

y=p———/ \" [silm/ =00 T

branche parabohque horizontale branche pe_lrabolique verticale

f 31 lim Q—m;éo

X—too X

| /\ A

si llm f(x) mx = +oo
[ sixlilllwf(x)—mx:p .
|

) branche parabolique
asymptote oblique oblique de pente m
d’équation y=mx+p

f f
y=mx+p ’\//

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.37
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( pd . N d L3
1reA Déterminer la tangente a une courbe représentative

Si f est dérivable en xo, la tangente a 6 au point d’abscisse xp est la droite de pente f "(x0)
passant par le point de coordonnées (x, f(xp)) ; i.e. elle a pour équation cartésienne :

(= F o) = £/ () (x = x0))

~» la tangente est horizontale si la dérivée est nulle (point d’abscisse x;).
~» si f est continue sur X (intervalle), dérivable sur X — {x»} et silim f "= +o00
X2

alors Ef admet une tangente verticale. Exemple type : x — x" (r €]0,1[) en x, = 0.
~ la tangente coupe la courbe (point d’inflexion) lorsque f” s’annule et change de signe.

p
1A [[1.3.10] Déterminer la position d’'une courbe par rapport a une droite

Soit une fonction X 1, R et soit €7 sa courbe représentative.
1. Déterminer I'équation de la droite sous la forme : y = mx + p.

2. Ftudier le signe de la fonction x — f(x) — (mx+ p) (cf. 1.2.4) :
* sile signe est positif, alors € est au dessus de la droite;
» sile signe est négatif, alors 6 est en dessous de la droite.

g

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.39

Michel

Joseph-Louis Johan
ROLLE TAYLOR LAGRANGE JENSEN
(1652-1719) (1685-1731) (1736-1813) (1859-1925)

France Angleterre Italie puis France Danemark
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1.4 Etudier si une fonction est injective, surjective, bijective

p
Savoir si un élément y possede des antécédents

Soient deux ensembles X, Y et soit une fonction X —f> Y.Soient ye Yetxe X.
 Par la définition : on dit que y est 'image de x par f (si se place du point de vue de x)

et que x est un antécédent de y par f (du point de vue de y) lorsque :| y = f(x).

A\ Tl'image est unique, mais y a zéro, un ou plusieurs antécédents (cf. articles soulignés).
~» trouver fous les antécédents de y c’est résoudre I'équation y = f(x), d'inconnue x € X.
 Graphiquement par intersection de la droite horizontale d’ordonnée y avec 6y :

»n
. y»  y11apas d’antécédent

IR Y3y aunantécédent x,
F——""1: "\

y3 a deux antécédents x3 et x4

X3 | X2 Xq
o Par le théoréme des valeurs intermédiaires lorsque f est une fonction a valeurs réelles
et continue sur un segment [a, b], alors toute valeur k intermédiaire entre f(a) et f(b)
(i.e. telle que f(a) < k< f(b) ou f(b) < k< f(a)) posséde un antécédent x € [a, b].
~+ en particulier si f(a) et f(b) sont non nuls et de signes contraires, alors il existe au
moins un réel x €]a, b[ tel que f(x) =0.
/\ ne donne pas 'unicité de x — confusion classique avec le th. de la bijection (cf. 1.4.3).)

-
( )

Etudier si f est injective ou surjective

Soient deux ensembles X, Y et soit une fonction X —f> Y.

dét
o Parladéfinition : f injective = [Vx, XeX, f=fx)=>x=x ;]

déf
[ surjective sur Y = [Vye Y,IxeX, f(x)= y.]

A\ la surjectivité dépend de I'espace Y : toujours préciser « f surjective sur Y ».3
¢ En étudiant 'équation f(x) = y, afin de déterminer, pour chaque y € Y, le nombre
d’antécédents de qui appartiennent a X :

f injective <= tout y € Y possede 0 ou 1 antécédent par f
[ surjectivesur Y <= tout y € Y possede au moins 1 antécédent par f

A\ Tinjectivité n’est pas : « pour tout x € X il existe un unique y € Y tel que y = f(x) »
(toujours vrai pour une fonction) — confusion classique entre antécédent et image.
A\ la surjectivité n'est pas : « toute image a un antécédent » — confusion classique entre
image et élément de Y.
o Par calcul : f est injective (resp. surj.) si c’est la composée de fonctions inj. (resp. surj.).
¢ Lorsque f estlinéaire (cf. 7.1.4) :[ f injective < ker f = {0}.]
 Plus rarement, en trouvant une autre fonction :
finjective < ilexiste Y £ Xtelle que giof=Idx

[ surjectivesur Y < ilexiste Y £, Xtelle que fogy=Idy
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EXEMPLES IMPORTANTS. — Toute fonction strictement monotone (cf. 1.2.3) est injective.
Une fonction paire, ou périodique, n’est pas injective.

s N
Trea* Montrer que f est bijective sans calculer !

o Par la définition : f est bijective lorsqu’elle est injective et surjective (cf. 1.4.2).

¢ En étudiant 'équation f(x) = y d'inconnue x € X si, sans la résoudre, on sait compter
le nombre de solutions : f est bijective lorsqu’il y a exactement une solution.

/\ ne pas confondre avec « tout élément de X a une image et une seule » (vrai pour toute
fonction) — confusion classique.

« Par le théoréme de la bijection lorsque f est une fonction réelle d'une variable réelle :

1. on vérifie et on écrit que f est strictement monotone;

2. on vérifie et on écrit que f est continue sur [ ;

3. on fait attention de se placer sur un intervalle I et on calcule les limites ou les
valeurs de f aux extrémités de I pour former l'intervalle J (de méme type — ou-
vert/fermé /semi-ouvert — que I) par:

f croissante f décroissante
I=[a,b] | J=|[f(a),f(b)] J=[fW), f(a)]
I=labl | J=[f@/limf[ | J=]limf f(a)]
I=la,b] | J=]limf,f(b)] | J=[f®)limf]
I=la,bl | J= ]li(Ilnf,liinf[ J= ]liinf,li(rlnf[
Alors f est bijective de I sur*J, et (si nécessaire) on a :
. f~! est strictement monotone sur J, de méme sens que f,
. f~! est continue sur l'intervalle /.
. leslimites/valeurs de f ~1 aux extrémités de J sont les extrémités de I,
Utilisation classique :si 0 € J, alors I'équation f(x) = 0 a une unique solution x € I.
/\ ne pas utiliser incorrectement la formulation du programme « f est bijective de I sur
I'intervalle f(I) »— erreur classique — c’est-a-dire :
1. affirmer que « f est bijective de I sur f(I) » — vrai dés que f strict. monotone;
2. affirmer ensuite, indépendamment du théoréme, que « f(I) = J » sans justification
— cecin'est vrai que d’apreés les trois conditions du théoreme.
Contre-exemples : f(x) = x(1—x) sur I = [0,1]; f(x) = x+ x| sur I =[0,2][.
¢ Lorsque f estun endomorphisme d'un espace vectoriel de dimension finie (cf. 7.3.10) : | wmpsI
PCSI
L ker f = {0} < f injective < f bijective < det [ #0. ) PT

EXEMPLE. — La fonction R —— R définie par c(x) = x* n’est ni injective, ni surjective;
sa restriction R —» R est surjective non injective;
sarestriction R, — R est injective non surjective;

- c L - . . v
sarestriction Ry — R, est bijective (sa réciproque est la racine carrée R, — R.).

3. autiliser plutot que « f surjective dans Y » — ici surfait écho a surjective; cf. .4 .2.2.
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P
Simultanément montrer que f est bijective et calculer f~!

Soient deux ensembles X, Y et soit une fonction X I, Y.

A\ ne pas évoquer f~! avantde dire que f est bijective — erreur classique (cf. ./#.2.4) ;
~+ prendre I'habitude de dire systématiquement « f est bijective avec f~! donnée par ... ».
/\ ne pas confondre la réciproque de f avec I'inverse de f (i.e. % ; quand elle existe).

¢ Reconnaitre une bijection usuelle dont la réciproque est connue :
2

exp % X— X T tan
R<— IR+ |R+ - IR+ ’ ]_E;E[ <—R
In N4 arctan
1
* xH} % P sin cos
R -~ R ’ ’ [_E)E - [_1’1] ’ [0’7[] - [_1)1]
y— y arcsin arccos

+ Enrésolvant (ou en étudiant) 'équation f(x) = y, d'inconnue x € X :
1. f estbijective de X sur Y s’il y a une unique solution x € X pour chaque ye Y;

2. alors, la fonction y — x est f~1.

~» en particulier, si f est bijective, ona: [f(x) =y << x= f’l(y).]

« Enreconnaissant f~!. Sil'on trouve Y —£, Xtelle quegof=Idxyet fog=Idyie.:

alors f est bijective et g = f~1.

/\ inutile de justifier avant que f est bijective — maladresse classique.

~ si f est bijective etsi Y &, X vérifie gof=Idx (oufog=Idy),alors f!=g.

A\ onpeutavoir f~!(f(x)) # xlorsque f~! estlaréciproque d’'une restrictionde f et que x
n’'appartient pas al'intervalle auquel on a restreint — erreur classique— en particulier :

N P

VaZ = || * SITRSES G

e et arcsin(sinx)={m-x siZ<x<¥
X ;éxsix<0) .

( x-21m siZELx<3E

~ toujours réfléchir avant de simplifier v x2, (\/E)Z, sin(arcsin x) ou arcsin(sin x),...
o Parlecalcul:si f = uovou u et v sont des bijections, alors f est une bijection et :

1 =[(uo = v_lou_l.]

A\ lasomme/le produit de fonctions bijectives ne I'est pas forcément — erreur classique.
Contre-exemple : u(x) = x et v(x) = —x (fonctions de R dans R).

« Par raccordement : si f est bijective de X; sur Y; et de X, sur Y», avec Xj, X, (resp.
Y1, Y») disjoints, alors f est bij. de X; U X, sur ¥; U Y, et f~! est donnée par (f_1)|Yi =

(fiv) ™t

/

EXEMPLES CLASSIQUES.

1. Pour aeR* et b € Rdonnés, x — ax+ b est bijective de R sur R, de réciproque y — %(y - b).
. Quand X =Y, alors fo f =Id x si et seulement si f bijective avec f~! = f;

on dit alors que f est une involution de X, ou que f est involutive.

. Laréciproque d’'une bijection impaire est impaire.

En effet f impaire si et seulement si foi =io f, avec i définie par i(x) = —x (involutive).

. Les homographies : cf. 1.8.1.
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Lrea* ( Déterminer f(X) (image directe de X par f)

-

Soient trois ensembles X c X, Y et soit une fonction X 1, Y. Limage de X par f est
I'ensemble des y € Y qui possédent au moins un antécédent appartenant a X i.e.:

[f(X) iyey| EIxeX,y:f(x)}.]

~» on utilise aussi la notation suivante pour f(X) :

{f(x) | x€ X} |«ensemble des éléments de la forme f(x) quand x parcourt X ».

A\ si f estavaleurs dans Y, on n'a pas forcément « f(X) =Y »,

mais seulement f(X) c Y — confusion classique.
+ Enrésolvantl’équation f(x) = y, d'inconnue x€ X :

I'ensemble des éléments y € Y tels que I'équation a au moins une solution est f(X).
~+ donc f est toujours surjective de X sur f(X).

o Graphiquement. Lensemble f(X) est 'ensemble des ordonnées des points de la
courbe de f qui ont une abscisse dans X :

FX)

o Par étude de fonction (lorsque X, Y cR) :
1. déterminer le tableau de variations de f avec les valeurs ou limites aux bornes;

2. appliquer le théoréme de la bijection (cf. 1.4.3) sur chaque intervalle I; ou f est
strictement monotone;

3. conclure parréunion: X=L uU---Ul, = f(X)=fU)U---Ufy).

A\ En général, on n'a pas « f([a, b)) = [f(a), f(D)] (ou [f (), f(a)]) »— erreur classique;
mais c’est vrai si f est strictement monotone continue (f affine, f =exp, f=In...).

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.40 A 1.47
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1.5 Ce qu'il faut connaitre sur les fonctions usuelles

s

1rea Exponentielle et logarithme népérien A

« Définitions usuelles équivalentes °de la fonction exponentielle R =5 R :
. c’estl'unique fonction dérivable R 1, Rtelle que: f'= fet f(0)=1;

"0 =1
1reat . unique fonction R LR dérivable en 0 telle que: SO
Vx,yeR, fx+)=f)f);

+oo 4.1

) L. s déf X
2ep c’est la somme d’une série entiére convergente (cf. 5.2.8, 5.4.6) : e* =

n=0 n! ’
déf .. x\n

Treat . plusrare:e* = lim (1+—) .
n—+oo n

o Définitions usuelles équivalentes de la fonction logarithme R D, R,

o . . def [*dt
. primitive qui s’annule en 1 de la fonction x — % surR: : Vx>0, Inx = r
1
- . . R X y>0
. réciproque de la fonction exponentielle R 7" R} ie.: €' =y <

In

x=Iny.

fonctions logarithme

exponentielle
notations In

exp, x — e*
R

— *
définie sur R

1
dérivée In'(x) = - exp’ = exp

branches asymptote verticale x =0 en 0"

asympt. horizontale y =0 en —oco
infinies br. parabolique horizontale en +oco

br. parabolique verticale en +oo

(A)

-

il T | T

e=2,71+1072

propriétés In(xy)=Inx+Iny

ex+y - exey
algébriques In(x*) = alnx

(eX)(X = eax

g

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.48 A 1.49

5. Les équivalences ne sont pas du tout faciles et mériteraient un chapitre de cours a elles seules.
Voir par exemple : Analyse Mathématique I, Roger GODEMENT, Springer 2001, chap. Iv.
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s . N
1rea Puissances
PP o déf
o Définition. Pour tout x > 0 et tout 7 € R on définit :
fonctions puissances
L1
x—x =—
x—x" (r>1 x—x" 0<r<l) x3
(r=-s5;5>0)
P L déf
définie sur R, (prol. par continuité en 0 : 0" =0) R
. . deux asymptotes :
branches branche parabolique | branche parabolique a5y P
. . . . - horiz. (y =0) en +oc0
infinies verticale en +oo horizontale en +oco "
.vert. (x=0)enO
dérivée x—rx 1
r>1 r=1
r€]0,1{
1-4 r=0
21 r<0(r=-s,8>0)
é | | |
T T T T
T
prop. alg. x"xt = x"tt (x")=x"" x"'y" = (xy)" Vx=xn
A en général x") # (x")" — erreur classique.
« Extension de la définition dans quelques cas particuliers :
sireN* sir=0 sireZ-N
etxeR etxeR et x e R*
- def o déf rdéf 1 1
X = XX-XX X = x'= —x.ox =
r fois ——
(—r) fois
-+
% (I _\_+_)
,I,
r impair
N J

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.50A 1.51
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. . pd . . \
Fonctions de la trigonométrie hyperbolique
fonctions sinus hyperbolique cosinus hyperbolique
notations sinh cosh
P . deref—e™ ¥ are’+e”
définie par sinhx = — coshx = —
définie sur R R
symétries impaire paire
branches | branches paraboliques verticales | branches paraboliques verticales
infinies en —oo et en +oo en —oo et en +oo
dérivée sinh’ = cosh cosh’ = sinh
sinh
cosh
0
1
0
prop. alg. cosh? x—sinh? x=1
1
| | | 0 | |
T T T T T
-1
J
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Fonctions de la trigonométrie circulaire

fonctions sinus cosinus
notations sin cos
ix —ix ix —ix
o . def i e’ —e def i e’ +e
définie par sinx = Im (e'¥) = — cosx = Re(e") = —
i
définie sur R R
symétries périodiques de période 27
impaire paire
dérivée sin’ = cos cos’ = —sin
cos T 1 sin
_z
- z - /

N N

prop. alg. | formules de trigonométrie cf. 1.6.6
fonction tangente
, déf sSin
déf. et not. n= —
cos
Py 7
définie sur R—{%+kn|keZ}
symétries période
impaire
dérivée tan' = 1 +tan® = —
cos
- - - —
br. infinies asymptotes verticales x = 5 + kn (k€ Z2)
1
_3n _x : T 3n
2 /4 2 0 . 2 b4 2
| | ! I ! | | |
T T T T T T
z
4
prop. alg. formules de trigonométrie cf. 1.6.7

¢ Valeurs particuliéres: cf. 1.6.3.




54 Cours de PC*, F. CADET, 31 aoilt 2022

CHAPITRE 1. SUITES ET FONCTIONS

( . e . . rd . . . \
Fonctions réciproques de la trigonométrie circulaire
ECG]
x xSI
fonction arctangente (arctan)
PP .. © s T o7 tan
définie par réciproque de la restriction |- 250 — R
définie sur R
symétries impaire
s g i __1
dérivée arctan’ (x) = e
br. infinies asymptotes horizontales y=7 en+oo et y=-7en—-oo
tan
z
2
n arctan
R S
L | | | | | 0 $ | | |
I T T T T T T T T T T
1
_z
2
prop. alg. ‘ Vxe|-5,%[, arctan(tanx) = x et VyeR, tan(arctany) =y
XS fonctions arcsinus (arcsin) arccosinus (arccos)
o réciproque de la restriction réciproque de la restriction
deﬁnle par T sin cos
-5.53] — [-1,1] [0,7] — [-1,1]
définie sur [-1,1] [-1,1]
symétries impaire —
dérivée ' () 1 ') 1
arcsin’(x) = —— arccos’ (x) = ————
sur]—1,1[ V1-x2 V1= 2
] T
arcsin
% P S
1 ¢/ = sin
o N arccos
0 Do 2
— — 1]
1 Z
2
| 0 | T
T I P T
4 132
cos
Vy € [-1,1],sin(arcsin y) = y = cos(arccos y)
prop. alg. . ny o =y y
Vxe[-5,%], arcsin(sinx) = x et Vxe [0,7], arccos(cosx) = x
&
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1.6 Trigonométrie circulaire et nombres complexes

55

( Calculer avec des nombres complexes sous forme algébrique

Tout nombre complexe z € C s’écrit de maniere unique sous forme algébrique :
[z =x+iy,avecx,y € [R{.]

 Opérations sous forme algébrique, ot x,x',y,y', LeR:

(x+1iy) + (X' +iy") © ) +i(y+y) | (x+ip)(x +iy") L e — yy) +ixy +x'y)

1

Alx+iy) = (Ax) +i(Ay) xtiy x2ty?

(x—iy) si(x,y)#(0,0)

¢ Calculer la partie réelle, la partie imaginaire ou le conjugué de z = x +iy :

Re (2) def X, Im(2) det y et

L. - 1 _ 1 _
> onendedult:[z:Re(z)+1Im(z),] [Re(z): 5(z+z)] et [Im(z): Z(z—z).]

~ les fonctions Im, Re et z— Z sont R-linéaires i.e. :

Re (1z) = ARe (2) Re(z+2z') =Re(z) +Re (2
Vz,z €C, VAeR, {Im(Az) = AIm (2) et Im(z+2)=Im(z) +Im (2
Az=2Z z+2 =2+72

A\ ces formules sont fausses avec A € C — erreur classique.

. . . _ = — = z
~> propriétés supplémentaires pour z— z: [z =z, z7' =27, (;) =

-]

A\ formules analogues fausses avec la partie réelle ou imaginaire — erreur classique.
o Caractériser les réels ou les imaginaires purs :

& ||

ZeER <= Im(2) =0 < et z€iR < Re(z)=0 <

deéf . .
o Calculerle module:||z| = /X2 +y?|[siz=x+iy.
. L = 1 z
. Relation, avec la conjugaison:||z|* = zz, |et donc| — = EE lorsque z # 0.
z |z
. Module d'un produit:||zz'| = |z| x ||, | et en particulier :

|z_1| =z ie 1_1
|zl

Z/

¥4

12'|
= — lorsque z #0.

z |z|

. Inégalité triangulaire : [Iz +7Z1 <zl + Iz’l.]

-

#9 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.52
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s :
1reA Ce qu'il faut connaitre sur I'exponentielle complexe el (6 € R)

¢ Ses valeurs particuliéres: cf. 1.6.3.
+ Les propriétés fondamentales suivantes tres importantes en pratique :

. C’est avaleurs dans U (nombres complexes de module 1) i.e.

A\ pas d’affirmation « e > 1» ou «e!? < 1» — non sens classique.

.[eig:ei(ﬂ — EIkeZ,6:<p+2kﬂ]—noté«65<p[271]»(en><><SI).

A\ éviter la notation 8 = ¢ [271] («modulo 27 ») — erreurs de calculs quand on divise.
. e®=1 [eE =)= efig] [Vn ez (ew)n = eing] ei@+0) — ¢if 60",

. pour tout 6 € ]0, Z[, le nombre e = x + iy vérifie x, y > 0.

* Son prolongement C L5 ¢* défini par: [ez = gr+iy &f e*(cosy+isin y).]

X XSI

! !
s onaalors:[Vz,z/EC, e?t? = e%e” ]
0

Lreatt « Les définitions suivantes de 6 — €'
ou
2eA+ +

ne sont pas tres utiles en pratique :

. c’est'unique fonction dérivable R N Ctelle que: f' =if et f(0)=1;

flo=i

VO, eR, fO+¢@)=fO)f(p);
) ) - . e X0

. C'estla somme d’une série entiere convergente (cf. 5.4.6) : € = ) .

n=0 n!
. /

. c'estl'unique R N C dérivable en 0 telle que : {

p
1rea Connaitre les valeurs particulieres des fonctions trigo.

|2

b4
= b4 nr
2 (nez)

—
)

—
+

S ENRRESE

i -1 | (D"

cosO || 1 0 -1| (D"

sinf || 0

—
o
o

S [elgfe—|e

tan@ || 0

o
o

+oo

$||>—- N = N|&N ?mlm

~~ on en déduit tout de suite :
1
2

X 0

[
8|S

arctan x 0

o1% 5 -

—arctan(—x)

wl N

arcsinx || 0 —arcsin(—x)

SN RN

wlx =S

arccos x 7T —arccos(—x)

NS

FNTRSEFNTES
SIERE]
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( Calculer la forme trigonométrique d’'un nombre complexe z # 0

 Par la définition : en reconnaissant une écriture [z = re? avec r > 0] etf eR.

A\ ne pas oublier la condition r > 0 — erreur classique.

A\ iln’y a pas de méthode générale pour calculer 6 a partir de r = é — maladresse clas-
sique — mais il faut savoir le faire dans les cas particuliers qui suivent.

« Dans le cas particulierott z € {0, 1, i, 1+i, v3+1i, 1+iV/3} (a un facteur réel pres) :
. reconnaitre un multiple d’une des valeurs particuliere de e’ données dans 1.6.3;

i0 0 _ oi@+m)

. sinon le déduire d’une de ces valeurs par les relations : el =e % et —e

« Parlaformule de I'angle moitié pour z de la forme z = e/ +¢i¢ :
. . 0
1. si¢@ =0, factoriser pare'z ;
sinon factoriser d’abord par €'Y pour se ramener au cas précédent;

2. utiliser les formules d’EULER : [eiﬁ +e i =2cos ,6] et [eiﬁ —e i =2isinp ;]

3. sinécessaire, se ramener au cas ol le facteur réel est positif en utilisant —1 = e'*

¢ Par calcul (quotients, puissances, produits) :

i0 n
re' r o_g . . . S 0
— lel(H 0 ), (rele)n — rnelnB, l_l rkeIBk — ( [l rk)e =
k=1

r/eiQ’ T

~ reste vrai, et intéressant, méme si r, r’ ou ry sont négatifs.
~> pour les sommes ou les combinaisons linéaires : utiliser plutot la forme algébrique.
 Parfois, par unicité de la forme trigonométrique:

[reie —re? — r=r'et (3kez 6=0"+2kn), si r,r’>0.]

~ le réel @ s'appelle un argument du nombre complexe z = rei?.

L A\ iln'y a pas unicité de 'argument; éviter la notation « arg z » — maladresse classique. )

EXEMPLE COMPLET. — Mise sous forme trigonométrique de z = 2@(1;2;13\/5 (B €10, ).

2-2i= 2\/_(—+—) 2\/_( %) 2\/56_1%, (valeur particuliere)

V2 V2
et:2e19+1+i\/§:2(ei‘9+%+i§):2(e19+ei%)
. . . (0 @ 0 = . 0.,
=2¢!5 [el((;*%) + 1) =2¢'% x el(z_g) (el(i_g) +el(_7+€)) (angle moitié)
:4cos(g—%)ei(%+g7%) (formules d’EULER)
iz 0_x
gon o 2B o) gy eos(8-8) gpuy)
(zﬁe-l%f 22V2 4V2
OflCOS(%——J>0 car 0 €]0,7[ etcos > Osur |- %, 5 - &|.

EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.54 A 1.54
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++ Résoudre I'équation z”" = a

ECG]
x xSI

EcG; t
MPSI
PCSI

TPC1

lreA++

g

Soient a € C et n € N* donnés. On cherche les solutions z € C de I'équation.
¢ Cas a =0:de maniere évidente, il y a une seule solution z = 0.
¢ Casgénériqueotta#0:
1. on met a sous forme trigonométrique : a = re'? (r > 0) — cf. 1.6.4.
2. alors il exactement n solutions distinctes qui se déduisent de la solution évidente
i8 o . Y
z = {re'n (ou de toute autre solution) par multiplication par une racine n-iéme
s 2km
del'unité e' "=, a savoir :

2km

. . . i 0 4 2kn
[z”:rele — 3Jkef0,n-1], z= Wel% xe'n ={ rel("Jr "”).]

N
Y
« ‘k\$
\ = ~~
~2 N
N [}
/ N\ 0
, N {/Feln (k=0)
/ 2n
/ n \
I ~ 2
| noo\
; I
T
S |
\ 1
\
\\ // N
N AN
\ e : '
\\ e :

~ on peut remplacer [0, n — 1] par tout autre ensemble de n entiers consécutifs.
o Cas particulier ou1 7 = 2 (autre méthode) en posant a=a +iffetz=x+iy:

1. traduire I'égalité z° = aen x* — y?> = a, 2xy = 8;

2. penser aussi a |z|* = |a| qui donne x? + y? = /a2 + p%;

3. en déduire x? et y® puis x et y au signe prés, d’oi1 4 solutions possibles pour z;
4

. la condition 2xy = 8 contraint les signes de x et y , d’ol1 les 2 solutions opposées
pour z.

A\ les solutions de z? = a s’appellent les racines carrées de a; ne pas parler en général de
«la racine carrée de a» ni de « y/a»; cela n’a de sens que lorsque a > 0 parce qu’alors
I'une des deux racines est réelle positive, ce qui permet de la distinguer de I'autre racine

— non sens classique.
Do . a+lal . .
~> on peut aussi vérifier directement que z = +————— convient (si a ¢ R_).

v2(Re (a) +1al)

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.55A 1.57
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( . e . .
Formules de trigonométrie : que retenir et comment ?

o Apprendre les formules et les revoir régulierement.
~ elle finiront bien par rentrer...
¢ Retenir d’oi1 elles viennent,

notamment des formules de calcul dans C (cf. 1.6.1) et de celles sur e (cf. 1.6.2).

formule a connaitre

d’oiu elle vient (z = x +iy = el)

sin?0 +cos?0=1 | = sin6,cosfe[-1,1]

lzZl=1 &= x*+y*>=1

elf 4 o0 el _ -0
——— =cosf et 5 =sin0
i

formules d’EULER

Z+Z — Re (z) = cosO

Zz;iz =Im (z) =sin@

cos(@ + ¢) = cosfcosg —sinfsing
sin(@ + ¢) = sinf cos ¢ + sin¢@ cosH

formules d’addition des angles

el0+9) — gifeip — 77/

= xx'—yy +ilxy +yx)

cos(20) = cos?0 —sin?0 =2cos20 -1 =1-2sin%6
sin(20) = 2sin 6 cosf

formules de duplication d’un angle

f. d’addition avec ¢ =0
et sin0 + cos?0 = 1

(pour cos 26)

cos(nB) +isin(nf) = (cosO +isinH)"

formule de MOIVRE

elnd — (eiﬂ)n

1.5.3) — confusion classique.

~> la formule de MOIVRE, historique, est peu utile en pratique.
A\ ne pas confondre les formules d’EULER avec celles qui définissent sinh et cosh (cf.

o Utiliser des dessins : T
z=¢el0 - eli(?9+2n)
formules a connaitre | T \ =e
. . 0\
cos(@ +2m) =cosf | sin(f+2m) =sinf = : }
sin,cos sont 27-périodiques | . | .
7 = el@+m Z=e 10
cos(—0) = cosb sin(—60) = —sin(0)
cos est paire sin est impaire
cos(@ +m) = —cosO | sin(f + ) = —sinf iz =ell0+3) }
cos(m—0)=—cos@ | sin(m—0) =sind :
cos(d + %) =—sin6 | sin(@+ %) =cosl
cos(5 —6) =sinf sin(% —60) = cosf

o Combiner les formules : remplacer ¢ par —¢ dans les formules d’addition et utiliser
I'imparité/parité de sin/cos donne des formules pour cos(d — ¢) et sin(@ — ).

/
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e 2
Formules de trigonométrie supplémentaires
o Formules pour tangente :
tan@ +tan ;
1 tan(0 + @) = v riang s
1+tan®0 = —— 1-tanftang 0,0,0+¢
cos?0 o
formule d’addition des angles #5+kn
2t 0
tan(f + ) =tanf tanf = 2 si t:tang
tan -périodique formule de duplication d’un angle
1-7 2t
tan(—0) = —tan@ cos = —— sinf=——
1+ 12 1+ 2
tan impaire paramétrage rationnel du cercle

~ formule d’addition d’apres celles pour sin et cos, en divisant tout par cosf cos .

¢ Produit de deux cosinus ou sinus:[ cosfcosg = % (cos(6 + @) + cos(0 — p))
sinfsing = —%(cos(@ + @) —cos(0 — ¢))
sinf cos @ = %(sin(@ + @) +sin(0 — ¢)).
~» par linéarisation (cf. 1.6.10) ou combiner les formules d’addition et de soustraction.
¢ Somme de deux cosinus, de deux sinus :

+ - + -
sinp+sinq=2siinqcosp q sinp—sinqucosp qsiinq
+ = + -

cosp+cosq=ZCosqucosqu cosp—cosqz—Zsinp qsinp—q.

<[

~ en utilisant que p = 224 + 224 et g = 229 — P-4 dans les formules de produit.
n n
¢ Savoir calculer Z cos k6 ou Z sin k6 : utiliser les formules d’EULER et la formule de
k=0 k=0

somme des termes d’une suite géométrique (cf. 1.1.3) avec les raisons el puis e,

-

Etablir des relations sur les fonctions trigo. réciproques

o Parla définition :
a partir des fonctions directes et des relations algébriques qu’elles vérifient.
¢ En dérivant (cf. 3.3.1).
A\ ne pas oublier quesi f' =g, alors f=g+C
(C constante a calculer en prenant la valeur ou la limite de f et g au méme point).
/\ ne pas oublier de se placer sur un intervalle
(sinon il y a une constante différente par intervalle).

EXEMPLES CLASSIQUES. —

1 3 six>0 . 7T
arctanx+arctan|— | = . Vxe[-1,1], arcsinx + arccosx = —.
X — six<0 2

b/4
2
EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.58 A 1.64
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g

1. Comme |A+iB| = V' A2 + B2, il existe ¢ € R tel que A+iB = vV A2 + B2e'? (cf. 1.6.4),

2. Une f. d’addition (cf. 1.6.6), donne ainsi : [Acos t+Bsint =V A%+ B2cos(t— (p).]

Transformer Acost+ Bsint ((A,B) € R — {0,001

soit: A=V A2+ B%cosqp et B=VA2+B2sing.

EXEMPLE. — cos ¢+ /3sint = 2cos (£ - Z), car 1 +iv/3 = 2¢'5.

3

( 3 . 3 . .
1reA Linéariser une expression trigonométrique

Linéariser une expression trigonométrique, quand c’est possible, c’est I'exprimer comme
combinaison linéaire de plusieurs sinus et cosinus, en général sous la forme :

ap+aycost+bysint+a,cos2t+ bysin2t+---+ a,cosnt+bysinnt  (a;, b; €R).

Remarque théorique non indispensable au calcul : les a;, b; sont uniques (cf. 8.1.8).
o Alaide des formules de trigonométrie :

il n'y a pas de méthode systématique, mais cela aboutit dans les cas simples.
+ En utilisant des exponentielles complexes :

/\ ne pas oublier le facteur 2 ou 2i — erreur de calcul fréquente.

~> pour vérifier le calcul penser a comparer la parité ou la valeur en 0 du résultat et celle
de I'expression de départ.

1. Exprimer tous les sinus et les cosinus a I'aide d’exponentielles (formules d’ EULER).

2. Développer complétement tous les produits et les puissances pour obtenir une
combinaison linéaire d’exponentielles.

3. Regrouper les exponentielles d’exposants opposés pour faire apparaitre des sinus
ou des cosinus (formules d’EULER a l’envers) ;

/

EXEMPLES.

1
1. Linéarisation cos? t = 3 (cos2t+1), d’aprés la formule de duplication cos2¢ = 2cos? £ — 1.

2. Linéarisation de cos® ¢ :

: 6
el +e

—it
cosbr= ( 5 ) d’apres les formules ' EULER

1 . S o o . o o
— 2_6(e6lt+6851te 1t+15e4lte 21t+20e31te 31t+15e21te 41t+661te 511‘_+_e 61t)
d’apres la formule du binébme

e61t+e—6it) +6(e4it +e—4it) + 15(e21t +e—21t) +20)

2

1
= % (2cos6t+12cos4t+30cos2t+20) d’apresles formules d EULER

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.65A1.70
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p
1A | [1.6.11 Résoudre une (in)équation trigonométrique

C’est une (in)équation out 'inconnue 6 apparait uniquement sous la forme cosf, sinf
(parfois tan®).

1. Traduire I'équation ou I'inéquation en probléeme d’inconnue z = e € U.
2. Résoudre le probléme dans U, a I'aide d'un dessin.

3. Déduire les solutions 6 € R a partir des solutions el € U, en « faisant rouler le cercle
trigonométrique sur la droite R ».

A\ ne pas confondre les réels et les angles (réels modulo 277) — confusion fréquente.

4. Sipossible, simplifier les familles de solutions a I'aide d’'un dessin.
Exemple classique : {5 + kn | kezyuikn | ke zy={k% | kez}.

Autre méthode : se ramener a une inéquation sinf < k et résoudre a I'aide du tracé de la
fonction sin (ou avec cos,tan ou >, >, <).

/

EXEMPLES FONDAMENTAUX. — Egalite’ de deux sinus, de deux cosinus, de deux tangentes :

z=el tels que z = el tels que z = el tels que
Re (z2) =cosg Im (2) =sing tanf =tan¢
7 T~ N, e el7) / /"k\ N e’ s T~ gl(p
’ : / Y 7 g
/ o - \ / NE
! o\: | VA W ! N\
\ C.(?S‘P; | \ ] \ /
\ o \ / \ /
\ o \ /7 /
RS /) —igp A e i(T+p) ~ il
~_.L - e ~_L - e P ~_L -
cosf = cosg sinf =sin¢

@{ 0 =¢+2kn (ke2) (:){ O=¢+2kn(ke2) N o pikn(keD)

tanf =tang ]
ouf=—-p+2kn (kez) ouf=n—@+2kn (ke 2z)

'SR

EXEMPLE. — Résolution de cosf < cos¢ (inconnue 8 ; ¢ € [0, 7] parametre).

1. Nombres z = €' tels que Re (z) < cosg: 3. Conclusion :

2.
cosf < cosg

Re(z) <cosyp :
=L e < dkeZOelp+2kn,2n—q@+2kn]
o = 0e |Jlp+2kn, 2k + D —gl.
. \\ kez
—
I

»\
Cos Q-

Ry
i /?/ei(zn—w)

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.71
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1.7 Fonctions polynomiales

On note K pour Rou C

63

p
Ce qu’il faut savoir sur le trindme du second degré

Soit f(x) = ax®+bx+c, avec a, b, c €K ol1 a # 0. Soit A def b? — 4ac le discriminant de f-

. 2
du développement de (x+ %) , ce quidonne: f(x)=a (x+ %) - (22)2
« Factorisation : [si A=6820ona: fx) =alx—x1)(x—x2), avec x; = —127;6, X2 = —_32—5.]

2
~» en particulier, siAzOona:f(x):a(x+ %) .

A\ lorsque A > 0, on peut toujours prendre § = v/A, mais ce n’est pas forcément adroit.
Exemple: f(x)=x*>-(m+1)x+m;alorsA=(m+1)2—4m=(m-1)?;
prendre § = m — 1 est plus simple que de prendre § = v/(m—-1)2 = |m—1|.
+ Racinesde [ :
. lorsque a,b,c e Ret A >0, il y deux racines réelles distinctes x; et x,;

b
. lorsque A =0, il y a une seule racine x; = xp = “%a (racine double cf. 1.7.6) ;
a

. lorsque a,b,ce Ret A <0, iln'y a pas de racine réelle;
. lorsque a,b,c e C et A #0, il y a deux racines complexes x; # X2
elles se calculent sil'on sait trouver § € C tel que 52 = A (cf. 1.6.5).
~ lorsque a,b,c € Ret A <0 on peut prendre § = iv/—A, et alors X7 = xp.
A\ le calcul de A est inutile lorsque b ou ¢ est nul — maladresse classique.
o Tracé de f et signe dansle casréel (i.e.sia,b,c,xeR):

a>0 a<0

: /f

: _b

v 2a
A<O . .

i .

1L

A=0 /
abscisse
du sommet
_b J
2a X2 =
A>0 I 5 % milieu

des racines

_b _ x1+x2
2a =~ 2

La fonction f est du signe de a, sauf entre les racines réelles (s'il y en a).

 Forme canonique de f(x); factoriser par a puis écrire les termes en x? et en x a I'aide
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1reA Qu’est-ce qu'un polynéme ? Notation et présentation

Soient n e N et agp, ay,...,a, € K. Soit xp € K.
xxSI* o Définition formelle : c’est la suite finie ag, a1,...,a,, notée: P=ag+ ;; X ++--+ a, X".
~» définition mal comprise et peu utile en CPGE.

+o0o
. . déf . .
~~ on écrit parfois P= Y ar X" (avec a; = 0si k> n).
k=0

o Définition comme fonction polynomiale : | K L K

X = daptmx+---+apx".

~+ en particulier I'indéterminée X est la fonction identité x — x i.e.:

A [ un polynéme est une fonction;] calculer P(xp) c’est évaluer P en xp; ce n'est pas

«poser X = xy dans P », égalité qui signifierait que X est une fonction constante;
ne pas voir X comme un nombre — erreur majeure sur les polynomes.
A\ le nom «polynéme » prend un accent circonflexe, alors que I'adjectif « polynomial »
n'en prend pas — faute d’orthographe classique.
¢ Composée de deux polyndomes:
la composée Po Q — aussi noté P(Q) dans le cas de deux polynémes seulement (autres
exceptions : cf. 7.1.6, 10.1.5) — s’obtient en substituant Q a X dans I’expression de P.
~> en particulier (les deux notations sont utilisées ; je préfere la premiere).
A\ ne pas confondre les produits et les composées — confusion classique;
convention usuelle : si un facteur d'un produit nécessite des parenthéses, on le place
en premier pour qu’il ne soit pas confondable avec une composée :
. notations de produits : PQ, QP, XP, (X2 +1)P, (X?> +1)(X? +2X);
~~ évalués en xg : P(x9) Q(xo), Q(x0) P(x0), XoP(xo), (x5 + 1) P(xp), (x5 + 1) (xZ + 2x0) ;
. notations de composées : P(Q), Q(P), P(X), P(X?+1), (X?+1)o(X? +2X);
~ évalués en xg : P(Q(xp)), Q(P(xp)), P(xp), P(xg +1), (xé +2x0)2 + 1.
+ Expression d’'un polynéme.
Sauf exception®, tout résultat d’'un calcul sur les polynomes est donné uniquement
sous l'une des deux formes suivantes :
. forme développée:
c’est une somme de mondmes, ol chaque puissance apparait au plus une seule fois,
comme ci-dessus; ordonner les puissances dans I'ordre croissant ou décroissant;
~» pour montrer une propriété vraie pour tout polynéme, on peut parfois la montrer
pour tous les polynémes X", puis la déduire pour tout polynéme.
. forme factorisée:
produit de polyndmes qui sont chacun sous forme développée (cf. 1.7.8, 1.7.9).

6. par exemple la forme canonique d’un trindme du second degré (cf. 1.7.1), qui sert parfois...
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Trouver les coefficients d'un polynome P

Soient deux entier m, n, p € N. Soit xp € KK.
Soient des polyndémes U, V, P=ag+ a1 X +---+ap X" et Q=by + b1 X +--- + b XP.
~+ polynéme unitaire : polyndme dont le coefficient de plus haut degré vaut 1.
o Vérifier une égalité P = Q proposée ou conjecturée :
. elle est vrai [si et seulement si P et Q ont les mémes coefficients ;]

A\ cette mal nommée «identification » (cf. .#.2.2) est un théoreme d’équivalence.
. en trouvant I'expression des coefficients a; par récurrence sur k.
. par des arguments de racines : cf. 1.7.12.

¢ Par les formules de calcul :

. par somme, par produit par un scalaire, par dérivation : coefficient par coefficient;

n p n+p
. par produit : (Z aiXi) (Z ijj) = Z cka avec ¢y = Z a;bj;
i=0 j=0 k=0 i+j=k
~ somme sur tous les couples d’entiers (i, j) telsque 0 <i<n, 0< j< peti+j=k;
~ il n’est pas nécessaire de tout développer pour avoir un c; particulier;
cette formule résume le calcul suivant (par exemple si n < p) :
apQ=apbo+agb; X+---+ agbh, X" +---+ aob,,X’”
(+) 611XQ= a1b0X+-~-+a1bn_1X”+-~-+ albp_IX”+a1b,,Xp”

(+) a,X"Q= anboX" +---+apby_n XP+ -+ +azbpX"P
(=) PQ=co + a1 X +4+ X" 4t pXP + ot pXTP

~» sil’on note c(P) le coefficient de degré k de P, on a en particulier :

(©PQ) = aP)cp(Q)] et (cup(PQ)=caP)cy(Q) sidegP=n, degQ=p.]

degP P(k)(xo)
o Plus rarement, par la formule de TAYLOR: [P = Z 0
k=0 :

P(k) 0)

(X - x0)%.

~> en particulier, avec xp = 0, on obtient : a; = a (cf. 4.1.6).

~~ il n'y a pas de terme complémentaire aprés la somme, contrairement aux autres for-
mules de TAYLOR (cf. 1.2.9, 2.1.6, 2.1.15 et 4.1.6).

¢ Par un calcul de dérivée n-ieme :
. conjecturer une formule puis la démontrer par récurrence sur 7 ;

U(k) V(n—k) ;

n
n
. par la formule de LEIBNIZsi P = (UV)"™ :| (UV)™ = )~ (k
k=0

A\ ne pas confondre avec la formule du binéme (cf. 1.1.3) — confusion classique.

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.72A1.74
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1reA Trouver le degré d’'un polynome

Soient P=ag+ @ X +---+a, X" € K[X]. Soit Q € K[X].

o Par la définition : c’est le plus grand k tels que ay # 0.
En pratique, sil’on sait que deg P < n, on examine les coefficients a,, a;-1,..., ap, dans
cet ordre, jusqu’a en trouver un qui n’est pas nul.

~~ par convention on pose [deg(P) ©_ o sip= O.]

~» en particulier deg P = 0 si et seulement si P est constant non nul.
o Par calcul (produit, dérivée) :

degP* = kdegP

deg(PoQ) =degP xdegQ, "’
~+ en particulier deg(AP) = degP si A est une constante non nulle.

/\ attention aux cas particuliers olt 'un des polyndmes est nul.

¢ Par calcul sur une écriture explicite qui met en évidence le degré, notamment :

(deg(PQ) = degP +degQ) [degP’ = (degP)-1]

n .
P:Zainavecan;éO ou P=a,X"+Ravec ReK,_1[X].
i=0

¢ Degré d’'une somme :

1. conclure directement : [deg(P +Q)=degP sidegP >degQ ;]

2. sidegP =degQ= nalors[deg(P+ Q=n< cn(P)+cn(Q);£0;]

3. sicu(P) + ¢, (Q) = 0 recommencer avec le coefficient de degré n—1, etc.

~+ la formule « deg(P + Q) < max(deg P, deg Q) » est classique mais insuffisante ici.
A\ la formule « deg(P + Q) = max(deg P, deg Q) » est fausse — erreur treés classique.
Contre-exemple: P = X> + X et Q= —X? + X.

e , . 2 o N
1A Montrer qu’'un degré est inférieur a n

Soient n, p € N. On note K, [X] 'ensemble des polyndmes de degré au plus n i.e. :

déf
[PE KnlX] < degP < n]

A\ ne pas confondre « P € K, [X] » avec « deg P = n » — confusion classique.
¢ Par calcul dans K ,,[X] :
. 'ensemble K, [X] est stable par somme et par produit par un scalaire i.e. :

B QeKyul[X] } P+QeKyu[X]
=
AeK AP €K ,[X].

~» ainsi K ,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X] (cf. 7.1.2).
. pour les produits : (P € K,[X] et Q € K,[X]) = PQ € K4 p[X].
A\ ne pas confondre ces régles de calcul avec celles du 1.7.4 — confusion classique.

#9 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.75A1.76

7. saufsi PoQ =0 (i.e. Q est constant et racine de P).
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( Ce qu'il faut savoir sur les racines d’'un polynome

Soit un polyndme P € K[X]. Soit xp € [K. Soit m € N.

¢ Les caractérisations: [xo racine de P g P(xp) =0 g FQeK[X], P=(X—- xo)Q.]
o Les caractérisations de 'ordre d’'une racine (aussi appelée multiplicité) :

xoracinede P ) d¢f |3Q, P=(X—-x9)"Q P(xg) =P (x9) =---=P" D(x0)=0
d'ordre@ m} = {Q(Xo) #0 {P(m) (x0) #0

X racine de P de
d’ordre — JQ,P=X-x)"Q < P(xp)=-= P (x5) =0.
au moins m

A\ ne pas se tromper sur les ordres des dérivées qui s’annulent
(ilyen a m del'ordre 0 al'ordre m — 1) — erreur tres classique.

~» en particulier si xp n’est pas racine de P alors sa multiplicité est m = 0.

o Nombre maximal de racines : la somme des multiplicités des différentes racines d'un
polynoéme (non nul) est inférieure ou égale au degré du polynome.

+ Polynéme a racines simples : polyndme dont toute racine est simple i.e. d’ordre 1.
Pour cela il suffit que P soit de degré n et ait n racines distinctes.

Vs

g

Rechercher des racines d’'un polynome P

 Par le calcul systématique pour P de degré 0, 1 ou 2 (a savoir faire vite — cf. 1.7.1).
» Tester des racines « évidentes », notamment 0, 1, -1, 2, -2.

~+ si P est a coefficients entiers, tester aussi les diviseurs du terme constant.

 Par les relations coefficients/racines, s’il manque une seule racine: cf. 1.7.8.

+ En se ramenant a un polyndme de degré plus petit :

1. sil’on a trouvé une racine xp, on cherche sa multiplicité m
en calculant P'(xg), P (xp),... (cf. 1.7.6);

2. on factorise en P = (X — x9)"Q (ou P = (X — x0) Q si m non trouvé) —cf. 1.7.17;
3. alors les racines de P sont x et celles de Q.

¢ Par la définition, en résolvant I'équation P(z) = 0.
A\ larésolution n’est pas toujours possible; penser notamment, si possible : a se ramener
par changement d’inconnue a une équation du type Z" = a (cf. 1.6.5) ou a utiliser la

n

factorisation suivante (cf. 1.1.3) : 1+ z+---+ 2" 1 = %
~> cela donne toutes les racines a la fois mais pas leurs multiplicités.
o Par des arguments analytiques si P € R[X] (polynome a coefficents réels) :
. si P change de signe sur un intervalle, alors il posseéde une racine sur cet intervalle
(théoréeme des valeurs intermédiaires 1.4.1 ou théoréme de la bijection 1.4.3);
exemple classique : tout polyndme de degré impair a au moins une racine réelle;

. sil’on peut appliquer le théoréme de RoLLE a Q tel que P = Q' (cf. 1.2.9).

#9 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.80 A 1.90
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( Ce qu'il faut savoir sur la factorisation d’'un polynome P

* Polynéme P irréductible : n’est pas le produit de plusieurs polynémes non constants.
« Factoriser un polynéme c’est I'écrire comme un produit de polynomes irréductibles.
Exemple: X3+ X?-X-1=(X-1D(X+1)>2
Contre-exemple : X34+ X2-X-1=(X+1)(X%2-1), car X2 -1 nest pas irréductible.
» Polynéme scindé : peut étre factorisé a I'aide de polynémes de degré 1;
~» vrai si et seulement si la somme des multiplicités des racines est égale au degré.
« Relations coefficients/racines pour un polynéme scindé :

o+t apX" = /IH(X xp) = ka—( 1)" Z =G = .
k=1 k=1 k=1

~ enpartlculler51aX2+bX+C—a(X x1)(X—xp),ona: x1+x2——— et xle—

e Théoréme de D’ ALEMBERT-GAUSS (admis) : tout polynéme P € C[X est scindé;
~» en particulier les polynémes irréductibles de C[X] sont ceux de degre Ooul.
¢ Polyndmes irréductibles dans R[X] : ce sont ceux de degré 0 ou 1

et ceux de degré 2 sans racine réelle (i.e. a discriminant strictement négatif).

J
( . A . \
Factoriser un polynéme scindé
Soit un polyndme P.
1. Trouver le coefficient dominant de P : A, et toutes ses racines : xi,..., X;.
2. Trouver leurs multiplicités respectives : my, ..., m,.
~» onvoit que P est bien scindé lorsque m; +--- + m, = degP.
r degP
3. Alorsona:[P=A[](X-xx)™| soitaussi:P=A [] (X-ag),
k=1 k=1
ol ay,..., Agegp SONt les x1,..., xr, chacun répété autant de fois que sa multiplicité.
A\ ne pas oublier A — oubli tres fréquent.
~~ liste des racines comptées avec multiplicités : ay,...,a1,az,...,a2,...,ar,..., ar.
e N — ——
m, fois my fois m, fois
N J

Gottfried Wilhelm LEIBNIZ Jean LE ROND D’ALEMBERT  Karl- Frledrlch GAUSS
(1646-1716) (1717-1783) (1777-1855)
Allemagne France Allemagne



ECG] *
x xSI

CHAPITRE 1. SUITES ET FONCTIONS Cours de PC*, E. CADET, 31 aoiit 2022 69

f 1.7.10 Factoriser un polynéme P € R[X]

1. Comme P € R[X] c C[X], on factorise d’abord P dans C[X] — cf. 1.7.9.

2. Si x est une racine non réelle de P de multiplicité my, alors Xj est racine de P de
multiplicité my ; de plus le polyndme suivant est irréductible dans R[X] :

(X — x3) (X = X5) = X% — 2Re (xp) X + | x|

3. Dans la factorisation dans C[X] on regroupe chaque racine complexe non réelle
avec son conjugué, sous la forme suivante (les facteurs sont irréductibles) :

P=1 J] X-xp™x [T  (X*-2Re(xp)X +|x ).
k t.q. xgeR k t.q. Im (x3)>0
. v

EXEMPLE. — Polynéme réel, sans racine réelle, mais non irréductible dans R[X] : X 441,

#n EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.91 A 1.102

1reA

1reA

{ 1.7.11 Montrer qu'un polynéme P est nul

* Montrer que les coefficients de P sont nuls (cf. 1.7.3).
o Compter sesracines:
si P a un nombre de racines strictement supérieur a son degré (cf. 1.7.6), alors P = 0.
~+ en particulier lorsque P admet une infinité de racines.
¢ Un produit de polyndmes est nul si et seulement si 'un des polynémes est nul.
A\ résultat faux pour les fonctions, en général — erreur classique.
Contre-exemple : fg =0si f(x) = max(x,0) et g(x) = min(x,0).
o Parl’absurde, si P # 0, il a un degré entier, et on cherche une contradiction.

1
EXEMPLE CLASSIQUE. — Si P e R[X] et si f (P(1)? dt =0, alors P =0.
0

( Montrer I'égalité P = Q entre deux polynémes

Soient BQ e K[X] et n € N.

* Montrer que le polynéme P — Q estnul : cf. 1.7.11

« Par prolongementdes identités algébriques: si P et Q sont de degré au plus 7, ils sont
égaux si et seulement s’ils prennent tous les deux la méme valeur en au moins n + 1
points distincts (qui sont racines de P — Q).

~» il suffit que P — Q admette une infinité de racines.

* Montrer que P et Q ont les mémes racines complexes, avec les mémes multiplicités et
le méme coefficient dominant (cf. 1.7.9).

/
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{ 1.7.13 Résoudre une équation d’'inconnue P (polynome)

¢ En cherchant d’abord le degré de P :

1. Le degré n des solutions est souvent imposé :
. parI'égalité des deux membres de I'équation;
. sinon (plus délicat) par I'égalité des coefficients de plus haut degré.

/\ traiter a part le polyndme nul qui n’a pas un degré entier.
n
2. Ecrire P sous forme P = Z apX k et en déduire des conditions sur les ay (utiliser

k=0
que deux polynémes sont égaux si et seulement s’ils ont les mémes coefficients).

3. En déduire ay, ..., a,, ce qui donne P.

L ¢ En cherchant ses racines: cf. 1.7.9. )

#9 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.77 A 1.78

ECG
X X ST

MPSI
pxsSI*

o

EUCLIDE Etienne BEZOUT

(1ve siecle av. J.C.) (1730-1783)
Grece France
( . 3 3 3 3 \
1.7.14 Effectuer une division euclidienne

Soient A, B € K[X], avec B #0.
+ Reconnaitre le résultat (unique) donné par le théoréme de division euclidienne :

[EI!(Q,R) €K[X])?, A=BQ+R et degR< degB.]

A\ ne pas oublier la condition de degré (indispensable pour I'unicité) — oubli fréquent.
o Par résolution de systéme lorsque A est divisible par B : cf. 1.7.17.
o Par laméthode de division selon les puissances décroissantes :
1. poser A; =A;
T(Ay)

2. calculer successivement les monémes Q,, = etles Ay+1 = A, —BQy,

ol !'on a noté T(P) le terme de plus haut degré d'un polynoéme P;

3. s'arréter lorsque deg(A,+1) <degB;alors Q=Q1+:-+Qu et R= Au41.
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EXEMPLE. — Division euclidienne de A= X3 +5X?+6X+1par B=3X%+1:
(1.0n pose la division )
Al —  X3+5X%+6X+1 | 3X%+1
| 1
B
(. J/

(2. On choisit le monome Q; tel que le )
terme de plus haut degré de BQ; soit égal
aceluide A; :

A —  X345X%2+6X+1
BQ; —

3X%2+1

3 1 1

1
Q1

;.

(3. On calcule la différence A=A —-BQ -
X3+5X2 +6X +1 | 3X%2+1
3 1 1
- X +§X §X
Az — 5X% +4X+1
. J

(2n. On choisit le mondme Qy, tel que le )
terme de plus haut degré de BQ,, soit ce- (2n+1. Calcul de Apt1=A,—BQy: )
lui de Ay : X3+5X% +6X +1 | 3X%2 +1
X3+5X% +6X +1 | 3X*+1 5 ) o 5
. 71 . —> X +§X §X + 3
X3 +3X 1X+2
3 30T 5X% +4X+1
Ap— 5X% +4 X +1 Qn - 5x2 5
3
BQ, — 5X2 +32
Qn 3 An+l - 13_7X _%
(. J
. J
Fin:on s'arréte quand A, estde Resulta{ : 5 17 2
degré strictement inférieur au de- A=B (EX + g) + ?X 3
gré de B. —




72 Cours de PC*, E CADET, 31 aoiit 2022 CHAPITRE 1. SUITES ET FONCTIONS

BCG; * { 1.7.15| Calculer le reste d’'une division euclidienne (sans le quotient)

x xSIT
Si B est de degré n, le théoréme de division euclidienne s’écrit :

Jag,...,an-1 €K, A=BQ+(ap+am X +---+ a1 XY (E)

1. On factorise B dans C pour n’avoir que des facteurs de degré 1 (cf. 1.7.9).

2. Enévaluantl’égalité (E) en chaqueracine xy de B, on obtient des équations linéaires
d’inconnues ay, ..., a,-1 ol Q ne figure pas.

~> si B est scindé a racines simples il y a n équations;

~» si B a une racine xp racine d’ordre m > 2, on obtient d’autres équations en dérivant
(E) k fois (k € [1, m — 1]) avant d’évaluer en xy.

3. Onrésout le systeme linéaire de n équations a n inconnues ay, ..., a,—1.

x xSI Remarque théorique non indispensable au calcul : il y a une unique solution; dans le cas

aracines simples car le déterminant du systéme est de VANDERMONDE non nul (cf. 6.3.3) ;

L justification plus délicate sinon. )

e N
17 Etudier la divisibilité d'un polynome A par un polynéme B
o Parladéfinition : A divisible par B g IQ e KI[X], A=BQ.
MPSI o Enfactorisant B (s'il estscindé) : B=A(X—x))™ ---(X—-x)™  (x1,...,x, distincts).
PCsI Alors A est divisible par B si et seulement si x1, ..., X, sont racines d’ordres respectifs au
moins my,...,m, de A.
ECG] « Par division euclidienne : et on voit si R = 0.
*xS1 I\ remarque de terminologie : on peut toujours diviser A par B (avec reste R) mais A n’est
pas toujours divisible par B (de méme que pour la division entre entiers naturels). )
N

-
1A ((1.7.17 Factoriser un polyn6me A par un polynéme B
On cherche un polynéme Q tel que A = BQ (sachant déja qu’un tel polyndme Q existe).
n-m
1. Ecrire A, B, Q sous forme développée : Q = Z quk (o n =degA et m=degB),

k=0
avec qo, ..., dm-n a trouver.

\S]

. La formule de produit (cf. 1.7.3) fournit des relations linéaires sur les g, qui font
intervenir les coefficients de A et B, connus;

3. On commence par utiliser les relations qui comportent le moins d’inconnues parmi
qo,---»Gm-n, asavoir k =0 et k = m— n qui donnent g et qu—n.

'S

. On termine la recherche des qq,..., gm-n de proche en proche, avec des relations
qui ne comportent plus, apres substitution, qu'une seule inconnue.

A\ inutile ici d’utiliser la méthode du pivot GAUSs (6.1.3) — maladresse classique.

-

#9 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.103A1.109
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( )

. /

( . . A \
mpest | (1.7.19 Ce qu'il faut savoir sur les polynomes de LAGRANGE

PC

Soit n € N. Soient ay, ..., a;, € K distincts.

e Les polynémes de LAGRANGE Ly,..., L, associés a ay, ..., a, sont définis d'une des deux

manieres suivantes équivalentes :

1 sii=j X —ag
degli=n et Lj(a;)= T — L;= .
{0 Sii#]. 0<k<n @i — Ak
k#i
Exemple avecn=2:
_ X-—a)X-a) _ (X —a)X-ay) _ X-a)X-a)

0" (ap—a1)(ap—ap)’ ' (a1 - ap)(a1 — ap)’ 2T (az — ap)(az — ay)’

+ Résoudre un probleme d’interpolation.
Etant donnés Ay, ..., A, € K non nécessairement distincts, on a (cf. 7.1.9) :

Vie[o,n], P(a)=2; < IQeK[X], P=Q[[(X—ai)+ ) AiL;.
i=0 i=0

——
=P,

~» en particulier P; est 'unique solution de degré inférieur ou égal a n.

#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.110A 1.111
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1.8 Fractions rationnelles

(" )

Ce qu'il faut savoir sur les homographies

Soient a,b,c,d e K avec c Z0 et ad — bc #0.

d b
o La définition : fonction de la forme : [Vx eK— {— — } , h(x) = ax+ ]
c

~> la condition ad — bc # 0 assure que ax + b n’est pas proportionnel a cx + d (alors h
serait constante) ; la condition ¢ # 0 assure que & n’est pas affine.

a )
o Comment transformer son écriture : il existe § € K* tel que [h(x) =—+ 2 ]
c cx

car:ax+b= %(cx+ d) — % + b (div. euclidienne de aX + b par cX + d).
o Limportance de transformer son écriture pour voir les propriétés de h :
. bijectivité de h de K — {— —} sur K — { } : comme composée des bijections x — cx+d,

dy-b
—cy+a’

y— ;, z— 4 +6z; par ailleurs, sa réciproque est donnée par 1~ Ly =

. asymptotes (si K =R) : verticale d’équation x = —% et horizontale d’équation y = £.

. dérivéede h (siK =R) : h'(x) = — (Cxcf 77 sans utiliser la formule de dérivation d’'un
quotient; utile aussi pour la dérivée n-ieme ou le calcul d'une primitive.
. monotonie et courbe de & (si K = R) : se déduit d’'une hyperbole par une translation

et des changements d’unités en abscisse et en ordonnée (affinités orthogonales).

¢ et 6 de méme signe c et 0 de signes opposés

(—%.%).M -

N \ﬁ

- /

’

ol
nlm

p
Décompositions en éléments simples a savoir trouver

A\ la notion générale de décomposition en éléments simples n’est pas au programme.

1 1 1 1
e Un cas classique: Vx e K —{ry, o}, = ( - ) (ry #12).
(x—r)(x—=r2) r-r2\x-r x-r

n P X n
~ siQ=[](X=rp), alors: VP €K, [X], Fay,...,an €K, VX # 1y, P _ Z
k=1 QW Zpx—re

* Recherche des coefficients d'une décomposition donnée, par ex. trouver a, b cek
X +2x+3 a b c
> = —+ + 5
(x—1(x+2) x-1 x+2 (x+2)
1. mettre le second membre au méme dénominateur que le premier membre ;

telsque: VxeK —{1,-2},

2. développer le numérateur obtenu :
a(x+2?+b(x+2)(x-D+c(x=1) = (a+b)x*+ (4a+2b+c)x+ (4a+2b—c);
3. trouver a, b, c pour que ce numérateur soit égal a X2 +2x+3.
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#1 EXERCICE(S) D’APPLICATION : 1.112A1.113
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Notion

a savoir

Suite arithmétique

Suite géométrique

VYnz=ng, Ups1 =Upn+b < VYn>=ng, Uy =up,+(n—-no)b

YR ng, Ups1 = ally <= Y= ng, Up=a""up,

Suite arithmético- Vn = no, Uns1 = aup +b
geometrique < (u,—¥) géométrique de raison a, avec ¥ =af +b
Somme Vi 2 ng, Ups1 = Up+by < Up = Up, + Z by
k=e
Produit YNz ng, Upl = Aully < Uy = Up, l_[ ag

k=e

Suite vérifiant une
récurrence linéaire
d’ordre deux

Vn > no, Untz = Alips1 +bup ~ 1> = ar+b (E)
(r1, 2 € K racines distinctes de (E))
(r € K racine double de (E))

+i0

Up = Arlt +pur}
Up=An+wr"

up =p" (Acosnf + Bsinnf) (pe*" racines conjuguées de (E))

Sommes usuelles

L 7 nn+1)
X=nx k=———

_n(n+H@n+1) i o (n(n+1))2
2

=1 +1 ¥ k=1 +1 +1
& 1-x" & xP —x" 1-x"7P
six#1 Zxk—— et Zxkz—zx’”(—)
k=0 1-x k=p 1-x 1-x
n n _
Formule du bin6me (a+b)"=) (k) a*p"Fk
k=0
Coefficients du njatnn-1--m-p+l) _ n
binéme p p! pl(n-p)!

A A A A e R

Théoréme de ROLLE

[a,b] — R continue
[ dérivable sur Ja,b[
fla)= f(b)

= 3c€la,bl, f'(c)=0

Egalité des
accroissements finis

Inégalité des
accroissements finis

[a, b] S, R continue

f dérivable sur ]Ja,b[

f)-fla)

! —

= 3dce€la,bl, f'(c) = s

la, b] S, R continue
[ dérivable sur ]a,b[

Vtela, bl If'(OI<M

= |f(b) - f(@)| < M|b- al

Théoreme des
bornes atteintes

si [a, D] —f> R est continue sur le segment [a, b]
alors f est bornée et atteint ses bornes

ie.dc,dela,bl, Vxela bl fo)<fx)<f(d)
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Notion

a savoir

Fonctions usuelles

déf., allure et propriétés : cf. 1.3.4,1.3.6,1.5.1 a1.5.5,1.7.1 et 1.8.1

Bijection X L. Y

» f injective et f surjective sur Y’
» pour tout y € Y, I'équation f(x) = y a une seule solution x € X
> il existe Y —» X telle que

VxeX, g(f(x)=xetVyeY, f(gy)=y

Théoreme des
valeurs
intermédiaires

1 —f> R continue
Iintervalleet a,be I
flay<k< f(b)

=3dcela,bl], flc)=k

Théoreme de la

1 —f> R continue

f strictement monotone — f bijective de I'surJ

bijection J défini par les valeurs/limites de f
aux extrémités de I'intervalle ]
Calcul dans C formules de 1.6.1 et 1.6.2
Trigonométrie formules de 1.6.3 et 1.6.6
. n X p X n+p
Produit de (Z ain)( ij])z Y ax® aveccr= Y aib;
polynomes i=0 j=0 k=0 i+j=k
n n _
Formule de LEIBNIZ onm=3%" (k) yRyin=k
k=0
» deg(PQ)=degP +degQ
Degré d'un » degP' = (degP) -1
polynome » deg(P+ Q) =degP si degP >degQ
deg(P+Q)< nsidegP=degQ=n
Xo racine de P » IQeKI[X], P=(X—-x0)"Qet Qxp) #0
d’ordre égal 2 m » P(xg) = P'(xp) =--- = PV (x0) = 0 et P (xp) # 0 (BC6T)
Th. dedivision |50\ 4 BeK(X]:3(Q,R) eKIX]2, A=BQ+R et degR<degB

euclidienne

Théoréme de
D’ALEMBERT-GAUSS

Tout polyndme P € C[X] :
» possede au moins une racine complexe
» est scindé
;
> s'écrit: P=A [[ (X —xp)™*
k=1
(A coefficient dominant; x1,..., X, racines; m; multiplicités)
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Quelques questions de cours

Niveau 0

Enoncer précisément (en moins de vingt secondes) une définition fondamentale ou un résultat
de base du cours.

1.

Terme général d'une suite arithmétique ou d'une suite géométrique en fonction de la rai-
son et du terme d’ordre ng — 1™A.

Formules de sommation des k — 1A, des k2 et des k3 — 1rea*

3. Formules de sommation géométrique (a partir de 1 ou a partir de x”) avec condition d’ap-

plication — 1%A.

Factorielles et coefficients du bindme : définitions et valeurs particulieres — 1™A.

5. Formules avec ) et [[ — 1A ; distinguer le vrai du faux dans les formules du type :

© ® N o

10.

11.
12.

. Zf(ak):f(Zak) ou [ [ f(ax) :f(]_[ak) avec f(x) = Ax ou f(x) = x"
k k k K

e ) flax,b)=f (Z ap, ). bk) ou []f(ar, br) = f (l_[ ap [ 1 bk)
gvecf(x,y):x+kyou]]§(x,y):x;/couf(x,y):f. ¢ ¢
Formule du bindme — 1%A.
Définir parité, imparité, périodicité — 1™A.
Existence et équation d’'une asymptote a la courbe d’équation y = f(x) —, x xSI.
Qu’est-ce qu'un antécédent? — 1™A.
Donner une valeur particuliére usuelle :
(a) de— el sin, cos, ou arctan — 1%a, , ;
(b) de arcsin ou arccos — 14, , .
Donner une formule de trigonométrie — 14, , .

Qu’est-ce qu'un polynome scindé? — 174, , , .
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Niveau 1

Enoncer précisément (en moins d'une minute) les différentes propriétés et/ou caractérisations
d'une notion du cours et expliquer le lien entre elles ; énoncer précisément un théoréeme comportant
plusieurs hypotheses et/ou plusieurs conclusions ; décrire les différents aspects d’un objet de base du
cours (savoir définir chaque mot a 'aide d'une notion plus simple).

1. Qu'est-ce qu'une bijection (3 caractérisations)— 17A*.

2. Enoncer le théoréme de la bijection — 17A.
Application a la définition de I'une des fonctions

(a) arctan— 1'ea,,,,.
(b) arcsin ou arccos —, x xSI,, .
3. Enoncer I'un des théorémes suivants :

(a) théoreme des valeurs intermédiaires, théoréeme de ROLLE, propriété d'une fonction
continue sur un segment — 1A ;

(b) égalité des accroissements finis — 14, , ;

(c) inégalité des accroissements finis — 174, , ;

5. Donner l'allure d'une fonction usuelle en faisant apparaitre ses propriétés analytiques (do-
maine de définition, parité, imparité, périodicité, dérivée, variations, branches infinies) et
préciser les formules algébriques qu’elle vérifie :

(@) In, exp, puissances, homographie — 1%A;
(b) sin, cos, tan—, ;

(c) arctan—,,, ;

(d) arcsin, arccos —, xxSI,, ;

(e) cosh, sinh — x xSI;

6. Résoudre de cosf = cos¢ ou de sinf = sing ou de tanf =tan ¢ (inconnue , parametre ¢)
—1m4,,.

7. Racines, signe et allure de la courbe d'une fonction trinéme du second degré, a partir de
n'importe laquelle de ses formes (développée, factorisée ou canonique) — 1€A.

8. Qu’est-ce que 'ordre d'une racine d'un polyndme (définition et caractérisation par les dé-
rivées) 2 — 1%, , .

9. Enoncer le théoréme de division euclidienne — *, ECGy , x xSI, , .
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Niveau 2

Connaitre et savoir mener assez rapidement (une a cing minutes) les méthodes de calcul de
base du cours.

1. Savoir rédiger correctement une démonstration par récurrence — 1™A.
2. Trouver le terme général d'une suite arithmético-géométrique (i.e. u,+1 = au, + b avec
a#l)—,, xxsL, t.
3. Trouver le terme général d'une suite récurrente linéaire d’ordre 2 ; préciser a quel type de
suite cela s’applique —- 14, , , , .
4. Bien utiliser les techniques d’établissement d’'une inégalité ou d'un encadrement — 1™A.
5. Etudier le signe d’'une fonction — 1%A.
6. Etudier la monotonie d’une suite ou d'une fonction — 1A,
7. Tracer la courbe représentative d'une fonction — 1%A.
9. Tracerla courbede x — f(—x), x— —f(x), x— —f(=x), x— f(x+ 1), x— f(x)+ T,
x— Af(x), x— f(Ax) ou f~! & partir du tracé de la courbe de f — 1%A.
10. Mettre un nombre complexe sous forme trigonométrique — 14, , .
11. Résoudre z" = a dans C — ECGy , X xS, , .
12. Linéariser une expression trigonométrique — 14, , .
13. Déterminer le degré d’'un polyndme obtenu par produit et/ou par somme — 1%A.
14. Factoriser un polynéme dans C[X] — 174, , , .
15. Factoriser un polynome dans R[X] — ECG; *, x xSI, .
Niveau 3

Savoir énoncer et démontrer (en moins de cing minutes) un résultat du cours ou un résultat
classique.

1.

o

Enoncer et démontrer la formule de PASCAL — 17A.

2. Enoncer et démontrer la formule du bindme — 17A*.
3.
4. Enoncer et démontrer le théoréme sur la somme (resp. le produit, resp. la composée) deux

Exprimer2x4x..-x2netlx3x---x (2n+1) al'aide de factorielles — 1%A.

fonctions monotones — 1™A.

Montrer que si fo g =1d, alors f est surjective et g est injective — 17A*.

Enoncer et démontrer la formule d’addition pour tangente — x x SI.

Montrer que si z est une racine d’ordre m d'un polynéme P réel, alors z est racine d’ordre
mde P —ECGy ¥, xxSI, .

Enoncer et démontrer les formules de duplication (en trigonométrie) — 17A*, , .

Valeur de nZl ar+1 — ay et démonstration (par changements d’indices et découpages, sans

k=2
utiliser d’écriture en extension) — 1 A*.
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Exercices
Récurrences, suites usuelles, sommes et produits

EXERCICE 1.1

Montrer que chacune des relations suivantes est héréditaire a partir d'un certain rang et trou-
ver tous les entiers n > 1 pour lesquels elle est vraie.

1. n?<2"; 2. 4" <2n(?);
n 1 n 1

3. ]‘[(1+ )<\/2n+1; 4. ]‘[(1+ )>\/2n+3.
i1 2k+1 Pt} 2k+1

EXERCICE 1.2
Soit a > 0. Pour chacune des suites définies par récurrence ci-apres, démontrer la formule du

terme général proposée pour tout 7 > 0:
Uy eR

n
) up=1-Q1-up)* ;
Up+1 = — Uy +2Uy

uy >0 up\2™"
Up=al|— ;
Up+1 = /AUy a
Up >0 n
auy _ aup .
30 N = —= Un = ;
[a? + u2 \/ @2+ nud a?=D
Uy =1 1
4, Uy g . u, = — pour tout n > 1.
Up = Z 1 sin>1 "2 P ~
2k
k=1

EXERCICE 1.3

Soit m un parametre réel différent de 1. On définit la suite réelle (u;), par récurrence, par :

2

m m+1
u=0,u1 =1 et VneN, uyy = Up+1 +
m-—1 1-m

Déterminer le terme général de la suite (u,) en fonction de m.

Up.

EXERCICE 1.4

Calculer en fonction de I'entier n le terme général de la suite (1), définie par récurrence,
dans les cas suivants :
up=u; =1 Uni1®
0=1U = _ Un — -
1 2 2. Ups2 = 5 etug=1,u; =2.
. u

Uy = n

Up-2 Sin=2;
n—1

EXERCICE 1.5
Déterminer en fonction de uy et u; le terme général d'une suite (u,,) telle que :

vVn,peN, Un+p = UplUp.
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EXERCICE 1.6

Calculer en fonction de I'entier n le terme général de la suite (u,), définie par récurrence,

1 rcA .
dans les cas suivants :

u
L Upp1 = ——— etug=1; 7. Upri=m+Duy+netuy=0;
1+ (n+1uy 2
8. Uup+1=up“etuyeR;

2. Upy1=Up+n+letuy=0;
9. un+1:2un3 et ug=2;
3. Upr1=uUp+2"etuy=1; )
| 10. ups1 = (up)"™ etu; =2;

4, Upr1 =Up+nn)etu eR;

i " 11. upe1 =2(ux)" etuyg=2;
5. u =nusetuy=1;

ntl n =m0 12. Ups1 =2nUp ety =1;

3(n+1)

6. Upt1 = upetu; =1; 13. upr1=@n+Du, etu; =1.

llllre: EXERCICE 1.7 ;
Soit une fonction N — N telle que f(1) #0et: Vm,neN, f(m2 +n?) = f(n)2 + f(m)z.
1. Pour tout k € {0,1,2,4,5,8,10}, calculer f (k).
2. Pour tout k € {3,6,7}, calculer f (k).
3. Montrer que, pour tout ke N, f(k)=k

Indication : pour les n°2 et 3, on pourra remarquer que :

VneN, Cn+1D)*+n-2°2=2n-1D*+n+2?% e @n+22+n-4>=02n-2%+n+4>

EXERCICE 1.8

1reA Soit un entier n > 1 et soit p € [0, n]. Vérifier si :
n-1
1. Y @k+1)=n?; 9. Z(n SRCIV n(n+1),
k 0 k=0
5 pnnt+1) n
2. k;( DR = (D" = 10. Zk 3"k = pan1;
n(n+1)(n+2) )
3. k(k+1) = ———; !
;; 3 1.y k(") = 2"
n k=0 k

4. Z k(k+1)(k+2) n(n+1)(n+2)(n+3)

kel
Il
—

12. ) kZ(Z) = n(n+1)2"2;

5. ﬁkkklz(n!)””; k=0

k=1 13 i 1 (n)| 2™1-1
6. Xn:i 3n_. e k+1\k] n+l

= k2T 2n+1’ ) .

ny\(n— n

no(k) [n+1 14. Z( )( ):2”( )
7. = ; —o\k)\p—

l;n(p) (p+1) AVl P

ﬁ lﬂ[ L%J(n) L"%J( n )
8. (n+k)=2"1]2k-1); 15. =

k=1 k=1 k=0 2k =0 2k+1
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EXERCICE 1.9

1reA
n n n no(k+ 1)2
1. []4k; 3. ; 5. Y In(2¥|;
’El kz 2"“ k; ( ) 1:[ kk+2)’
n n k n n
2. T]3% ]'[ " 6. ) In(2k); ]'[ )
k=0 k=1 k=1 k=1
n n n
9. 11. —_— 13. ;
,}:[2( ) ,;0 (2k+1)(2k+3) 1;11+2+ +k
n n n
10. ( )
1!:[2 k(k"‘l) X:: g’ \/_+\/k+
n 1 n
15. ; 19. —_—
k; (k+D)VEk+kVk+1 ,;1 k(k+1)(k+2)
1 1 2 1
16. ) -—+ ; n
i Vk-1 Vk Vk+1 2. Y k-
17y 1 3 2 Bl SR R
7. -
g’ In(k—1) Ink In(k+1)
n n n
18. sz/_ Vik+1-Vk-1; 21. Z(k)k3
k=1 k=0
EXERCICE 1.10
! Soit un entier naturel n > 1. Calculer les sommes doubles suivantes :
reA
1L Si= Y 27 6. Ss= . max(i,j);
ISij<n 1<i,j<n 11 Su = Z
P i+j ngglgn
2. 8= ij; 7. 7= Z 2147, o
1<ij<n <iSjen 1o Sm=Z(Z i.)'
3. S§3= Z (i+j); 8. Sg= Z 2i4j; i=1\j=iJ
1<i,j<n ISi<jsn n n i
B . 9. So= G-1); 13. S13=
4, S4— Z (l_]); lgz;’{n 13 i:()(jz’:i]_{—
1<i,j<n .
5.S5= Y min(,j); 10. Sio= ), (l,)Sj;
1<i,j<n o<j<i<n \J
n +1)2n+1 n +12
Indication : si nécessaire, utiliserqueZizz w Z I (n4 )
i=1 i=1

Cours de PC*

Soit un entier n > 2. Calculer les sommes ou produits suivants :

, E. CADET, 31 aotit 2022
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Inégalités et monotonie

EXERCICE 1.11

1A Soient trois nombres réels 0 < x < y < z. Montrer les inégalités suivantes :
x2 2. 2,2, 52 .
L 2xy < - +2y°; 4. X*+y“+z° =2 xy+yz+xz;
2. X+ TS V2 X TY; 5. (x+y)(y+2)(z+x) > 8xyz.

La-p? _x+y 1(y-x°

STy TVAYSg

)

"8y x
Lren EXERCICE 1.12
Soit un entier n > 2. Soient aj,...,a, >0.Onnote P, = []| a;etQ,= [] aia;.
1<i<n 1<i<j<n
1. Déterminer le nombre de couples (i, j) d’entiers naturels telsque 1 <i < j < n.
2. Exprimer Q, en fonction de P,,.
n-1
3. En déduire que 2"P) zZ < H (a; + aj).
1<i<j<n
EXERCICE 1.13
1reA Résoudre les inéquations suivantes, d'inconnue réelle x :
1. 4x*+12x-5<0; 5. (k% —9x+14)(x* = 7x+6) <0;
2. (x2-25)(x*-16) >0; 2x 2x+1
6. 4 2—1<4 2 _4x+1’
3. (=2x—1)(-x% —3)(—3x% —=8x+5) > 0; x * x1
4. (x> —4x+3)(x2-5x+4)>0 7. V3-x-— x+1>5.
EXERCICE 1.14
]_reA 1 x 1 x
En utilisant I'inégalité : Vu e R*, 1+ u <e, montrerque: Vx> 1, [1+ —| <e<|1+ —1) .
X X—
EXERCICE 1.15
1reA Résoudre en fonction des valeurs du parametre réel m les inéquations d’'inconnue réelle x
suivantes :
1 (m?+mx<m?+1; 2. (mx+1)Bx+5)<0; g m m-1
x—2 x+1
Lrea EXERCICE 1.16
o Déterminer les ensembles de définition des fonctions f et g, d'une variable réelle x, puis
no3 €tudier les variations de g et en déduire les variations de f dans les cas suivants :

1
1. f(x):—x+% etg(x)=—-x>+1-Inx;

2. f=xIn(x+1etg=f;

2 1 X 1
3. f(x)=(x—-1“arctan— et g(x) = — +2arctan —.
X b

x2+1



CHAPITRE 1. SUITES ET FONCTIONS Cours de PC*, E. CADET, 31 aoilt 2022 85

EXERCICE 1.17

Soient n € N. Dans chacun des cas suivants, déterminer sans calcul de dérivée les variations

*A" dela fonction f:
1. f(x)=x>+2x3+2x; 8. f(x)=x%eM; 13 f(x)_ex+e‘/}.
2. f(x):x+\/x—1; 9. f(x)=x2-3|x|+2; ' l+e* "’
3. fx)=xvVx-1; =2|x|+1
10. f(x :7; 14. f(x)=In(1+e X +e72%);
4. f(x)=1-V1-x; f) 3—|x| ! ( )
5. f(x) x _3x+2) 2_ —2x +1
6. fin= 22Xt1 1. fo = —e" 15, f0)=——7;
. flx ;
3-x " B \/E+ V1+x?
7. f(x0) = (xT +vD5; D= 16 fo =1 -1
1 x4+ 127+ 4 (= 12+l
17. f(¥) = ——= 18. f(x):( ) (- D™
|x +1| (x + 1)2n+1 — (x — 1)2n+1
EXERCICE 1.18
1rea Etudier la monotonie de la suite (u;,) n>1 dans chacun des cas suivants :
1 — n. 2n
1w = ; 5. uy=2n+(-1"; _ 1,
n nn+1) 8. uy= Z o
B . 1 k=n+1
2. up=10-n)2-n)(3—n); 6. Uy =nl+—; N
3. u, = 1 . n 9. Uy = ———;
T 3p242n41 vn2t+1
n
= —: 7. Uup==1—=| +|=1| ; 10. u; = ——.
A= " 3( 2) (2) " Vm2n
Lo EXERCICE 1.19
Trouver un majorant et un minorant de la fonction f définie sur X chacun des cas suivants :
6_ .3
X°=x>+2+/x VI +x2+2
X=[0,1]et f(x) = ———; 2. X=[-1,0]et f(x) = ——;
(VX+2)(3+x) [=1,01 et f(x) x2—3x+2
3 2
|x|Z + x2+1+1
3. X=]-1,2]-{0} et f(x) = >
x“+x+1
Tiea EXERCICE 1.20
Soit un entier n € N* et soient des nombres réels ay, ..., a, € [0,1]. Montrer qu’au moins I'un
n n
1
des deux nombres x = 1}1 agety= 1!1(1 — ay) est inférieur ou égal a o
Tiea EXERCICE 1.21
Soient deux fonctions continues [a, b] —> R telles que: Vx € [a, b], 0 < g(x) < f(x).
Montrer qu'il existe A € R} tel que: Vx € [a,b], 1 +A1)g(x) < f(x).
EXERCICE 1.22
1A

Soient n € N*. Soit [a, b] 1, R une fonction dérivable n fois. On suppose que f s’annule en
n+ 1 points distincts de [a, b]. Montrer que f” s’annule en au moins un point de [a, b].
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EXERCICE 1.23

Soient a, b €,R tels que a < b. Soient deux fonctions [a, b] LS R de classe €2 telles que :

flw=g@, f=gbh) et ['>g"

En étudiant g — f, montrer que: g > f.

EXERCICE 1.24

N 1 1
1. ATaide du th. des accroissements finis, montrer que : Vx > 0, 1 <In(l+x)-Inx<< —.
X X

X x+1

1
2. Endéduirela monotonie sur R’ de f et g définiespar: f(x) = |1+ —| etg(x)=(1+—
X X




MPSI
PCSI

MPSI
PCSI

EEEE
1reA

n%8all
et13
ECG1
MPSI
PCSI

CHAPITRE 1. SUITES ET FONCTIONS Cours de PC*, E. CADET, 31 aoiit 2022 87

Inégalités de convexité

EXERCICE 1.25

1 1
n n n n n

Montrer que : Yx;,y; >0, (Hx,-) +(l_[yi) S(n xi+yi)
i=1 i=1 i=1

L g
Indication : on pourra montrer que t —— In(1 +e") est convexe.

EXERCICE 1.26
Soit R —f> R une fonction convexe et de classe €2.

1. Montrer que pour tout a€ R, ona: f(a)— f(0) < af’(a).
fx)—f(0)
—

2. Montrer la croissance sur R} de la fonction g définie par: g(x) =

X
3. En déduire que le rapport iC) admet une limite lorsque x tend vers +oo.
X

W~

. On suppose dans cette question que f est majorée sur R.
(a) Vérifier que la fonction x — f(—x) est aussi convexe et majorée sur R.

(b) Montrer que f(0) est un maximum global.
Indication : on pourra appliquer ce qui précede aux fonctions f et x — f(—x).

(c) Montrer que f est constante.

EXERCICE 1.27
Vérifier chacune des inégalités suivantes :

1 1 b4 X
1. Vxe |—=,+00|, In(1 +2%x) 2> ——; 7. Vxe]o,—[,0<2tan—<tanx;
2 ~ Vi+2x 2t 2
X
x? 2 8. Vx>0, x— — <arctanx < x;
2. ‘v’x>0,0<1+ 5 <In(1+x%); 3
X

9. VxeR, |arctanx| < |x|;

b4
— i . T[ 2X

3. Vxe]o,z[,3x<251nx+tanx, 10. VxE]O,E[, X <sinx<x;
T

]. 2 1 n
4. Vxe —5,5],0<x—ln(1+x)<x, 11. VneN, (1+_ >2;
n
X -
5. Vx€l-1,+ool, —— <In(x+1) < x; 12. Vxe[l,2], e¥ 1 < x?;
X

vxelo,1], 1 & 1

b1 sin2x — _
6. VxE]O,E[,Og 5 <sinx; 13. {Vnel\l*, n!,!:[l(k x)é(rH_l)x.
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Courbe représentative, partie entiere, parité, imparité, périodicité

EXERCICE 1.28

1A Donner, sans étude de variations et sans 'aide d'une calculatrice, le tracé des fonctions sui-
vantes. Préciser lorsqu’il y a lieu : tangentes horizontales («—e—) et verticales (}), asymptotes
(«—), points d’intersection avec les axes, parité, imparité, période.

1. x'—>x%; 6. x——1++/x; 11. x—1-vV1—-x;
4T . -3.
2. x—Xx"; . 7. x— (1+x)7°; 12. x| cosx|;
3. x— (Vx)°; 8. x—In(l+x); "
1. 1 el
4. x—&; 9. x'—>(1—x)§; 13. x—1-¢e;
5. x— (x2)73; 10. x—1-(1-x)7; 14. x— |In(/x))|.
EXERCICE 1.29
1reA Indiquer pour quels réels x elles ont un sens et résoudre les (in) équations suivantes :
Lo X L psx L. 3. |lx1-5] > [13x1-3];
2 6 6 2
) 4. V]x2—x|-2x+2<2;
X“+V2x .
TR 5. Vx—4vx—4+Vx+5-6/x—4=1.
EXERCICE 1.30
..1.. Etudier la validité de chacune des propriétés suivantes :
reA
1. VXeR, VnezZ, |x+n]=x]+n; 5. Vx>0, |[VIx]] = [vx];
* — —1: x+1 X
2. VxeR, VneN*, 0< |nx]—nlx] <n-1; 6. VxelR,{ J+{_J:LXJ;
3. VX, yER, |x+yl=lx| + lyl; 2
n-1 k
4 VreR, VneN* {MJ ~ xl; 7. VxeR, VneN*, ¥ {x+—J = |nx).
n k=0 n
Indication : pour le n°4, on pourra écrire que : x = |x| +x— |x].
M~ S\
€z €1[
EXERCICE 1.31
1A

Soit une suite (u,) > telle que u; =0 et:

VYn>2, un:1+uL%J.

Montrer que u, = “?TZJ pour tout n > 1.

.. EXERCICE 1.32
1eA i . . f.g h
Soient trois fonctions R —> R — R.
1. Ftudier la parité et 'imparité de — f, f + g, fg et ho f lorsque f, g et h sont chacune paire
ou impaire. Pour cela on établira la parité ou I'imparité dans le cas général, ou bien on
I'infirmera a I'aide d'un contre-exemple.

2. Méme question pour f’ sil’on suppose f dérivable.
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EXERCICE 1.33

1reA
Soit a > 0.Tracer la courbe représentative de la fonction f définie sur R et périodique de pé-
riode 27, dans chacun des cas suivants :
T—X .
1. f(x)= si x €]0,27]; x sixe[-Z,5]
2 4. f(x) = : n 3n
) n-x sixe[F,F];
X .
2. flx)= - Six€l-mml; 5. f(x)=x sixel[0,7] et f paire;
3. f(x)=e* sixe]-m,nl; 6. f(x)=x(m—x)sixel0,7] et fimpaire.
EXERCICE 1.34
1A

Soit une fonction R —f> R telle que: VxeR, f(x) = f(xz).
Montrer que f est paire.
Lren EXERCICE 1.35
+
Soit une fonction R —f> 1-1,1[ telleque: Vx,y eR, f(x+y) = M
1+ f(x)f(y)

Montrer que f est impaire.
Indication : on pourra s'intéresser a la valeur de f(0).

EXERCICE 1.36

1A
1
Soient a > 0. Soit R —L~ [0,1] telle que : VXER, f(x+a)= 5+ v f(x) - (f(x))z.
Montrer que f est périodique de période 2a.
1
Indication : montrer que f est a valeurs dans 2 1] .
EXERCICE 1.37
1reA Déterminer les branches infinies de la fonction f d’une variable réelle x dans chacun des cas
suivants :
n®%3,4 x )
1. f(x)= ; 3 = 1+cos2x 5 X :4x —8x+7
x? -1 - f& V 1+cosx ’ ™ 22x-1) "’
2 ()= X¥+x _ 6. ()= x% +2x
. S e_1+1l 4. f(x)= - —sinx;

EXERCICE 1.38

1reA Soit n e N*.
Ftudier les variations et tracer la courbe représentative de chacune des fonctions suivantes :

n%2,3
XS f(x) =e X" (x20); 3. flo)= ——; 5. f(x) =|e2¥ —e¥|-2.
1 sinh x
2. f(x):coshx; 4. f(x)=In|Inx|;
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Lren EXERCICE 1.39
Soient des nombres réels a, xo, X1, X2 tels que a # 0 et xo # x;. Soit le polynéme P défini par :

VxeR, P(x)=a(x— xp)(x—x1)(x— X2).

Soit (I') la courbe représentative de P.
Xo + X1
2
En déduire que la tangente a (I') au point d’abscisse al

Xo+ X
1. Calculer P( 0 5 L ) et P’ ( ) ; on exprimera les résultats avec le facteur (xp — x1)2.

+ X1

n’est pas horizontale.

2. Déterminer I'équation de la tangente a (I') au point de coordonnées

Xo+ X Xo+ X
(0 lyP(O 1))

2
et montrer qu’elle coupe 'axe des abscisses au point d’abscisse x = x».

3. Soient deux nombres distincts s et f. Soit (D) la droite passant par les points de coordon-
+1
nées (s, P(s)) et (¢, P(2)). Soit (D') la tangente a (I') au point d’abscisse ST
Soit le polyndme F défini par :

VxeR, F(x)=

P(s)+P(t) P(s)—P(1) ( s+ t)
+ x— .
2 s—t 2
(a) Montrer que (D) a pour équation cartésienne : y = F(x).
+1
(b) Soit le polyndome Q = P — F. Montrer Q’ (ST) #0.

(c) En déduire que (D) et (D') sont sécantes.

Antécédents

Tren EXERCICE 1.40
Soit un entier n € N* et soient des nombres réels ay, ..., a, € [0,1]. Montrer que ) admet au

n
moins un antécédent par la fonction f définie par: f(x) = Z |x — agl.
k=1
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Injections, surjections et bijections

EXERCICE 1.41
X X SI

1. Montrer que la fonction sinh est bijective de R sur un ensemble Y a préciser.

2. Tracer sur un méme dessin les graphes de sinh et de sa réciproque g = sinh™! ainsi que
celui de la fonction f définie par :

f)=2-g(1—-x).

EXERCICE 1.42

1reA Dans chacun des cas suivants, montrer que la fonction f est bijective de X sur Y, ot1'un des
—— deux ensembles est a déterminer. Dans les n°*1 4 7 déterminer en plus la réciproque de f.
n°sg

x+1

. 6. X=R, f(x) = ——;
1. X=R f(x):T, . — K, x_|x|+1,

2. X=R, f(x)=x|x|; 7. X=R, f(x) = V1+x2-x;
[ x|
3. X=R, f(x)=x+ % 8. Y =R, f(x) = tan(x);

4. X =[2,+o0, f(x) = x*> —4x+3; 9. X=R, f(x) =1+x+2x3;

— 10, X = [e—1,+ool, f(x) = D&Y
ViZ+2x+2 e ool S =TT

5. X=]-1,+00], f(x) =

Ten EXERCICE 1.43
Montrer qu'il existe une unique application [— %, +00| & [%, +oo| telle que :

Vxe€ , 8(x)In(g(x) =x,

1
—=,+00
e

donner le tableau de variations de g et tracer sa courbe représentative.
EXERCICE 1.44
1A

2x—1
On considere la fonction h définie sur X =R — {2} par: h(x) = %

1. Montrer que h est bijective de X sur X, et déterminer sa réciproque.

2. Déterminer, en fonction des valeurs du parametre a € R, toutes les fonctions X I, X
telles que :
Vxe X, f(h(x)—af(x)=e".

EXERCICE 1.45
1reA Soient trois fonctions : R 1, R £+ R 2 R.
1. Montrer que f est bijective si et seulement si2f +1 l'est.
2. Onsuppose quesi fo fof = f. Montrer que est injective si et seulement si elle est surjective.

3. On suppose que h= fog,que hoh = h, que f estinjective et que g est surjective.
Montrer que go f =Idg.
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4. Onsuppose que hogo f et go f o h sont injectives et que f o ho g est surjective.
Montrer que f, g et h sont bijectives.

5. On suppose que ho go f et go f o h sont surjectives et que f o ho g est injective.
Montrer que f, g et h sont bijectives.
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EXERCICE 1.46

Montrer que l'identité de N est la seule fonction N 1, Ninjective t. que: VneN, f(n) < n.

EXERCICE 1.47

2 !
Montrer que la fonction suivante est surjective : {wy €01l |x#£y} = 1020
(x,y) - X+

Exponentielle, logarithme
EXERCICE 1.48

Simplifier chacune des expressions suivantes :

1. In(e3); 3 In (L) : 4. In(e®\/e); 6. en2;

2. (Ine)3; Ve 5. In(Ve); 7 eln3-2In2
EXERCICE 1.49

Résoudre chacune des équations, d'inconnue réelle x, suivantes :

L. (x?-1)en™2 =1n(e**1); 4. In|x*+2x-8|=3In(x-2);

2 .
2. Inx)”+2Inx-3=0; 5. In(x+2) +In(4—x) =In|8x - 8|;
1
3. Inv2x-3=In(6—x) — 3 Inx; 6. e2x+1 _\/g2x+2 _ 963 — (.

Puissances

EXERCICE 1.50

. déf 1 . . . .
Soit x > 1. On rappelle que, pour tout n €N, {/x = xi. Simplifier les expressions suivantes :

- 2 3 In(In(x))
Va Vs (VVa) 5. By e V3 V9 (VO) 5. Es=x mr ;
l. fj=——"; CHI= T 2’
ViV 27 (VV3) ST eyert
2 \3/— y— \/— 3 6. Ex = X \/}(X\/})
3 . e —
\/Z\/ﬁ( \/Z) 4 Ea= 5 625(252 . 6 —
2. Bp=—mM—; 4 ’ X1/ X6+ ——=
G Vizs (VVB) Ix
EXERCICE 1.51
Résoudre chacune des équations, d'inconnue réelle x, suivantes :
1. 2x24x:8; 4. 7x+%+53x=2(7x+%+53x—1);
1
2. 3x—3—x=3; 5. 22x—1+3x+4x+%_9§+1:0;

3. 4% 3 x2%+2 =26, 6. xV* = /x".
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Nombres complexes

EXERCICE 1.52

1A Soient a, b € R. Résoudre chacune des équations, d'inconnue complexe z, suivantes :
-1 . —il? 1-iz
1. Re (—Z ):0; 3. (z-a)(z-D) €R; 6. 1- |2 =0 8. — €iR;
z+1 z+i ’ 1+iz
4., z(1+1i) —iz=1; lz| =|z—1]|
z-1 1-iz 9. 1
2. Im|[——|=0; =_ ;. . z—1|=1|—].
(z+1) 5. z+z=1+i; 7. 1+iz€R’ | | -
Lren EXERCICE 1.53
Soient a, b, c € C tels que |a| = |b| = |c| = 1. Montrer que |ab+ bc + ac| =|a+ b+ c|.
Forme trigonométrique d’'un nombre complexe
EXERCICE 1.54
1A

Soient 0,60’ €] — , m[. Soit n € N*.
Mettre sous forme trigonométrique chacun des nombres complexes suivants :

1+i.

. L 3. 1+iV33+1-iv3)5; 6 1-é’
o 5+11iV3 " 1ted’
2-2i)3 C7-4iv3 7. 1+ 1 (e0)?;
VB3 5. (1+el)”; 8. e + el 1 ¢i70,

EXERCICE 1.55

ECG] Soit n € N*. Résoudre chacune des équations suivantes, d’'inconnue complexe z :
X XSI
4_ 7. 1-i - 1 4 _ 4.
1. z°=1; 3. z6= : 5. z7=—2; 7. 2°=27Z";
3+i z
4 8= 1+i 2+1)°
2. 22+8i=0; - % ~ V3o 6. z=2""1; 8. 2Z_1 =1
z+i\® (z+i\? [(z+i
9. |=—| +[Z—]| +[=—|+1=0.
z—i z—1i z—i

EXERCICE 1.56

ECG1
X X SI
1. Calculer U* ou U = \/2— \/z—i\/2+ V2.
b4 b4
2. En déduire les valeurs de cos — et sin —.
CG EXERCICE 1.57
1
x xS Soient a, b > 0 et soit z € C tels que a > b et |z — a| = Va2 — b2.
Montrer que b-z = a-b
ez " Varp
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Fonctions trigonométriques réciproques

E®  EXERCICE 1.58

ECG1 . 1 1
X X SI 1. ATaide des formules de duplication, calculer tan (2 arctan (E))’ puis de tan (4 arctan (E))

. 1 0
2. En déduire que : 4arctan == arctan 1o’

EE  EXERCICE 1.59

ECG] 3 .
x x8I 1. Soient a > 0 et b € R. Montrer que arctan — est un argument de a +ib.

Donner un argument de a +ib lorsque a < 0, puis lorsque a = 0.

2. Preuve de la formule de MACHINS :
~4

(5+1
(@) Mettre le nombre complexe z = -
239 +1

sous forme algébrique puis trigonométrique.

1 1
(b) En déduire la formule de MACHIN : % = 4arctan (E) —arctan (—) .

239
{7
Y8

James GREGORY John MACHIN
(1638-1675) (1680-1751)
Ecosse Angleterre

E®  EXERCICE 1.60

1-sinx
ECXGSII On pose f(x) = arctan (\ / m) .

1. Mont tout e] T ”[ fo=2-2
. ontrer que pour tout x ——,—|ona: X)=———.
dquep 22 4 2

1 =n
2. On admet la relation classique : Vx > 0, arctan x + arctan — = >
X

Trouver une expression simplifiée de f(x) pour tout x # g +kn (ke Z).

3. Tracer la courbe représentative de f.

8. John MACHIN (1680-1752) utilisa sa formule et le développement en série entiére suivant di a James GREGORY
(1638-1675) :
+00 (_l)nx2n+1
arctanx= y —————— (cf. 5.4.6)
= en+)

pour calculer en 1706 — a la main! — les 100 premieres décimales de 7.
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EXERCICE 1.61

EEEE Résoudre chacune des équations d’inconnue réelle x suivantes :
x xSI
T i
1. arctan x + arctan (x\/§) =—: 3. arctan(x—1)+arctanx+arctan(x+1) = 7
12

2. 2arcsin(2x) = 3arccos x;

T 7
Indication : pour le n°1, calculer 3 + T

Indication : pour le n°2, vérifier que % est une solution.
Indication : pour le n®3, on pourra utiliser que : ¥ x > 0, arctan x + arctan% =7

EXERCICE 1.62

ECGSI Soit n un entier naturel non nul. Simplifier les sommes suivantes :
X X SI
& 1 & 2 w 1
1. §; = arctan———; 2. S = arctan — ; 3. §3= arctan —.
! ,CZ::l 1+k+k? 2 gl k? ¥ ,; 2k?

. . . P . xX-y _ .
Indication : on pourra démontrer et utiliser que : arctan {— ;= arctanx —arctany si.x, y > 0.
EXERCICE 1.63

x xSI Simplifier I'expression de f dans chacun des cas suivants :

1. f(x)=arcsin( 3. f(x):arctan(v1+x2—x);

X
\/1+x2)’

X 2x
2. X) = arccos| —— | —2arctan ; 4. f(x) =arcsin .
1@ (1+x) vE 1@ (1+x2)

EENEE EXERCICE 1.64
X XSI

Trouver, en fonction du parametre « € R, le nombre de solutions x € [0,27[ de I'équation :

@cosx+sinx = 2.
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Trigonométrie circulaire

EXERCICE 1.65

1A Soit £ un nombre réel. Soit 7 un entier naturel. Linéariser les expressions suivantes :

1. cos® t; 4. cos® t; 7. cos® t; 10. cos? tsin3 t;
2. sin®¢; 5. sin¢; 8. cos?tsint t;

3. sin*¢; 6. cosbr; 9. cos? tsin® t; 11. sin®"¢

’

12. 4cos® tsint—4costsin® £;13. sin?2¢cos? tcos2t; 14. cos® tsin2t—cos2tsind £.

EXERCICE 1.66
1reA
Dans chacun des cas suivants, montrer qu’il existe une constante a, que I'on déterminera,
telle que, pour tout x réel ou1 cela est défini, on a la relation suivante :

2 2

1. cos?xsin® x = & (cos? x — cos4x — cos2x + cos? 3x) ;

X=acos32x; 3 sinx+sin3x+sind5x  sin3x

- ; ; =0 .
sin3x+sin5x+sin7x sinbx

2. sin3xsin3 x + cos3xcos?

EXERCICE 1.67

ECGSI Soit 8 €]0, [. On définit la suite réelle (u,), par récurrence, par :
X X SI

up=uy=letvneN, uy2 =2cosOuy+1 — up.

Déterminer le terme général de la suite (u,) en fonction de 6.

EXERCICE 1.68

1reA Soit n € N*. Soient x, y € R. Montrer chacune des égalités suivantes (quand les deux membres
sont définis; on ne cherchera pas a préciser a quelles conditions c’est le cas) :

1+D"-1-D" n n i
(1+1i) .( i) :(\/E) +zsin(%); " Hcos(x): sinx

i 2k 2”sin(2i,,) ;

S

=1
- [2n k 2n 2nm 1
) = ; 2cos(2"x) +1
kz—b(Zk)( =z cos( 3 ), 5. []@cos@fx)-1) = #;
. k=0 2cosx+1
s (m+D)x s nx

noo sin ~—-=sIn 3
Z sin(kx) = ——————;
k=1 sin g

- X y )) COS X —COS ¥
) cos|—|+cos|=||= :
](!:[l( (Zk) (Zk 27 (cos(37) — cos (37))

\S)

w

o]

i 2k sin(2k x) _ 2"sin(2"x) sinx

" & 2cos(2kx) -1 27cos(2"x)+1  2cosx+1
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EXERCICE 1.69

;2
1A Soit le nombre complexe j = €' . Soit n un entier non nul. Soient deux nombres réels x, V€
|0, Z[. Simplifier les sommes suivantes :

1. S nil ik 6. Sg= isinz(kx)' 'z (o)
.S =) % . Se= ; _ _ +1 |
k=0 k=0 10. S10 kz='0( D 3k
n
2. S = cos(kx); n n
? kgb 7. S7=) cos® (kx); 2 n
=1 11. Sii=) (-D*3 ;
& 2 nk k=0 2k
3. §3= Zcos —|;
k=1 9 2ony n o sin —L—
-1 8. Sg=)_ sin(kx); B kD
4. S4=) xFsin(ky); i=o\F 152 T oL
- 04 & Y) k=1COS £ COS 7
" coskx " (n n cos? (3% 1x)
5. Se = ; 9. Sg = cos(y+kx); 13. Sja= _pk1z22 2
5 kg{)coskx 9 1;)(’6) y 13 kz=:1( ) =

EXERCICE 1.70

1reA n
Majorer par une constante indépendante de 7 la suite de terme général u, = ) _ cos(2k).
k=0
Equations et inéquations trigonométriques
EXERCICE 1.71
1rea Résoudre les (in)équations d’inconnue réelle x suivantes :
1. cos(3x—2) =cos(2x—1); 5. tan*x+2tan®x—3=0; 9. 2cos?x—3cosx+1<0;
—q- 6
2. tan(x+D+tan@Bx+1)=0; o sinx—cosx:ﬁ; 1, 1
. o 1 2 10. — <sin“x< —;
3. sin“x = 35 . 4 2
. 7. sinx+v3cosx=v2;
4. sin2x=cos§; 8. tan?x—-1<0; 11. v3cosx+sinx—v2<0;

1
12. cos?(Inx) + ? sin(In(x?)) — 5=

L
7
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Calculs de polynomes, degré
EXERCICE 1.72
1A Développer et simplifier le produit P; Q; dans chacun des cas suivants :
nofe(k+1 n k
1. Pp=), ( )XkethzX—l; 4. Py=[](X* +1)etQs=X-1;
k=0 k=0
n 5. P —ﬁ(x2*3k+x3k+1)
2. Py=) kXM let Q= (X-1)?; R
k=1 etQs=X-1;
n 6. Po=1+X+X>+--+X" et Qs = Ps;
3. Py=) (1+25x* . " <
k=0 _ k _ k
ot Qs = 2X2—3X +1; 7. P7_k§0kX etQ7—kg0X .

Lren EXERCICE 1.73
Soit & un nombre réel différent de 0, 1 et —1, et soit n un entier. Soit le polyndéme réel :

P=(1+aX)1+a’X)1+a’X)---(1+a"X).
1. Montrer qu'il existe ag, ai,...,a, €Rtelsque: P=ap+ ay X +--- + ap X".
Calculer ay, a; et ay,.

2. Montrer que : (1+aX)P(aX) = (1+ a1 X)P (P(aX) est une composée, non un produit).

3. En déduire une expression de a, pour tout p > 1.

EXERCICE 1.74
ECG1

X xS Soit le polynome P = X* — X3 -3X? - 3X — 4.
Calculer P(1 + v/2) al'aide de la formule de TAYLOR.

EXERCICE 1.75

1reA Soit z € C*. Soit m € N*. Pour chacune des suites de polyndmes définies par récurrence sui-
vantes, calculer ce qui est demandé ou montrer la relation proposée :
n0S3,4 Po=1 m-1 m—1 i n-1 .
1.4°° relation P, = ) ] (1——) (X-1?¢;
Ppi1=Q2n+1)XP,— (X2 + 1P, so\ i m
terme de plus haut degré de P, P =X
relation Py (~X) = (~1)"Py(X); 5.9 .
Ppi1 = (X"Py)

Py=%etP =X
Pui2=XPpi1— X?Py

calcul de P, ;

3 Py=2etP1=X+1
| Pu2=P}, Py

terme de plus haut degré de Py, ;

A py=xm1
| Prrr=Put 5= X)P;,

calcul de Py;

Py=1, P =X
{Pn+2 =2XPyi1 - Py,
terme de plus haut degré de P,
relation Pn(%(“ %)) =1(z"+ 1);
{P1 —X2-X+1

Ppi1=XPp(X3-X)+2(X3 - X)Pp
terme de plus haut degré de P,,.
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EXERCICE 1.76

1. Soient P,Q € K[X]. Montrer que si le polynome P? — Q? est constant non nul alors les poly-
ndémes P et Q sont constants.

2. Soit P un polynoéme réel non constant. Montrer que la fonction f d’une variable réelle x
suivante n’est pas polynomiale : f(x) = v/1+ (P(x))2.

EXERCICE 1.77

Soit g un entier naturel et 2 un nombre complexe. Dans chacun des cas suivants, déterminer
tous les polynémes P qui vérifient I'équation proposée :

1. degP <3 3. (P"?=aP; 6. (X2-X)P"=6P;
etP(X+1)=(X+1)P'; 4. 2P=(X-1)P'-1;
2. P(2X)=P'P"; 5. (X>+1)P"-6P=0; 7. (X-1)P'-P=X4.

EXERCICE 1.78
Soient trois polynémes réels B, Q, R.
1. Montrer que si P?2-XQ*=XR?alorsP=Q=R=0.
2. Que peut-on dire sur P, Q et R lorsque P? - XQ? + R*> =0?
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Racines d’'un polynome et multiplicité

Lren EXERCICE 1.79
Soient a, b € K. Montrer que 1 ne peut étre racine simple de P = X* + aX3 + bX? + aX + 1.

EXERCICE 1.80

1A Soit un parametre « € ]0,7[ et soit n € N*. Dans chacun des cas suivants, déterminer toutes
— lesracines complexes du polynéme en utilisant I'indication donnée :
MnPOSEi 1. P=X>-7X*+19X% -25X2%2 +16X —4; a une racine évidente ;
2. P=X*-3X%-6X?%+28X —24; aune racine d’ordre 3
3. P=X3—(1+20)X%+(9i—1)X —2(1 +5i); a une racine réelle;
4

L P=X"—(1+V3)X*+V3X3+V3X%2-(1+3)X +1; adeux racines évidentes;

1
5. P=2X*+3X3 - X?+3X +2; il existe Q t.q. xo # 0 est racine P ssi xo + — racine de Q.

Xo
n n k
6. P= Z r cos(ka) X""~*; simplifier I'expression de P;
k=0
7. P= Z (X +e n ) (racines réelles seulement) ; simplifier 'expression de P.
k=0
EXERCICE 1.81
1A
Soit un entier n > 5. Montrer que 1 est racine de chacun des polyndmes suivants,
et déterminer sa multiplicité :
L. Py =X?"—pnX"4pxnt-1;
2. =X 2n+ DX+ 2n+ DX - 1;
3. Py=X*"—p2X" 4 2(n® - 1)X" - n? X"+ 1;
4. Py=(n-4)X"-nX"2+nX>-(n-4);
5. Py = X2+ 4 n(n+1)6(2n+1) (-X"*2 4 X"71) 4 (nfl)(n+22)(2n+1) (Xl — xm)—1.
EXERCICE 1.82
X XSI
n Xk
Soit un entier n > 1. Soit le polynéme : Q,, = o
k=0 *:
1. Montrer que Q, n’a aucune racine multiple (réelle ou complexe).
2. Montrer que 0 est racine d’ordre exactement 7+ 1 du polynéme P, = Q% — Q,(2X).
EXERCICE 1.83
1A

Soient deux nombres réels distincts a et b et un entier non nul zn. Montrer qu’il existe un
X
unique polynome P, tel que : Vx € R, f -t t-b)"dt=(x-a)" Pp(x).

a
On précisera le degré de P, ainsi que les valeurs P, (a) et P, (b).
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EXERCICE 1.84

Soit un entier n > 2. Soient deux nombres réels p, g.
Pour chacun des polynémes suivants, vérifier la propriété indiquée :
1. P; = X'7— X" —1;aau moins une racine réelle;
2. P, = X7 -3X%+4X —1; aau moins une racine réelle;
3. Pg=X%+14X' —7X® +2; a au moins une racine réelle;
4, Py =X% +2X—1; aune seule racine réelle;
5. Ps=1+ 3 #Xk ; W'a pas de racine réelle si n est pair;
k=1
6. Pg= X"+ pX + q; possede au plus trois racines réelles distinctes;
Indication : faire un raisonnement par l'absurde.

L |
7. P;= Z EX kva pas de racine réelle si n est pair et a une unique racine réelle sinon.
k=0

EXERCICE 1.85

Montrer que si P est un polyndme réel et scindé dans R[X], alors P’ aussi.

EXERCICE 1.86
g-1
Soit un entier g > 2. Soit le polynéme complexe Q = gX9 — Z xk.
k=0
1. Montrer par 'absurde a 'aide de I'inégalité triangulaire que toute racine complexe z de Q
vérifie |z| < 1

2. Simplifier le polyndme R = (X — 1) Q. En déduire que toutes les racines de Q sont simples.

3. Montrer que si z est une racine de Q de module 1, alors z = 1.

EXERCICE 1.87
Soient trois nombres réels distincts a, b, ¢ et non nuls. Soient les polynémes :

P=(b-0(X-a)(X+a)? +1*+ )+ (c-aX b (X +b? +a* + ) + (a-H(X -0 (X +0) +1? + )
Q=2X(a-b)(b-c)(c—-a).
Comparer les valeurs de P et Q en a (resp. b, ¢ et 0). Que peut-on en déduire sur P et Q?

EXERCICE 1.88
1 noq k-1
Soit n € N*. Soient les polyndémes : P = p kl:[1(X +k) et Q=1+ kgi a jl:[o(X+ J).
Simplifier les valeurs P(i) et Q(i) pour tout i € {0,..., n}. En déduire que P = Q.

EXERCICE 1.89

Soit P un polynome réel tel que : P(X? + 1) = P? + 1 et P(0) = 0. Montrer que P = X.
Indication : on pourra montrer que la suite (u,) définie par up =0 et up4) = u% + 1 est strictement
croissante.
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EXERCICE 1.90
On veut déterminer tous les polynémes P a coefficients complexes tels que :

PxP(X+2)+P(X*) =0, (E)

oil P(X +2) et P(X?) désignent les composées de P avec X +2 et X2 respectivement, et x désigne
le produit de polyndomes.
1. Soit P un polynome non nul qui vérifie (E). Montrer que si a est racine de P alors a? aussi.

2" est racine de P pour tout 7.

En déduire que, dans les mémes conditions, a
En déduire que le module de a vaut 0 ou 1.
Montrer que si a est racine de P alors (a — 2)? aussi.

Trouver tous les nombres complexes « tels que |al, |a — 2| € {0, 1}.

2L

Trouver tous les polyndmes P a coefficients complexes qui vérifient (E).

Factorisation d'un polynéome

EXERCICE 1.91

Soient un entier n > 1 et a €] — 2,2[. Factoriser les polyndmes suivants dans C[X] puis factori-
ser dans R[X] ceux de ces polyndmes qui sont réels :

1. X2+4; 4. X*+4; 7. 2X8 —2x%-12.
2. X3-6X%+11X -6; 5. X3 +8i;
3. 2X*+2; 6. —X5+3x3-2;

EXERCICE 1.92

Soit n un entier naturel non nul.

1. Factoriser dans C[X] les polyndmes P=X(X+1)+1—-ietQ=X(X+1)+1+i.

n +1)+1-i
2. En déduire une expression simple du produit : a = H L
=0 pp+1)+1+1

EXERCICE 1.93

Soient les nombres complexes suivants : u = el 7, a= u+u?+u* et b= u® + u® + ub.

1. Calculer a + b puis ab.

2. En déduire que {a, b} = {_“T“ﬁ, _I_T“ﬁ}

3. En déduire a et b al’aide d'un dessin.

EXERCICE 1.94

Soit un entier naturel n > 1 etle polyndme : P = X2"+3 — X242 _pxn+2 y o xn+l 4 x 1,

1. Déterminer la multiplicité de 1 comme racine de P.

2. Déterminer les racines complexes du polynéme Q =1+ X + X2 +---+ X",
3. Déterminer la multiplicité des racines de Q dans le polynéme P.
4

. En déduire une expression de P en fonction des polynémes Q et X — 1.
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EXERCICE 1.95

1reA ikm
Soit n € N*. Soit le polynome P = X"*! —2X" —2X + 4. Pour tout k € [0, n], soit z; = 2ne’n .
Calculer P (2% e¥) pour tout k € [0, n]. En déduire la factorisation de P dans C[X].
Lrea EXERCICE 1.96
n
Calculer P(1001), ol P est un polynome de degré 1000 tel que : Vr € [0,1000], P(n) = —7
n
Indication : on pourra utiliser le polynéme Q = (X +1)P — X.
Len EXERCICE 1.97
Soit (Py) nen la suite de polynémes complexes définie par récurrence par :
Py=2, Pi1=X, VneN, Pyi2=XPy1—Py.
1. Montrer que, pour tout €N ettout z€ C* ona: P, (z+1) = 2" + 2.
2. Soit n € N*. Montrer que, pour tout k € {0,...,n— 1}, le nombre réel a} = 2cos (% + k%) est
racine de P;,. Ces racines sont-elles distinctes ?
3. Pour tout n > 1, factoriser P, dans C[X].
EXERCICE 1.98
1A

Trouver tous les (a, b, ¢) € C3 tels que:a+b+c=1,abc=1let|al=|bl=|c|=1.

..l.re: EXERCICE 1.99
Déterminer tous les polynomes P € C[X] tels que (X +3)P = XP(X +1).

EEEE EXERCICE 1.100
1A
Soit un entier n > 1.

1. Trouver les racines du polynéme P = (X —1)?"**1 - 1.

2n ke
2. En déduire une expression simple du produit suivant : ]_[ cos r1l)
k=1 n

llllrel EXERCICE 1.101
A
Soit un nombre réel a. Soit un entier n > 1.
1. Résoudre I'équation d’inconnue complexe z suivante : (z + 1)"* = e?"4,

n-1 ket
2. En déduire une expression simple du produit suivant : A = ]_[ sin (a + ’
k=0
..1.re: EXERCICE 1.102
Soit un entier 1 > 2. Soit le polynome P = (1 + X)?" — (1 - X)?".
1. Préciser le degré de P et le coefficient de plus haut degré.

2. Déterminer les racines de P dans C. Montrer que toutes les racines sont simples.

n-1
3. Montrer que : P =4nX [
1

k
X? + tan? _n) )
2n

k=
i N nl o kn
4. En déduire la valeur du produit suivant: A = H tan ErY
k=1

n-l kn  (n-1)@2n-1
5. Montrer que: Y_ tan® —— = n-hen-1)
=1 2n 3
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Division euclidienne et divisibilité

EXERCICE 1.103
ECG1

x xSI Soit n € N*. Calculer le quotient de la division euclidienne du polynéme :

P=(X-1D"?+(X+2"-2 parQ=X-D".

EXERCICE 1.104
ECG1

X XS] Soit n € N*. Soit 6 € R. Dans chacun des cas suivants, calculer le reste de la division eucli-
dienne du polynéme A par le polynéme B :

1. A=X?"4+ X" +1etB=X?>+X+1; 2. A= (XcosO+sinf)" et B= X2 +1.

EXERCICE 1.105
ECG1

x xSI Soit un polynéme P € K[X] et soient a, b € K tels que a # b. Exprimer le reste de la division
euclidienne de P par (X — a)(X — b) al’aide de P(a) et P(b).
EXERCICE 1.106
IiCXGslI Dans chacun des cas suivants, déterminer un polynéme P vérifiant les conditions données :
1. degP =4, P(X +1) divisible par (X —1)? et par (X + 1), et P(1) = 1;
2. degP <4, P +10 divisible par (X —2)? et P — 12 divisible par (X +2)3;
3. degP <7, P +1 divisible par (X — 1)* et P — 1 divisible par (X + 1)*.

EXERCICE 1.107

1reA
Soit un entier n > 2 et soit ¢ € R. Dans chacun des cas suivants, dire si A est divisible par B :
A=(X+D2-Xx2"-2X -1 3 A=(X"-D(X"1 -1
B=X(X+1)2X+1); " |B=X3-X2-X+1;
) A=(X-2?"-(X-1D"-1 A A=X?"—2X"cosng+1
B=X>-3X+2; B=X?-2Xcosp+1.
Lrea EXERCICE 1.108
Montrer que les polyndmes non constants P € C[X] tels que P’ divise P sont ceux de la forme :
P=a(X-b)"aveca,beK et neN*.
EXERCICE 1.109
EC

x xsll Soit n € N. Soient A, B, C € K[X] tels que A— C est divisible par B.

1. Montrer que A" et C" ont le méme reste lors de la division euclidienne par B.

2. Dans cette question, onprend B=X*+ X3+ X2+ X +1et A= X2+ X%+ X6 + X3 4 2,
(a) Montrer que les polynomes X° —1, X6 — X, X9 — X* et X'2 — X2 sont divisibles par B.
(b) En utilisant la question 1, en déduire le reste de la division de A” par B.
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Polyn6mes de LAGRANGE

EXERCICE 1.110
Soient trois nombres distincts a, b, c € K et soit P € K[X]. Exprimer le reste de la division de P
par le polynéme (X — a)(X — b)(X — ¢) al’aide de polynémes d’interpolation de LAGRANGE.
EXERCICE 1.111
Soient L,..., L, les polyndmes de LAGRANGE associés a 1,2,...,n.
n

Calculer le polynéme Py = Z jij pour tout k € [0, n — 1], puis pour pour k = n.
j=1

Fractions rationnelles

EXERCICE 1.112
Soit k € N*. Soit P, Q deux polynémes qui admettent a comme racine d’ordre k.

Soit f la fonction rationnelle associée a la fraction 6 Exprimer f(a) al'aide de P, Q, k et a.

EXERCICE 1.113

Soit un entier n > 2. Décomposer en éléments simples (sur C) les fractions rationnelles sui-
vantes :

2x3+1 . X°+1 5 1
T (X +1D)(X2-3X+2) T X2(x-1)2’ X2(X-1n"
X?+1 n!

20 ———————; 4. ;
(X - 14X -2)2 XX-1---(X-n)



