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Chapitre 1 :
Rappels de premiere année et compléments

Fabrice Monfront
Lycée du Parc

Ce premier chapitre rappelle les concepts de base de I'algébre linéaire vus en Sup.
Il contient quelques compléments au cours de Sup qui sont au programme de deuxiéme année.
C’est un préalable au cours sur la réduction des endomorphismes qui constitue le coeur du
programme de seconde année.
Dans ce chapitre et dans toute la suite du cours, K =R ou C.

1 Espaces vectoriels

1.1 Définition

On appelle K- espace vectoriel tout ensemble non vide £ muni d’une loi de composition

. . . ) ExE—E : .
interne appelée addition et notée + : et d’une loi de composition externe,
(@,y) » 2 +y
) ) KxE—=E ) . NP
appelée produit externe qui possedent les propriétés suivantes :
(A, x) — Az

e ’addition interne est associative :
V(r,y,2) EE3x+(y+2)=(x+y)+2
e ’addition possede un neutre :
dee FtqVr e Ex+e=e+x =2
e s’appelle le vecteur nul de E et se note 0.
Il est habituel de noter simplement 0 le vecteur nul de E mais il ne faut pas perdre de
vue que c’est un élément de E et non le nombre 0.
e l'addition est commutative :
V(z,y) E B’z +y=y+z
e tout élément de F possede un opposé :
Vee FEdye Etqe+y=y+x=0
y est unique et se note —x.

e VAEKV(r,y) € B2 XNz +1y) =z + )Ny
e V(N u) EK2Vz € E (AN +p)z = Az + px
o V(\, u) € K2Vz € E Npx) = (M)
eVxcFElz =z
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1.2 Exemples

Voici une liste,non exhaustive, d’espaces vectoriels classiques. Il est inutile de redémontrer

qu’ils le sont.

e K[X] I'ensemble des polynémes & coefficients dans K, muni des opérations usuelles sur

les polynomes.

e KK,[X] lensemble des polynémes a coefficients dans K et de degré inférieur ou égal a n,

muni des opérations usuelles sur les polynémes.

e F(X,K),noté aussi KX, I'’ensemble des applications d’un ensemble X non vide & valeurs

dans K muni des opérations usuelles.

Pour X =N, on a affaire & KN Pensemble des suites & valeurs dans K.
e C(I,K) I'ensemble des applications continues d’un intervalle I de R a valeurs dans K

muni des opérations usuelles sur les fonctions.

v :
Lorsqu’on demande de montrer que tel ou tel ensemble est un espace vectoriel, on montre en
général que c’est un sous-espace vectoriel (cf plus bas) d’'un espace classique.

Néanmoins, il y a au programme de seconde année une situation ou on est obligé de revenir a

la définition.

1.3 Produit d’espaces vectoriels

e Définition

Soient E71,..., E, n K-espaces vectoriels.

On peut définir sur Fy X --- x E,
— une addition interne par :
V(x1, .. xn) € By X - X Ex V(y1,...,yn) € B1 X -+ X By
(@1, yxn) + (Y1, yn) = (@1 + Y1, -, Tn + Yn)
— un produit externe par :
V(z1,...,2n) EEL X - X E, VAEK A (21,...,20) = (Ax1, ..., AZy)
Muni de ces deux opérations, E7 X --- X E,, a une structure de K-espace vectoriel.
Démonstration

— J’addition interne est associative :

V(z1,...,2n) EEL X -+ X EnV(y1,- -, Yn) €E By X -+ X Ep V(21,...,2n) € Bp X -+
(15 mn) + (Y1, 5 Yn)) + (215 -5 20)
= (x1+y1.-Tn+yn)+ (21,...,2n)
= (@ +wy)+2,, (@0 +yn) + 2n)
= (21 + (y1 +21),. n + (Yn + 2n)) car addition est associative dans chaque E;
= (21, +(y1+21,---,yn+zn>
= (w1, 2n) + (W1, Yn) + (21,5 20))
— l’addition posséde un neutre : (0g,,...,0g,) :
V(z1,...,2n) € By X - X Ep (21,...,2,) + (0g,,...,0g,) (1 + 0gy, z, +0g,)
= (@1,...,%n)
(0gys-.-,0g,) + (z1,...,2p) (0g, —i—ml, Op, + xn)
= (21,-..,2n)

x Ey,
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— tout élément (z1,...,x,) de By X -+ X E,, posséde un opposé : (—x1,...,—xp) :
(a:l,...,xn)—i—(—xl,...,—xn) = (OEl,...,OEn)
(—x1,. .y —2pn) + (21,...,2n) = (0g,...,08,)
— l'addition est commutative :
V(l‘l,.. l‘n)EElX"'XEnV(yl,...,yn)EElX"'XEn
(xlv )"’_(yla”-ayn)
= (a:1+y1,.. :En+yn)
= (y1 +21,...,Yn + zp) car Paddition est commutative dans chaque E;
= (y1,---yun) + (x1,...,2p)
V(xl,.. :En)GElX'”XEnV)\lGKV)\QGK
()\1+>\2)(1’1,...,xn)
= (M +A)z,.. (A +A2) )
= (Mxi+ Xz, AT+ Aoay)
= ()\1%1,...,)\1.%”)—|—(A2x1,...,)\2£€n)
= )\1(xl,...,a:n)—|—)\2(x1,...,:vn)
V(z1,...,2n) €E By X - X B, Y(y1,...,yn) € BE1 X -+ X B, VA €K
A((-’L'l,---,l'n)+(y1,---,yn))
= )\(3:1+y1,...,xn+yn)
= (A@1+vy1),-- A (@0 +yn))
= Az1+Ay1,..., Az + Ayn)
= (AxlayAxn)_i_()‘ylaa)‘yn)
= Az, oy xn) AU, Yn)
— Y(1,...,2p) EE X -+ X Ep 1(x1,...,2n) = (Lz1,...,Lzy) = (z1,...,2p)
V(xl,...,l'n)EElX‘--XEnV)\EK\V/MGK
A(p (e, .. xn))
= A(puzy,...,pxy)
= (Ap)(z1,...,zp)

e Remarque

En prenant E; = K, on retrouve les espaces K™ vus en Sup.
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1.4 Sous-espaces vectoriels

Soit E un K-ev.
Soit F' un sous-ensemble de E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si :
e [ est non vide
e [ est stable par combinaisons linéaires :
VA ) e KEVY(x,y) € E2 Mo +uy € E
La premiere condition peut étre remplacée par : 0 € F.

F est alors lui-méme un espace vectoriel.

1.5 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Soit E un K-ev.
Soit A une partie de E.
On appelle sous-espace vectoriel de E engendré par A et on note Vect(A), le plus petit sous-
espace vectoriel de E contenant A.
Cela signifie :
e Vect(A) est un sev de E qui contient A.
e Si F est un sev de F qui contient A alors Vect(A) C F

OnasizeF :
k
x € Vect(A) <= Fk € N* tq I(ay,...,ax) € A* Iay,...,ap) €K tq z = Zalal
=1
2 Familles de vecteurs
2.1 Familles libres, familles liées
Soit E un K-ev.
Soit (z1,...,x,) une famille de vecteurs de E.
On dit que la famille (z1,...,x,) est libre, ou que les vecteurs x1,...,x, sont linéairement
n
indépendants, si, et seulement si, la seule famille (A1,...,\,) de scalaires telle que Z Aix; =0

i=1
est la famille nulle (ie telle que pour tout i € [1;n] \; = 0).
Dans le cas contraire, on dit que la famille (z1, ..., x,) est liée, ou que les vecteurs z1, . .., , sont

linéairement dépendants et on appelle alors relation de dépendance linéaire entre les z;,1 <i < n
n

toute relation du type Z N;z; = 0 ou les \; sont des scalaires non tous nuls.
i=1
Remarque
Il peut arriver que les vecteurs d’une famille soient indexés par autre chose que les entiers compris
entre 1 et n. Les définitions précédentes s’écrivent alors :
Soient I un ensemble fini non vide et (z;);e; une famille d’éléments de E.
On dit que les x;,7 € I sont linéairement indépendants ou que la famille (x;);c; est libre si, et
seulement si, la seule famille ()\;);c; de scalaires telle que Z Aiz; = 0 est la famille nulle (ie telle
el
que pour tout i € I \; = 0).
Dans le cas contraire on dit que les x;,7 € I sont linéairement dépendants ou liés et on appelle
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alors relation de dépendance linéaire entre les x;,¢ € I toute relation du type Z Aix; = 0 ot les
el
A; sont des scalaires non tous nuls.

2.2 Familles génératrices

Soit F un K-ev.
Soit (z1,...,x,) une famille de vecteurs de E.
On dit que la famille (x1,...,z,) est génératrice si, et seulement si, Vect(z1,...,2,) = E.
Soient I un ensemble fini non vide et (x;);c; une famille d’éléments de E.
On dit que les z;,7 € I engendrent E ou que la famille (z;);er est génératrice si et seulement si
Vect ((xz)zel) =F.

3 Espaces vectoriels de dimension finie

3.1 Définition

Soit E un K-ev.
On dit que E est de dimension finie si, et seulement si, E posséde une famille génératrice (finie
puisqu’ici on se limite aux familles finies).

3.2 Bases d’un espace vectoriel de dimension finie

Soit £ un K-ev de dimension finie.
Soit (z1,...,x,) une famille de vecteurs de E.
On dit que la famille (z1,...,x,) est une base de FE si, et seulement si, elle est libre et généra-
trice.
On a pour (x1,...,x,) famille de vecteurs de E :

n
(x1,...,2y) base de E <=V € E W(a,...,a,) € K" tq z = Zai:pi
i=1
Soient I un ensemble fini non vide et (x;);c; une famille d’éléments de E.
On dit que la famille (x;);cs est une base de FE si, et seulement si, elle est libre et génératrice.
On a donc :
(x;)icr base de E <= pour tout x € E il existe une et une seule famille («;);er de scalaires telle
que r = ;X5
el
Les bases de E sont les familles libres de cardinal maximal.
Les bases de E sont les familles génératrices de cardinal minimal.

3.3 Dimension d’un espace vectoriel de dimension finie

Soit £ un K-ev non réduit au vecteur nul et de dimension finie.
E posséde des bases et elles comportent toutes le méme nombre n € N* de vecteurs.
n est appelé dimension de E et se note dim (E).
Par convention un K-ev réduit & {0}, qui est bien de dimension finie car (0) est une famille
génératrice, sera dit de dimension nulle.
Je ne parlerai pas de base dans ce cas, car parler de famille indexée par I’ensemble vide me
parait trop formel.
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Exemple

Théoréme

Soient F1,...,FE, n K-espaces vectoriels tous de dimension finie.
Alors E x --- x E,, est de dimension finie et :

dim (Ey x -+ x Ep) =Y _dim (E))
=1

Démonstration

On va construire a partir d’une base de chaque F;, une base de Fq X --- X E,,.
On commence donc par supposer :

Vi € ﬂl;n]] d; =dim E; > 0

Pour tout i € [1;n], soit (ej1,...,€;q,) une base de E;.

On va montrer que

((6171,0,...,0),...,(el’dl,o,...,O),(0,6271,0,...,0),...,(0,627612,0,...,0),...,(0,...,0,6n1),...,(0,...

)

est une base de Eq X -+ X E,.
Cette famille est génératrice :
Soit (x1,...,xy) € E1 X -+ X E,.

(1,...,2n) = (21,0,...,0) 4+ (0,22,...,2,)
= (21,0,...,0)+ (0,22,0,...,0) +---+(0,...,0,2y)

dy do dn
= (Z xl,jem,O,...,O) + (O,Za:zdegyj,o, . ,0) N (07 L 70,Z$n,j€n,j)
j=1 j=1 j=1

d1 da dn
= led(el,j, o,... ,O) + ZJ;QJ(O, €2.5, 0,... ,0) 4+ 4 mej(()7 ...,0, emj)
j=1 j=1 J=1
Cette famille est libre.
On considere une combinaison linéaire nulle :
d1 d2 dn
0 = Z Al,j(el,jv o,... ,O) + Z )\27]'(0, €2 75 0,... ,0) + -+ Z )\nvj(O, ..., 0, en,j)
j=1 j=1 j=1

dl d2 dn
= Z )\17]’617]’, Z )\27j627j7 R Z )\nvjenmj
J=1 Jj=1 Jj=1

Donc : .

Vi € ﬂl;n]] Z/\ivjeiJ =0
j=1

D'ou :

Vi € [[1; TL]] Vj e Hl, dl]] Aiyj =0 (car (67;7]')13]5(11. est une base de EZ)
On a bien affaire a une base de 1 X --- X E,.

n
En comptant le nombre de vecteurs, on a bien dim (E; x - -+ X Ey) = Zdim (E;).
=1

Si un ou plusieurs des F; sont réduits a {0}, on adapte le raisonnement, en ne mettant aucun

des eyj.

Bien siir, il y a aussi le cas ou tous les E; sont réduits a {0}.
Mais alors {0} x -+ x {0} = {(0,...,0)} et la formule est banale.

A
) 07 en,dn))
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Remarque

En pratique, on pourra rencontrer des produits d’espaces vectoriels indexés par un ensemble
quelconque et pas forcément par [1;n].

Aux changements de notation prés, on a les mémes définitions et les mémes propriétés que pré-
cédemment :

Soient I un ensemble fini non vide et (E;);c; une famille de K-espaces vectoriels.

Le produit cartésien des E;, noté X;cs E; est 'ensemble des familles (z;);er ou pour tout i € I,
x; € F;.

L’addition interne est définie par :

(wi)ier + (Yi)ier = (Ti + Yi)ier

Le produit externe est défini par :

A(wi)ier = (A @i)ier

Muni de ces deux opérations, X;c; F; a une structure de K-espace vectoriel.

De plus, si tous les E; sont de dimension finie, X;c; F; est de dimension finie et :

icl

3.4 Comment démontrer qu’une famille est une base ?

En pratique, E est souvent un K-ev de dimension finie non nulle dont on connait déja la

dimension n.
Pour montrer qu’une famille F est une base de F on peut utiliser les arguments suivants :

e F est libre et F est une famille de n vecteurs

e F est génératrice et F est une famille de n vecteurs
Cela ne s’applique pas dans I’exemple précédent, car on cherche justement a déterminer la di-
mension du produit cartésien Fq X --- X Ej.
Un exemple a connaitre

Soit n € N.
Soit ag,...,an n+ 1 éléments deux a deux distincts de K.
n
[1 (X —ay)
7=0
Pour tout i € [0;n], soit L; = Jfl
I1 (ai - aj)
7=0
J#

La famille (L;)o<i<n est une base de K,,[X].
Pour le démontrer, on commence par remarquer que ces polyndmes sont tous de degré n donc
appartiennent tous a K, [X].

Au vu de leur forme factorisée, on remarque également :
V(i,j) € [0sn]? i # j = Li(a;) =0
Le calcul de L;(a;) est trivial donc :

0siisj

V(i 5) € [0:n]* Li(ay) = 0ij = { L
lsii=y

Ensuite plusieurs méthodes sont possibles :
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e La famille (L;)o<i<yn est libre et a le bon cardinal.

n
Soit (Ao, .-, An) € K" tq Y ALy = 0.
k=0
Il s’agit d’une égalité entre polynémes.

Si on évalue ces polyndémes en a;, on obtient :
n
Vi € [[O,n]] Z /\kLk(az) =0
k=0
On en dédui;g :

Vi€ [0;n] > Aeb; =0
k=0
Puis :

Vi€ [0;n] A =0

La famille (L;)o<i<n est donc libre. Comme elle est constituée de n 4+ 1 = dim (K,,[X])
vecteurs, c’est une base de K,,[X].

Considérons alors un polynéme P appartenant a K, [X].

(Ao, An) €KL tq P = En: AL

Si on évalue ces polynoémes enk(z-? on obtient :

Vi € [0;n] P(a;) = 2”: ALk (a;) = A\; comme ci-dessus.
On a donc : :ZO

VP € Kp[X] P =" P(a)Ly

k=0
En particulier si on prend P le polynéme constant égal a 1 :

n
> Ly=1
k=0

(é_galité mentionnée dans le programme)
e La famille (L;)o<i<n est génératrice et a le bon cardinal.

Soit P € K,[X].
Soit Q =P — Y P(a) L.
k=0
Vi€ [0;n] Q(a;) = P(ai) — Y Plag)Li(a;) = P(a;) — Y P(ar)dk,

k=0 k=0
= P(az) — P(az) =0
On a donc trouvé n+ 1 racines deux a deux distinctes de @) qui est un polynéme de degré

inférieur ou égal a n.
On en déduit que @ est le polynéme nul.

n
Donc P = Z P(ay)Ly.
k=0
Et on a montré que la famille (L;)o<i<n est génératrice de K,,[X]. Comme elle est consti-

tuée de n + 1 = dim (K, [X]) vecteurs, c’est une base de K,,[X].
e La famille (L;)o<i<n est libre et génératrice.

En utilisant la base (L;)o<i<n, on peut résoudre le probleme de 'interpolation de Lagrange :
Soient ag,...,a, n+ 1 éléments deux a deux distincts de K.



Algebre linéaire 2023 - 2024

Soient by, ...,b, n+ 1 éléments de K.
Il existe un, et un seul, polynéme P appartenant a K,,[X] tel que pour tout i compris entre 0 et

n, P(a;) = b;.

En eﬁgt si P existe a}lors :
P =Y Plax)Ly =Y bpLk
k=0 k=0

D’ou l’unicrilté.
Soit P = Z bi Ly,
k=0

Vi e [[O?n]] P(az) = Z bkLk’(ai) = Z bkdk,i =0
k=0 k=0

D’ou I'existence.
Quels sont les polynémes @ tels que pour tout i compris entre 0 et n, Q(a;) = b; ?

(Vi € [0;n] Q(ai) =bi) <= (Vi € [0;n] Q(ai) = P(as))
— (Vie[0;n] (Q—P)(ai))

= H(X — a;) divise @ — P car les a; sont deux a deux distincts
=0
n

< 3R e K[X] tq Q(X) = P(X)+ R(X) [](X - a)

i=0
Exercice 1 (X 2019)
Soit f € C°([0; 1], R).
Soit n € N*.
Soit by, b1,...,bp, € R tq by < by < --- < by.
Montrer : ) "
I(ag, - .. ,an) € R" tq VP € R, [X] / f@)P(z)dz = apP(by)
0 k=0
3.5 Théoreme de la base incomplete
Soit E un K-ev de dimension finie n € N*.
Toute famille libre de E contient au plus n vecteurs.
Toute famille génératrice de F contient au moins n vecteurs.
Soit F = (fi,..., fp) une famille libre de E avec p < n.
(On a forcément p < n et si p =n alors F est une base de FE).
Soit G = (g1, .., gq) une famille génératrice de E (on a forcément ¢ > n).
On peut compléter F en une base de F en prenant n — p vecteurs de G :
(i1, 5 in—p) € [1;¢]" P avec iy < -+ <idn—p tq (f1,-.-, fp, Girs- - - Gin_,) SOit une base de E.

On peut extraire de G une base de E :
(1, .-, dn) € [L;¢]™ avec j1 < -+ < jn tq (gj1s- - -, gj,) sOit une base de E.
3.6 Rang d’une famille de vecteurs

Soit E un K-espace vectoriel.
Soit F = (z1,...,xp) une famille de vecteurs de E.
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On appelle rang de la famille F la dimension du sev de E qu’elle engendre :
rg(F) = dim (Vect(z1,...,zp))

F est libre <= rg(F) =p

Si F est de dimension finie :

F est génératrice <= rg(F) = dim (F)

4 Applications linéaires

4.1 Définitions

Soient E et F' deux K-ev.
Une application f de E dans F est dite linéaire si, et seulement si :
V(z,y) € B> V(A p) € K? f(Az + py) = M (2) + puf ()
L’ensemble des applications linéaires de E dans F est noté L(E, F'). Muni des opérations usuelles,
c’est un K-ev.
On appelle isomorphisme de E sur F' toute application linéaire u bijective de E sur F.
Dans ce cas, u ', la bijection réciproque de u, est également linéaire.
On appelle endomorphisme de E toute application linéaire de E dans FE.
L’ensemble des endomorphismes de E est noté L(F) (on a donc L(FE) = L(E,E)). Muni des
opérations usuelles, c’est un K-ev.
On appelle automorphisme de E toute application linéaire bijective de F sur E.
On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de £ dans K.

4.2 Construction d’applications linéaires

Soit E un K-ev de dimension n € N*.
Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Soit ' un K-ev.
V(f1,...yfn) € F* 3w € L(E) tq Vi € [1;n] u(e;) = fi

De plus :

u injective <= (f1,..., fn) est libre

u surjective <= (f1,..., fn) est une famille génératrice de F'
u bijective <= (f1,..., fn) est une base de F

Exercice 2 (X 2016)

Soient F, F' deux espaces vectoriels de dimension finie; x € E, y € F.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu’existe f € L(E, F) telle que f(z) =y.

4.3 Noyaux et images

Soient E et F' deux K-ev.
Soit v une application linéaire de E dans F'.
On appelle noyau de u et on note ker(u) I’ensemble des antécédents de O par w :
ker(u) = {z € E tq u(z) = 0}
C’est un sous-espace vectoriel de E et on a :
u injective <= ker(u) = {Og}
On appelle image de u et on note Im (u) ’ensemble des images des vecteurs de E :

10
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Im (u) = {u(z),z € E} ={y € F tq 3z € E tq u(z) =y}

C’est un sous-espace vectoriel de F' et on a :

u surjective <= Im (u) = F

Lorsque Im (u) est de dimension finie, on appelle rang de u la dimension de Im (u).

Si ¢ est une forme linéaire non nulle sur E, son noyau H = Ker (¢) est un sous-espace vec-
toriel de E. Les seuls sous-espaces vectoriels de E' qui contiennent H sont E et H.
Réciproquement, si H est un sous-espace vectoriel tel que les seuls sous-espaces vectoriels de E
contenant H sont F et H, il existe une forme linéaire non nulle, ¢, sur E telle que H = Ker ().
© est unique a un facteur multiplicatif prés ie si H est le noyau d’une autre forme linéaire non
nulle ¢ alors il existe un scalaire non nul « tel que ¥ = ap.

4.4 Formule du rang

Soient F et F deux K-ev.
Soit v une application linéaire de E dans F'.
Si E est de dimension finie alors le noyau et I'image de u le sont aussi et :

dim (F) = dim (ker(u)) + dim (Im (u)) = dim (ker(u)) + rg(u)

Si E est de dimension finie n € N*, les hyperplans de E sont les sous-espaces vectoriels de E de
dimension n — 1.

Exercice 3 (X 2011)

Soient F, F et G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F) et v € L(F, G). Montrer
que rg(v o u) = rgu si et seulement si Im u N Kerv = {0}.

Exercice 4

Soit E un ev de dimension finie.
Soient F et N 2 sev de E.

Trouver une CNS pour qu’il existe u € L(E) tel que {I

4.5 Espaces vectoriels isomorphes

Soient E et F' deux K-ev.
On dit que E et F' sont isomorphes si, et seulement si, il existe un isomorphisme de F sur F'.
Si E est de dimension finie alors :
F' est isomorphe & E <= F est de dimension finie égale a F.
En particulier tout K-ev de dimension n € N* est isomorphe a K™ qui apparait donc comme le
modele d’un K-ev de dimension n € N*,
Remarque
Soit F =R[X] et FF={P € R[X] tq P(0) = 0}.
F est un sev de F strictement contenu dans F mais F' est isomorphe a FE :
{E —F

est un isomorphisme.
P—XP

11
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4.6 Caractérisation des isomorphismes

Soient E et F deux K-ev de méme dimension finie.
Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Soit v une application linéaire de E dans F'.

u est un isomorphisme de F sur ' <= wu est injective
<= u est surjective

<= (u(ey),...,u(e,)) est une base de F’

Soit E un K-ev de dimension finie.
Soit B = (ey,...,e,) une base de E.
Soit u un endomorphisme de E.

u est un automorphisme de £ <= wu est injective
<= u est surjective

<= (u(ey),...,u(e,)) est une base de E

Remarque

Le raisonnement qui suit est erroné :

Soient E et F' deux K-ev de dimension finie.

Soit u une application linéaire injective de F dans F'.
1 est un isomorphisme car on est en dimension finie.

4.7 Retour sur l'interpolation de Lagrange

Soit n € N.
Soient ag,...,a, n+ 1 éléments deux a deux distincts de K.
Soient by, ...,b, n+ 1 éléments de K.
Il existe un, et un seul, polynéme P appartenant a K,,[X] tel que pour tout ¢ compris entre 0 et
n, P(a;) = b;.

o 0
P — (P(agp),...,P(ay))

u est linéaire :

V(P,Q) € Kn[X]* V(A 1) € K* u (AP + Q) (AP +pQ) (ao), - -, (AP + pQ) (an))
(AP(ap) + pQ(ag), ..., AP(an) + nQ(an))
= A(P(ao),...,P(an)) + 1 (Qao), - .., Qlan))

= u(P)+ pu(Q)

u est injective :

Soit P € K,[X] tel que u(P) = 0.

P a au moins n + 1 racines deux a deux distinctes (les a;) et P est de degré au plus n donc P
est le polynéme nul.

On a donc prouvé Ker (u) C {0}.

L’autre inclusion étant vraie pour toute application linéaire, Ker (u) = {0} et u est injective.
Or K, [X] et K**! ont la méme dimension (n+1) donc u est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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En particulier u est une bijection et tout éléments de ’ensemble d’arrivée a un et un seul
antécédent par u, c’est exactement ce qu’affirme le théoreme d’interpolation de Lagrange.
On peut aller plus loin.

Considérons la base canonique de K"*1. On la note (eg, ..., e,) avec ¢; = (0,...,0,1,0,...,0)
le 1 étant en (i + 1)-éme position.
u étant un isomorphisme d’espace vectoriel, (u=(ep),...,u"1(e,)) est une base de K, [X].

Explicitons L;.
L; est un polynome de degré inférieur ou égal a n qui vérifie :
Vj € [[0;711] Li(aj) = 51'7]‘

Les aj, j # ¢ sont n racines deux a deux distinctes de L; de degré inférieur ou égal a n donc :
n

de; e Ktq Li(X) = ¢ H(X — aj)
j=0
J#i
L;(a;) =1 donne ¢; = —— et on retrouve :

n

[T (ai — a;)
=0
i

P = ul(wP)=ut((Plag),...,Play)))

4.8 Un calcul de dimension classique

Exercice 5 (Mines 2019)

Soit E un espace vectoriel de dimension n.

Soit F' un espace vectoriel de dimension p.

Soit f € L(E,F) de rang r < n.

Quelle est la dimension de {g € L(F,E) tq fog=0}7

5 Somme de sous-espaces vectoriels

5.1 Définition
Soient £ un K ev et Fy,...,E, nsevde E.
n
On appelle somme des n sev F1, ..., E, et on note B4 +---+ FE, ou Z FE; ensemble des sommes

i=1
x1 + -+ x, ou pour tout i dans [1;n] z; € E;.

13



Algebre linéaire 2023 - 2024

Plus généralement si I est un ensemble fini non vide et (E;);c; une famille de sev de E on appelle
somme des sev E; et on note Z FE; I'ensemble des sommes Z x; ou pour tout ¢ dans I x; € E;.
el el
Par convention si I =0, 3 E; = {0g}.
el

5.2 Proposition

Soient E un K ev et (E;);c; une famille finie de sev de E.
Alors Z E; est un sev de F, c’est Vect(.U E;) ie le plus petit sev de E contenant tous les FE;.

icl i€l
(contenir tous les E; revient a contenir leur réunion)
Démonstration
Soient F' = ZEl et G = Vect(U E).
icl =

On montre d’abord que F est un sev de E.

' X;eflﬂ — F
Soit ¢ (@i)ier = 2 T

i€l
© est linéaire.
En effet, soit (x;)icr et (yi)ier € Xier Ei.

Soit A et u € K.

e\ (@it + ulyi)ier) = o(Awi+ pyi)ier) = Y (Awi + pyi)
iel
= A wmi+tpy u
i€l i€l

= Xe((xi)ier) + pe((Yi)ier)

On en déduit que F' =Im (p) est un sev de E.

On montre ensuite que F = G.
.
G est le le plus petit sev de E contenant tous les F; et I’ est un sev de E donc il suffit
de prouver que F' contient tous les F;.
Soient donc i € I et x € F;.

r;=0€ FE;sijF#i
Onax:ij avec {7 / _‘7,7&.
rj=x € ljsij=1

jel
D'ou z € F.
:
Soit x € F.
T=> x;
Il existe une famille (x;);er de vecteurs de E telle que iel
Vielxz, €F;

Vielz; €c E;CG
Mais G est stable par combinaisons linéaires donc x = Z:pz eqd
el
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5.3 Formule de Grassman

Soit E un K-ev de dimension finie.
Soit F' et G deux sev de E.

dim (F + G) = dim (F') + dim (G) — dim (F N G)

Démonstration

_ {F xG—E

Soit
(f,9) = f+g

¢ est linéaire et F' + G = Im ().
D’apres la formule du rang :
dim (F + G) = dim (F x G) — dim (ker(¢)) = dim (F') + dim (G) — dim (ker(¢p))
Montrons que ker(¢) = {(f,—f), f € FNG}.
Soit (f,g) € F' x G un élément de ker(yp).
f+g=¢((f.g)) =0doncg=—f.
f=—gavecge Gdonc feGet fe FNG.
Donc ker(¢) C {(f,—f),f € FNG}.
Réciproquement, si f € FNG alors (f,—f) € F x G et o((f,—f)) =0 donc
{(fa _f)a f ern G} - kel"(SO)-
On a bien ker(p) = {(f,—f),f € FNG}.

Il faut en déterminer la dimension.

Soit {F NG — ker(p)
f = (f7 _f)
1) est linéaire :
V(f1, fo) € FNG V(i p2) € K* (pn fr + pafe) = (pafi+ pafo, —pafi — pafa)
= (mf1, —p1fr) + (pafz, —p2fa)
pa(fr, —f1) + p2(fo, — f2)
= m(f1) + n2y(fa)

1) est injective :

soit f € ker(v)).

(f,~f) = 6(f) = (0,0) donc f =0

Donc ker(¢)) C {0}.

L’autre inclusion est triviale donc ker(y) = {0}

1) est clairement surjective donc 1 est bijective.

Donc 9 est un isomorphisme deF' N G sur ker(y).

Donc dim (ker(p)) = dim (F N G) et on en déduit la formule de Grassman.

5.4 Reéunions

Il ne faut pas confondre somme et réunion.
Une réunion de sev n’est pas en général un espace vectoriel.
Exercice 6

Soit E un K-ev.

Soient F' et G deux sev de FE.

Donner une CNS portant sur F' et G pour que F'U G soit un sev de E.
Proposer des généralisations de ’exercice.
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5.5 Exemple

Soit (e;);e; une famille finie non vide de vecteurs de E.
Pour chaque ¢ € I soit F; = Ke; le sev de F engendré par e;.
Alors Z E; = Vect((e;)ier) le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille (e;);cr.
el

6 Sommes directes de sous-espaces vectoriels

6.1 Définition

Soient £ un K ev et Fy,...,E, nsevde E.
On dit que la somme F; + --- + E, est directe si et seulement si :

Vee By + -+ E,I(x1,...,an) €L X - X Eytqr =21+ -+ + 2

ie tout élément de F| + - - - + E, s’écrit de maniére unique comme somme d’un élément de Ej,
d’un élément de Fs ... et d’un élément de E,.

n
Dans ce cas F1 +---+ E,, est notée @ E; ou B1 ®--- P E,.

i=1
Plus généralement, si I est un ensemble fini non vide et (E;);c; une famille de sev de E on dit
que la somme ZEZ est directe si et seulement si pour tout x dans Z FE; il existe une et une

il iel
seule famille (z;);er de vecteurs de E telle que :
o r=> ux;

i€l
e Viclux; €E;
Si Z E; est directe on la note @ F;.

icl el
On peut observer que dire que la somme Z FE; est directe revient a dire que I’application linéaire
el
E(iel-Ek — F

%) ()it Z . est injective. Mais l'injectivité d’une application linéaire se caractérise a
1)1 KA
el
I’aide de son noyau. On en déduit la

6.2 Condition nécessaire et suffisante

Soient £ un K ev et Fy,...,FE, nsevde E.
Ey + -+ E, est directe <= la seule fagon d’écrire 0 comme la somme d’un élément de F1,
d’un élément de Es ... et d’un élément de FE, est la décomposition triviale 0 =0+ --- + 0.
Plus généralement, si I est un ensemble fini non vide et (Ej;);er une famille de sev de E, la
somme Z E; est directe si et seulement si la seule fagon d’écrire 0 = Z x; avec pour tout ¢ € I
el i€l
x; € B; est la décomposition triviale 0 = Z 0
el

6.3 A propos des intersections

Soient £ un K ev et Fy,...,E, nsevde E avec n > 2.
Si By +---+ E, est directe alors :
V(i,j) € [1;n]*i # j = E; N E; = {0}
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En effet soit ¢ et j deux éléments distincts de [1;n].

Soit z € E; N Ej.

rsik=1
On pose xp, = —xsik =
0 sinon
n
OnaZxk:()

k=1
Comme la somme Fj + --- + E, est directe :

Vk e [L;n] =0

En particulier x = x; =0

Donc E; N E; C {0}

Mais E; N Ej est un sev de E donc {0} C E; N Ej.
D'ou: E;NE; = {0}

Sin = 2, la réciproque est vraie :

Soit (x1,x2) € E1 X Fy tq x1 +x92 =0

T1 = —T9 avec Ty € Fy sev de F donc z1 € Es.
Donc z1 € Ey N Ey = {0} et 21 = 0.
On en déduit 29 = —x1 = 0.

La somme E; + Ey est bien directe.

Par contre, si n > 3, la réciproque est fausse ie :
on peut avoir :

V(i,j) € [1;n]?i # j = E; N E; = {0}

sans que la somme Fy + --- + F, soit directe.

Ey

-2 -1 0 1 2 3

Les graduations sont sans pertinence.
Ona Fi1NEy=FENE;=FE3NE; :{0}
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Pourtant la somme F{ 4+ Es + E3 n’est pas directe car :

x2 = (0€ Eq)+ (z2 € E2)+ (0 € E3)
= (z1 € E1)+ (0 € Ey) + (z3 € E3)

6.4 Propriétés

Soient £ un K ev et Fq,...,E, nsevde FE
e si £y + -+ E, est directe alors pour tout p € {2;...;n} Ey + -+ E, est directe.
e si By + .-+ E, est directe alors pour tout p € {2;...;n—1} (E1 & - & Ep) + (Epy1 @
- @ Ey,) est directe.

6.5 Exemples

e Soit F un K-espace vectoriel.
Soit (e;)icr une famille finie de vecteurs non nuls de E.
ZKei est directe <= (¢;);er est libre
i€l
e Remarque pour les 5/2
Les sous-espaces propres d’un endomorphisme sont en somme directe.
e Soit E un espace euclidien (ou préhilbertien réel).
Soient F1,...,F, psev de I deux a deux orthogonaux :
V(i,j) e [Lpl*i#j = F L Fj
P
La somme Z F; est directe.
i=1
Démonstration
Soit (:L'l,...,.Tp) € Fy x Fp th1+--~—|—xp:0.

vi € [151] (xz) = (@[0)=0
j=1

P
= Z((:@]az]) =0sii#jcar F; L Fj)
=1

j
= (zilz) = |2

Donc :
Vie [1;p] ;=0
P

Z F; est bien une somme directe.

i=1

Dans ce cas, on note Fi +---+F, =F1 @ ---®F, = F1D...DF, et on dit que c’est
une somme directe orthogonale.

7 Sous-espaces supplémentaires

Il s’agit d’un rappel du cours de premieére année.
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7.1 Définition et CNS

Soient £ un K ev, de dimension finie ou infinie et E7, Fy deux sev de E, eux méme de

dimension finie ou infinie.
On dit que E; et Es sont supplémentaires si et seulement si 1 @ Fy = F.
On peut expliciter cette définition :
Ey et E5 sont supplémentaires <= Vo € E3J(x1,22) € By X Es tq . = 1 + X2
Attention
Il ne faut surtout confondre supplémentaires et complémentaires.
Si E1 @ E5 = F, en général Ey U Es est strictement contenu dans F.
Par exemple le rayonnement suivant est grossiérement faux :
(pomon

x Q E1
Revenons a la notion de sous-espaces supplémentaires.
Pour montrer que E; et Fs sont supplémentaires, on procede donc par analyse-synthese :
On se donne z € F.
On suppose que x = x1 + 2 avec x1 € Fy et 23 € Fy.
On cherche a exprimer x; et x2 en fonction de x, ce qui assure l'unicité.
On définit ensuite x1 et xo avec les expressions trouvées lors de 'analyse et on vérifie, 1 € E,
To € By et x1 + 29 = .
On a la CNS suivante :
Fi1+Ey,=FieVx € Eﬂ(xl,xg) € B xEytqr =11+ x2
EiNEy = {0}
E1 N Ey = {0} est en général facile a prouver.
Par contre pour montrer £ = E; + F>, on se donne x € E et on cherche x1 € E; et 29 € E5 tq
T = x1 + z9. En ’'absence d’informations complémentaires, cela conduit & un raisonnement par
analyse synthese et on démontre deux fois I'unicité.
En dimension finie, on peut gagner du temps en utilisant les dimensions :

FE1 et E5 sont supplémentaires <= {

Ein Ey={0}

dim (E7) + dim (E3) = dim (E)
i+ Ey=F

{dim (E1) 4 dim (Ey) = dim (E)

EFE=FE & FE <+ {

mais la deuxiéme CNS est moins utile puisqu’on retrouve le probleme de la démonstration de
FE=FE; + Es.

7.2 Cas des hyperplans

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.
Soit H un hyperplan de F.
Toute droite D de E non contenue dans H est un supplémentaire de H.
En d’autres termes :
Vee E\HFE=H®Kz
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7.3 Définition d’un endomorphisme par ses restrictions a deux sous-espaces
supplémentaires

Soient £ un K-ev de dimension finie et E7, Fs deux sous-espaces supplémentaires de F.
V(ul,u2) € ,C(El,E) X ,C(EQ,E) dlu € [,(E) tq U|p, = U1 et U, = U2

7.4 Forme géométrique du théoréme du rang

Soit E et F' deux K-espaces vectoriels, de dimensions finies ou infinies.
Soit u une application linéaire de F dans F'.
Soit S un supplémentaire de Ker (u) (dans E).
S — Im (u)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

L’application {

8 Sommes directes et dimension finie

8.1 Dimension d’une somme directe

Théoréme
Soit E un K-espace vectoriel.
Soient F1,..., F), des sous-espaces vectoriels de dimension finie de F.

Alors :
P P
dim <Z FZ-> <) dim (F;)
i=1 i=1
avec égalité si, et seulement si, la somme est directe.

Démonstration
Fix---xF,—=FE

Soit P
e (xl,...,xp)Hin
=1

P
¢ est linéaire et Im () = Z F;.
i=1
La formule du rang donne donc :

p p
dim <Z F,) =dim (F1 x --- x F},) — dimker(p) = Zdim (F;) — dimker(p)
i=1

i=1
D’ou ;

dim (Z F> < Zp:dim (Fy)
=1 =1

avec égalité si, et seulement si, ¢ est injective ie si et seulement si E F; est directe comme
i=1
remarqué ci-dessus.

Remarque
Plus généralement, si F est un K-espace vectoriel et (F;);e; une famille finie de sous-espaces
vectoriels de dimension finie de E alors :

dim (Z F> <) dim (F))

el iel
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avec égalité si, et seulement si, la somme est directe.

p
8.2 Base de E adaptée a une décomposition £ = @ F;
i=1

Proposition

P

Soient F/ un K ev de dimension finie non nulle et F,...,F), p sev de E tels que I/ = @ F;.
i=1

Pour tout i € [1;p] on pose d; = dim F; qu’on suppose > 1.

Soit (eq,...,eq,) une base de Fj.

Soit (€dy+15- - - s €dy+d,) une base de Fy.

Soit (€dy 4 tdy_141>- -+ €dy+-td, = Edim ) Une base de Fj,.
Alors B = (ey,...,eqim ) est une base de FE.
P
Une telle base est dite adaptée a la décomposition £ = & F;.
i=1
Démonstration

On commence par montrer que B est une famille libre.
dy+++dp

Soit ()\1, S 7)‘d1+---+dp) € Kdi++dp tq Z )\jej =0.
j=1

On a:

(Arer + -+ Agyeq, € Fi)+-- ’+(/\ch+~~~+dp71+1€d1+'-~+dp71+1 + o+ Ayt dp €dy o tdy € Fp) =
0

La somme est directe donc :

Aer+ -+ Ageq, = 0

Ady+tdy 1 41€dy+tdp 141 T+ Ady 4ot dy €dy+otd, = 0

(e1,...,eq,) est libre donc A\ = -+ = X4, =0
Idem pour les autres.
B est donc une famille libre comportant d; +- - - +d,, = dim E vecteurs. C’est bien une base de E.

Exemples
Soit F un K-ev de dimension n > 2.
e Soit p un projecteur de E de rang r € {1;...;n — 1}.
Dans une base de E adaptée a la décomposition E = Im (p) @ ker(p), la matrice de p est :
I, 0
0 0
e Soit s une symétrie de F différente de Idg et de —Idg.
Dans une base de F adaptée a la décomposition E = Ker (s — Idg) @ Ker (s + Idg), la
matrice de s est :
Ip
0 —Inp
Cas particulier d’'une somme directe orthogonale

avec p = dim Ker (s — Idg)

P
Soit F/ un espace euclidien et F1, ..., F), p sev de E tels que F = D F;.
=

)
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Soit (eq,...,eq,) une base orthonormée de Fi.
Soit (edy 415 - - - €dy+d,) Une base orthonormée de Fh.

Soit (ed1+...+dp71+1, ey €y etdy, = edim £) une base orthonormée de Fj,.

Comme les F; sont deux a deux orthogonaux, on vérifie facilement que le famille (eq, ..., eqim E)
est orthonormée.

Au vu de son nombre de vecteurs, c¢’est une base orthonormée de E.

8.3 Décomposition en somme directe obtenue par partition d’une base

Soit E' un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit (e;);er une base de E.
Soit (Ji,...,Jp) une partition de I :
o Vk e [1;p] Jp #0
o V(k,0)e[1;p] kN J =0
p

. U Jp=1
k=1
P
Alors E = @ Vect ((e)ic,)
k=1
Démonstration ,
On commence par montrer que la somme Z Vect ((e;)ic, ) est directe :
k=1
On considere donc une famille (z1,...,z,) telle que :

o Vk € [1;p] zx € Vect ((ei)ies,)
p
. Z =0
k=1

Pour tout k compris entre 1 et p, il existe donc une famille de scalaires (A ;)ic, telle que

T — Z )\kﬂ'ei.

1€y
P P
On a alors : 0 = Zxk = Z Z Ak,i€i
k=1 k=1 \icJy
Comme (Jq,...,Jp) une partition de I, chaque vecteur de la famille (e;);c; apparait une fois et
une seule. Comme cette famille est libre (c’est une base de E), on en déduit que tous les Ay ;
sont nuls. )
Par conséquent, tous x;, sont nuls et la somme Z Vect ((e;)ic, ) est bien directe.
k=1
On a alors :

dim (@ Vect ((ez‘)iejk)> = Z dim (Vect ((€i)ie,))

k=1 k=1

= Z Card(Jy)

k=1

En effet la famille (e;);e., est libre (car extraite d’une famille libre) et génératrice de Vect ((€;)ic., )-
C’est donc une base de cet espace et la dimension d’un espace est égale au nombre de vecteurs
de ses bases.
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Les Ji étant deux a deux disjoints :

dim (é Vect ((ez‘)ieJk)> = Card(@

k=1 k=1
= dim (F)

Jk) = Card(I)

p
et finalement : E = @ Vect ((e;)ie, )
k=1

23



