ALGEBRE LINEAIRE
2023-2024
Correction
Correction des exercices du premier chapitre du cours

941
Exercice 1 (X 2019, Ens 2023)
Soit f € C°([0; 1], R).
Soit n € N*.
Soit by, b1,...,b, € R tq by < by < -+ < by.
Montrer : ) "
J(ag, - .. ,an) € R" tq VP € R, [X] / f@)P(z)dz = apP(by)
0 k=0
Correction

Plusieurs méthodes sont possibles.
e Premiére méthode : utilisation des polynémes de Lagrange

II (x-15)

0<j<n
Pour tout ¢ € [0;n], soit L; = .
IT b0y

0<j<n

JF
(Lo, ..., Ly) est une base de R,,[X] et :

VP € R,[X] P = zn: P(by) Ly,

k=0
Par linéarité de 'intégrale :

1 n 1
VP € Ry[X] /0 f@)P@)de =3 P(b) /0 F(2)La(x) dz
k=0

D’ou l'existence.

Supposons :
1 n
VP € Rn[X] / f@)P@)de =Y apP(by)
0 k=0
On a:

’ 1 n n
vl € [0;7] /o f@)Li(x) =Y apLi(ar) = apbyy = a
k=0 k=0

D’ou 'unicité.

¢ Deuxieme méthode
Soit E lensemble des applications linéaires de R,[X] dans R. E est un R-ev de méme
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dimension que R, [X] donc n + 1.

R, X|—=R
Pour tout i € [0;n] soit ¢; nlX]
P— P (al)
Pour tout i € [0;n], ¢; appartient & E.
La famille (¢, ..., ¢y) est libre : se donner une combinaison linéaire nulle et I’évaluer en
Pi= I[ (X —a).
0<j<n
J#i

Au vu de son cardinal, c’est une base de F.

R,[X] =R
On conclut en remarquant que 1 appartient a FE.
PH/f@H@M
0

e Troisiéeme méthode
R, [X

] =R
1 est une application linéaire de R,,[X] dans R.
PH/f@H@M
0

R,[X] — R
Pour tout (ag, .. .,a,) € R*1, P z”: 0 P(bg) est une application linéaire de R,, [ X]
k=0
dans R.

Or , deux applications linéaires de R, [X] dans R sont égales si, et seulement si, elles
coincident sur une base.
Si on prend comme base, (1, X,..., X") la base canonique de R™ alors :

n . L
(ag,...,a,) convient <= Vi€ [0;n] Z arby, :/ ' f(x)dx
k=0 0

1
a0+a1+a2+~-+an:/ f(x)dz
0

1
apbg + a1by + asby + -+ -+ anb, = /0 rf(x)dw

1
a0b8+a1b?+agb§+---+anbﬁ:/0 2" f(x)dx

La matrice du systeme est la transposée de la matrice de Vandermonde construite avec
les nombres by, ..., by,.

Elle est donc inversible. On en déduit que le systeme a une et une seule solution, ce qui
acheve 'exercice.

Exercice 2 (X 2016)

Soient E, F' deux espaces vectoriels de dimension finie; x € E, y € F.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'existe f € L(E, F) telle que f(z) = y.

Correction

Si x # 0, la famille (x) est libre et on la complete (si la dimension n de E est supérieure ou
égale & 2) en (r = ey, €9,...,6,) base de E.

Afe L(E,F) tqVie[l;n] fle;)) =y
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En particulier f(z) = y.
Si x = 0, existence de f impose y = 0.
Réciproquement, si y = 0 toute application linéaire de F dans F (et il en existe toujours au
moins une) envoie x sur y.
La CNS cherchée est
(x#0)ou (zx=0ety=0)

Remarque
On n’écrit pas x =y = 0 car x vit dans FE et y dans F.

Exercice 3 (X 2011)

Soient E, F' et G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € L(E, F') et v € L(F,G). Montrer
que rg(v ou) = rgu si et seulement si Im u N Kerv = {0}.

Correction

Im(vou)=(vou)(E)=v(u(E)) =v(Imu)

La formule du rang appliquée a la restriction de v & Im u donne :
rg(vowu) =rg(u) —dim (Imu N Ker v)

On conclut facilement.

Exercice 4

Soit E un ev de dimension finie.
Soient F et N 2 sev de E.
Ker (u) = N

Trouver une CNS pour qu’il existe u € L(F) tel que
Im (u) = F

Correction

Si u existe alors, d’apres la formule du rang, dim NV + dim F = dim E.

Réciproquement, on suppose dim N + dim F' = dim F.

Si N = {0} alors F' = E et u = Idg convient.

Si N = E alors F' = {0} et u = 0 convient.

On suppose désormais d =dim N € {1;...;n — 1} (ou n = dim F) (ce qui suppose n > 2).

Soit (eq,...,eq) une base de N.
On la complete en (e, ..., e,) base de E.
Soit (€1, ..., €,_q) une base de F.

Vie{l;...;d} u(e;) =

(Du € L(E) tq {W e{d+1;...;n} u(e'()) = €i—d

Imu = Vect(u(e;),1 <i<n)
= Vect(er,...,6n_q) =F
On a trivialement N C ker u.
De plus, d’apres la formule du rang :

dim N =dimF —dim F = dim F — dimImu = dim ker v
donc keru = N.

Finalement la CNS cherchée est :

dim N +dimF =dim F
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Exercice 5 (Mines 2019)

Soit E/ un espace vectoriel de dimension n.

Soit F' un espace vectoriel de dimension p.

Soit f € L(E, F) de rang r < n.

Quelle est la dimension de {g € L(F,E) tq fog=10}7

Correction
Meéme si cela n’est pas demandé, on peut commencer par montrer que G = {g € L(F,E) tq f o
g = 0} est un espace vectoriel.
Pour cela on montre que c¢’est un sous-espace vectoriel de L(F, E) :
e GC L(F,E) : clair
{F —E . .
e Uz(rE) appartient a G : clair.
rz+— 0
En effet f est une application linéaire de £ dans F' donc f(0g) = O0p
e (G est stable par combinaisons linéaires :
Soit (g1,92) € G? et p1, ua € K2
fo(ugr + pege) = pfiog+pafaog= 0+ p20 =0
Soit g € G.
fog=0donc:
Ve e F f(g(x))=0
Mais lorsque x décrit F', g(x) décrit Im (g) donc Im (g) C Ker (f).
F — Ker (f)
z— g(x)
¢q est clairement une application linéaire de F' dans Ker (f), ce qui permet de définir :

¢{G — L(F,Ker (f))

g— ¢g
¢ elle-méme est linéaire :
Soit (g1, g2) € G% et p1, po € K2,

On peut donc définir ¢, {

Vo € F ¢(u1g1 + 1292)(%) = Gpygitpags (7) = (H191 + p12g2) ()
= mg1(x) + p2ge(x) = p1og, () + p2dg, ()
= 19(g1)(z) + p29(g2) ()

Donc ¢(p1g1 + page) = pd(g1) + pad(g2)-

¢ est injective :

Soit g € Ker (¢).

Ve € 0= ¢(g)(r) = g(z)

donc g est nulle.

Comme signalé dans le paragraphe précédent, le raisonnement suivant est faux :
¢ est une application linéaire injective de G dans L(F,Ker (f)).

¢ est un isomorphisme car on est en dimension finie.

En effet, il faudrait pour conclure ainsi que G et L(F,Ker (f)) soient de méme dimension finie,
ce qui est précisément ce qu’on cherche & démontrer.

Il faut donc prouver la surjectivité en revenant a la définition.

Soit h € L(F,Ker (f)).
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x — h(x)
La linéarité de g découle directement de celle de h.
Ve € F (o g)(x) = f(g(x)) = f(h(x)) = 0 car h(z) € Ker (f)
Donc g € G.
De plus, on a :
Vr € F ¢(g9)(z) = g(x) = h(x) ie ¢(g) = h Donc ¢ est surjective.
¢ est donc un isomorphisme de G sur L(F, Ker (f)).
On en déduit :
dim (G) = dim (L(F,Ker (f)) = dim (F') x dim (Ker (f)
Finalement, avec la formule du rang :
dim (G) = p(n —r).
Une solution matricielle sera vue plus tard.

F—FE
Soit g{ - : bien défini car h(z) € Ker (f) C E.

Exercice 6

Soit E un K-ev.

Soient F' et G deux sev de F.

Donner une CNS portant sur F' et G pour que F'U G soit un sev de FE.
Proposer des généralisations de ’exercice.

Correction

La CNS cherchée est (F C G) ou (G C F).

Cette condition est suffisante :

Si F' est inclus dans G alors F UG = G est un sev de F.

Si G est inclus dans F alors FUG = F est un sev de F.

Cette condition est nécessaire :

On suppose que F UG est un sev de F.

On veut montrer que F' est inclus dans G ou que G est inclus dans F'.
On raisonne par I'absurde ie on suppose que F n’est pas inclus dans G et que G n’est pas inclus
dans F.

Par conséquent, il existe xp € F'\ G et g € G\ F.

Tp et T appartiennent & F UG sev de E donc xp + 2¢ € FUG.
Sizp+xg € Falors zg = (xp +2¢g € F)+ (—xp € F) € I : absurde
Sizp+azg € Galors op = (zp + 2 € G) + (—z¢ € G) € G : absurde
On a bien (F C G) ou (G C F).

Plus généralement soient F1, ..., F, n sevde E.
n

Si I'un des Fj, notons le Fj;, contient tous les autres alors U F; = Fj, est un sev de E.

i=1
n

Réciproquement supposons que U F; est un sev de F.
i=1

(2
On cherche & montrer que I'un des F; contient tous les autres.
n

Si U F; C Fy alors Fj contient tous les autres et on a terminé.
i=2

n
On suppose donc que U F; n’est pas inclus dans F}.
i=2
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n
Si I n’est pas contenu dans U F; alors :

i=2
il existe x1 GFI\UFz‘ ety € UFZ\Fl
i=2 i=2

n n
x1 et y appartiennent a U F; sev de F donc pour tout k£ compris entre 0 et n, kx1 +y € U F;
i=1 =1
ie pour tout k& compris entre 0 et n, il existe o(k) compris entre 1 et n tel que kx1 +y € Fyy).
Il existe k et [ € [0;n] tels que k # [ et o(k) = o(l).
On a donc (k —l)z1 = (kx1 +y) — (Im1 +y) € Fy(y) car F, ) est un sous-espace vectoriel de E.
k —1+# 0 donc x1 € Fy .
n

Orz, & U F; donc o(k) = 1.
i=2
On a alors kz1 +y € Fy donc y = (kx1 +y € F1) + (—kxy € F1) € Fy : absurde

On a donc F; C U F;.
i=2
n n
On a alors UFi: UE
i=1 i=2
n
Donc U F; est un sev de E.

=2
Il faudrait donc reprendre le raisonnement en rédigeant une récurrence sur n mais on a prouveé :

n
|J Fi sev de E <= i € [1;n] tq Vi € [L;n] F; C F,
=1

Par contre, la situation change avec un nombre infini de sev :
K[X] = U K,,[X] mais il n’existe pas de K,,[X] qui contienne tous les autres.
neN



