Exercice 1.

On fait un développement asymptotique :
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m est dlvergente.

duquel on déduit sans peine que Y

Aot T " . - . 1o .
1. C’est une anerie bien sir, on connait ’exemple de la série harmonique Z; qui diverge. Rappelons seulement que si
(un) ne converge pas vers 0, alors la série > u,, diverge, et on peut préciser : « grossiérement ».

2. Cest, tel quel, une bétise, car il faut préciser que (u,) et (v,,) sont a termes positifs (ou du moins de signe constant).
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Un contre-exemple classique est donné par les séries ) ( 73 et > 1) La premiére des deux séries converge

Vv VA (=1
en vertu du critére spécial des séries alternées, mais un développement asymptotige établit que la seconde diverge.

Et pourtant...

3. C’est vrai, et on peut préciser, le cas échéant, en notant [ la limite de la suite (u,), que la somme de la série
37 (Ung1— un) st I —up.
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Y L’énoncé correct serait : si Y u, est une série de réels positifs

qui converge et si v, =o0(uy), alors Y v, converge ce qui par la contraposée donnerait : si > u,, est une série de réels

4. C’est faux, comme le montre 'exemple de u,, =

L 1 1. . X
positifs et si —=o(uy), alors, comme }_ — diverge, 3 u, diverge & son tour.

5. C’est faut, comme le montre I'exemple de > i

Vvt (=D
Exercice 2.
1. On montre que pour tout n, yo, ..., Y, sont bien définis et & valeurs positives.
Pas de souci pour 'initialisation de la récurrence. Soit n, supposons construits yo,..., Y, positifs, alors 1+ x, 41y, >0
et il vient donc 41 :% bien défini et positif ce qui achéve la récurrence.
2
2. a. La dérivabilité de f, sur [0, 1] ne fait aucun doute et, aprés simplification, il vient Vx € [0,1], f,(z) :(11+—Iyy)2 >0

)

et ainsi f, est croissante sur [0,1] (le plus souvent strictement croissante bien str, sauf lorsque y
Comme de plus f,(0) =y et f,(1)=1, alors Vz €[0,1], f,(z) € [y, 1].
b. On remarque que pour tout n € N*, y,,= f, () et ainsi y,, € [y, —1,1]. Ceci assure que la suite (y,) est croissante

et majorée par 1. Elle converge donc de limite a telle que yo<a < 1.

3. a. A partir de l'expression de y,, selon z,, et y, 1 il vient que, sin € N*: z,, (1 — Y Yn—1) = Yn — Yn—1. Comme (y,)
converge vers a < 1 et est croissante, alors pour tout n, 0 < y, <1 ce qui assure que 1 — y, y,—1#0. Comme (z,) ne
1

Tn

s’annule pas, alors ¥, — ¥, _1 non plus et on peut donc écrire : Ainsi — Ce qui montre

. . Yn—Yn—-1 1= Yn¥n-1 n—o—oo 1-—
bien I’équivalent attendu.

b. Mais alors les séries >~ @y et 3 1 7= (Yn — Yn—1) sont deux séries a termes positifs et dont les termes
= = -

généraux sont équivalents. Elles ont donc la méme nature, or la seconde est manifestement convergente sa somme
partielle s, =>"7_, 1—;& (Y — Yr—1)= 1—;& (yn — yo) (somme télescopique) forme une suite convergente (et de limite

#), ainsi Yz, converge également.
4. a. Soit n € N*, alors

1+ Tn+ Yn—1
14+yn Ttangm  lH+Tnyn-1+Tnt+yn—1 _ Q+zn) Q4+yn—1)

n = = = = =h(xp) 2n_1
" T—yp 1-nt¥n—t 142 yYn-1—Tn—Yn—1 (L—2p) (1 —yn_1) (n) 2n
1+znyn—1
b. S’établit aisément par récurrence en remarquant que h(x,)= iii" =1+ 12796;,;



5. a. i. Par hypothése, > z,, est convergente, et ainsi (z,) converge vers 0. Mais alors

(14280 )= 2Zn o o 280 ) 22« ~2xy
1—xz, 1—z, 1—z, 11—z,

a. ii. et iii. On a pour tout k, 1+—2 >0 et zo= h(0) =1 donc pour tout n, z, >0 ce qui montre que la suite (In z,)

. . i 1—xp
est bien définie.

Mais alors les séries ) In (1 +%> et Y 2z, ont la méme nature, puisqu’il s’agit de séries & termes positifs et de
Q_IZ ) est également convergente.

termes généraux équivalents. Or ) 2z, converge, donc > In (1 + 5

2Tk

En remarquant que, pour n € N*, Inz, =Inzy+ 2221 In (1 + ), alors la suite (In z,) est convergente, mais il en

va alors de méme de la suite (z,,) = (exp (In (2,))).

1—xg
b. i. On remarque que (z,) est une suite de réels tous supérieurs a 1, donc si la suite (z,) converge, par continuité de
In sur [1,+o0], (Inz,) converge également (et bien str il n’y a aucun doute sur son existence)

b. ii. (Inz, —Inz,_1) converge alors vers 0, ce qui montre le résultat attendu.

b. iii. Notons a,, =1 +% D’aprés ce qui précéde, alors («,) converge vers exp(0) =1.
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Mais il vient z,, =_*—, et ainsi () converge vers 0.
”
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b. iv. On procéde alors comme ci-dessus pour remarquer que les séries 2z, et > In (1 + il ) ont la méme nature

n
(séries de termes positifs et de termes généraux équivalents) et comme la seconde converge, la premiére aussi... Bien
str alors > x,, converge également.

6. On suppose donc > x, convergente. Alors (z,) converge. La suite (y,) ne saurait alors converger vers 1 car sinon
(h(yn)) = (z,) diverge vers +oco... Ainsi a < 1.

Exercice 3.

1. On reconnait que F' =Vect(I3, N), par ailleurs la liberté de (I5, V) ne fait aucun doute et ainsi F' est un espace vectoriel
de dimension 2, et admettant pour base (I3, N).

2. Le calcul donne N2=213+ N
3. On se donne deux éléments de F' sous la forme de M (a,b) et M(a’,b’), et on calcule

M(a,b) x M(a’,b")=(als+b) X (a'Is+b'N)=(aa'+2bb" ) I3+ (ab'+a’'b)NeF

4. De la relation N2 — N =213 on déduit que N est inversible, d’inverse %(N —I3)eF.

5. On connait le polynome annulateur X2 — X —2 de N, lequel est scindé & racines simples —1 et 2. Ceci montre que
N est diagonalisable.

1 0
) dont le noyau est E_1(N) Vect(( ~1 ),( 1 ))
0 ~1

-2 1 1
N —213 ( 1 -2 1 ) En notant Cy,Cy,Cs les vecteurs colonnes de N — 2 I3, alors (C, C3) est libre mais Cy + Ca+
1 1 -2

1
C3=0 et ainsi Ker(N — 2I3) = E5(N) :Vect<( 1 ))

6. N+13(

==
==
==

1
On a trouvé une base de diagonalisation de N (—1 est une valeur propre double, et 2 est simple) et on sait qu’en

1 0 1
posant P=| -1 1 1 ) et D =diag(—1,—1,2), alors on a bien N=PD P~
0 -11

7. La stabilité de F' par le produit matriciel assure sans peine que pour tout n, N* € F et comme (I3, N) est une base
de F il existe donc bien, pour tout n € N, (ay, b,) € R? unique tel que N"=a,, I3+ b, N.

De plus, étant donné n € N, alors comme N"=a,, I3+ b, N, on a donc N***=(a,, I3+ b, N) N =2b, I3+ (a, +b,) N

: : An g1 _ 0 2 Ay
et ainsi ( boia ) ( 11 ) ( b >



10.

11.

12.

xa(X)=X?— X —2 (tiens, tiens...) de racines simples —1 et 2 et ainsi A est dés lors diagonalisable.
De plus A+12:(} ;) et clairement (A+12)(712):(8). Puis A7212:( *12 31 ) et (A7212)< 1):(8) et
donc en posant Q:( *12 1 ) et Bz( Bl g ), ona A=QBQ L

On en déduit que pour tout n € N, A"=Q B"Q~! (récurrence facile), c’est-a-dire :

eos (D () () - s () (e -
1( 2(~1)" 42" 2(1)n+1+2n+1>
A G A G VR A

On a (ag, bo) =(1,0) et ainsi pour tout n €N, ( w ): A”( é >:%< (2_(1_)711):112; > et donc N”:%(Z (-1)"42") I3+
() N

abb a b b a+2b b b
b a b T IV b—a a—b 0 .o 0 a-b O
bbal T M b—a 0 a-b| U0 0 a-b

et ainsi det(M (a,b)) = (a+2b) (a —b)%. On en déduit que M (a,b) est inversible si, et seulement si, a+2b+0 et a #b.

Supposons que A € M,,(K) soit inversible, alors son polynéme caractéristique ya est de terme constant (on rappelle
qu’il vaut (—1)™det(A)) non nul, mais aussi, en vertu du théoréme de Cayley-Hamilton, y4(A4)=0. On obtient ainsi
une relation de la forme :

A (A1~ det(A) A"~2 4 - 44 I,) = (—1)"+1 det(A)

et on voit bien apparaitre que A~! est de la forme P(A) ot P est un polynéme de degré n — 1 (de coefficient dominant
1

(71)"+1det(A))

Comme F' est stable par la multiplication matricielle, il ne fait alors aucun doute que si M (a,b) est inversible, son
inverse est alors encore dans F.

Probléme 1. Partie I

1.

5.

X -1 0
Pour tout X € R, par un développement selon la premiére colonne xa(X)=|-2 x —2|=X (X?2-2)+2(-X)=
0 -1 X

X3-4X=X(X-2)(X+2).

. xa est ainsi scindé a racines simples, ce qui assure que A est diagonalisable. Ses valeurs propres sont —2,0,2 et chacun

des espaces propres correspondants est une droite vectorielle.

0 -1 X
que pour tout X (réel ou complexe, peu importe) i xp(i X)=—-X (iX —2i) (i X +2i) =X (X?—4) = ya(X).

X 1 0
Pour tout X € R, XB(X)(Q X 2 )X(X2+2)+2XX3+4XX(X2+4)X(XQi)(X+21) et on note

xB Nétant pas scindé sur R, B n’est pas diagonalisable sur R. En revanche, xp est scindé a racines simples sur C
donc B est diagonalisable sur C. 0 est la seule valeur propre réelle de B (simple, et donc son espace propre associé
ne peut étre qu’une droite vectorielle) et les valeurs propres complexes sont 0, —21 et 21i, toutes trois simples et donc
d’espaces propres associés de dimension 1.

Le calcul montre que D~'AD=—iB.

Partie I1

1.

cos(x)
sin(x)

Soit (Mg, - -+, An) € C™, on suppose Ag- fo+ -+ An - fn=0, alors pour tout z € ]0,%[, en notant g(z) =

sin"(ac) ()\0 go(x) +---+ )\'n gn(x) ) =0



Or sin™(z) #0 et, en d’autres termes, le polynéme Ao+ Ay X + -+ + A\, X™ admet pour racines tous les réels g(z) pour
T € ]O,g[. Une étude rapide de la fonction g (qu’on appelle aussi cotangente) montre que les valeurs atteintes par g
sur cet intervalle constituent R** et ce polynéme Ao+ A1 X + --- + X\, X™ admet alors une infinité de racines, donc
est le polynéme nul.

(autre approche : la valeur en 0 établit que A, =0, puis on factorise par sin et on simplifie, et la limite en 0 de la
fonction obtenue donne A, 1 =0 et ainsi, de proche en proche, on montre que \g="---=A,=0.)

2. La linéarité de ¢ : f+ f’ (définie sur C*°(IR, C)) ne fait aucun doute et il vient :
fé=x—ncos(z)sin”Hz)=n f1,

pour 1<k<n—1, fi=zr —kcos* 1(z)sin"~*~D(z) + (n — k) cos* 1 (x) sin® " F T (z) = —k fr_1 4+ (n — k) fry1 et
enfin f),=-n fn—l Mais alors, par linéarité, §(V;,) C V;, ce qui montre que ¢ induit un endomorphisme de V;, (noté ¢,
par I’énoncé) et d’apres les calculs précédents, la matrice de ¢, selon (fo, ---, fn) est bien la matrice B,, qu’indique
I’énoncé.

3. C’est immédiat en remarquant que gi(x) = ¢ikz g —i(n—k)z,

k
1
isinz)”~*. On en déduit que g est une combinaison linéaire de fonctions de la forme cos® x sin® ot a +b=Fk+n —k=n.
En d’autres termes, g; est une combinaison linéaire des fonctions fy, f1, - -, fn autrement dit un élément de V;,.

4. Etant donné x € R, on observe que (cosz +isinz)* = Zf:O( )cosl(:r) sin*™!() et on développe de méme (cosz —

5. Soit k€ [0,n], gr=1(2k —n) gi ce qui montre que i(2k —n) est une valeur propre de ¢, et que gx en est un vecteur
propre associé. On obtient ainsi n+ 1 valeurs propres deux & deux distinctes, ce qui montre la diagonalisabilité de ¢,
et on a également obtenu une base de diagonalisation sous la forme de (go, -, gn)-

6. ¢, est un automorphisme de V,, si et seulement si 0 n’est pas une valeur propre de @, si et seulement si pour tout
ke]0,n], i(2k—n)=£0 si et seulement si n est impair.

7. Pour tout z € R, gn(z) = (cosz +isinz)" =3, _ 0( >cosk(3€) (isina)"=F =370 i~ k( >fk( x) et on a vu que

lespace propre de ¢, associé & in est Vect(gy). Vectoriellement, ceci exprime alors aussi que ’espace propre de la

q0
matrice B,, associé a la valeur propre in est la droite vectorielle Vect( :

) avec les notations de 1’énoncé.
an

Partie II1

1. On observe que la matrice D M est la matrice obtenue & partir de M et des opérations élémentaires Ly, < dj, i Ly, pour
1<k < p et la matrice M D est la matrice obtenue a partir de M et des opérations élémentaires C; <« dj , C; pour
1<I<p.

En d’autres termes, la matrice D M a pour terme général dy j, my,; et la matrice M D a pour terme général d; ;my, ;.

2. On remarque que Di1 est la matrice diagonale dont le terme situé a la k-iéme ligne et colonne vaut (—i)*~! puisque

l: . Ainsi, pour passer de A, a D, ' A, D,, on effectue les opérations Ly — (=i)F~1 Ly pour 1<k<n+1 et les
operat1ons Cl <—1k e pour 1<Ii<n+ 1 L’ordre n’a pas d’importance car la multiplication matricielle est associative,
et ainsi D, ' A, D,, = (Dn A,)D,=D;*! (A, Dy,). La ou A, a un coefficient nul, on retrouve un coefficient nul dans le
produit D, YA, D,. Soit ke [1,n], le coefficient de ligne k et colonne k+1 de D, LA, D,, est celui de A,, multiplié par
(—i)*—1 xi¥ =i et le coefficient de ligne k+ 1 et colonne k de D, * A,, D,, est celui de A,, multiplié par (—i)¥ x i¥~1=—i.
Cela permet de justifier que D;l A, D,=—-1B,.

On a alors, pour tout X (réel ou complexe) yp, (i X)=det(i X — B,,) =i"T det(X +iB,)=i""! x_;p,(X) mais 4,
et —i B, sont semblables et ont donc le méme polynéme caractéristique, et ainsi xp, (i X) =i"*! ya, (X).

3. Comme les valeurs propres de B, sont, on I’a vu, les imaginaires purs i (2k —n) pour 0 <k <n, on en déduit que
les entiers 2 k —n pour 0 < k< n sont des racines de x4,. Au nombre de n+ 1, comme x4, est de degré n+1, on
a ainsi trouvé toutes les racines de x4, qui est donc scindé a racines simples, et ce sur R, ce qui montre que A, est
diagonalisable, de valeurs propres les entiers 2k —n pour 0 <k < n.

NEZ i%po ) | Po /[ 7o
Avec les notations de ’énoncé, D,; = : =i"" : |et d’apresla partie Il, B, D, *| : |=inD,"| :

Pn i—n n Pn Pn

Pn

Po Po Po Po
et il vient donc An( : ) =-iD, B, Dnl( : )n( : ) et ( : ) est donc bien un vecteur propre de A,, associé a la
P

Pn Pn Pn Pn
valeur propre n. Comme les espaces propres sont tous de dimension 1, alors on a bien établi I'égalité Ker(A,, —n I, 1) =
Po
Vect
Pn



